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Ａｂｓｔｒａｃｔ:Ｉｎ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒꎬｗｅ ｆｏｒｍｕｌａｔｅ ａ ＳＩＶＳ ｅｐｉｄｅｍｉｃ ｍｏｄｅｌ ｗｉｔｈ ｓｐｅｃｉａｌ ｒｅｃｏｖｅｒｙ ｒａｔｅ ｔｏ ｓｔｕｄｙ ｔｈｅ ｉｍｐａｃｔ ｏｆ ｌｉｍｉｔｅｄ
ｍｅｄｉｃａｌ ｒｅｓｏｕｒｃｅ ｏｎ ｔｈｅ ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ ｄｙｎａｍｉｃｓ ｏｆ ｄｉｓｅａｓｅｓ ｗｉｔｈ ｖａｃｃｉｎａｔｉｏｎ. Ｔｈｅ ｂａｓｉｃ ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｍｏｄｅｌ ｈａｓ ｂｅｅｎ
ｆｉｎｉｓｈｅｄ. Ｔｈｅ ｂａｃｋｗａｒｄ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｈａｓ ｂｅｅｎ ｐｒｏｖｅｄ ｐｒｅｃｉｓｅｌｙ. Ｉｔ ｉｓ ｓｈｏｗｎ ｔｈａｔ ｌｉｍｉｔｅｄ ｍｅｄｉｃａｌ ｒｅｓｏｕｒｃｅ ｌｅａｄｓ ｔｏ ｖｉｔａｌ
ｄｙｎａｍｉｃｓꎬｓｕｃｈ ａｓ ｂｉｓｔａｂｉｌｉｔｙ. Ｂａｃｋｗａｒｄ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｉｍｐｌｉｅｓ ｔｈａｔ ｅｖｅｎ ｉｆ ｔｈｅ ｂａｓｉｃ ｒｅｐｒｏｄｕｃｔｉｏｎ ｎｕｍｂｅｒ ｉｓ ｓｍａｌｌｅｒ ｔｈａｎ
ｕｎｉｔｙꎬｔｈｅｒｅ ｍａｙ ｂｅ ａ ｓｔａｂｌｅ ｅｎｄｅｍｉｃ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ａｎｄ ｔｈｅ ｂａｓｉｃ ｒｅｐｒｏｄｕｃｔｉｖｅ ｎｕｍｂｅｒ ｉｔｓｅｌｆ ｉｓ ｎｏｔ ｅｎｏｕｇｈ ｔｏ ｄｅｓｃｒｉｂｅ
ｗｈｅｔｈｅｒ ａ ｄｉｓｅａｓｅ ｗｉｌｌ ｐｒｅｖａｉｌ ｏｒ ｎｏｔ ａｎｄ ｗｅ ｓｈｏｕｌｄ ｐａｙ ｍｏｒｅ ａｔｔｅｎｔｉｏｎ ｔｏ ｔｈｅ ｉｎｉｔｉａｌ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ. Ｉｔ ｉｓ ａｌｓｏ ｓｈｏｗｎ ｔｈａｔ ｓｕｆｆｉ￣
ｃｉｅｎｔ ｍｅｄｉｃａｌ ｓｅｒｖｉｃｅｓ ａｎｄ ｍｅｄｉｃｉｎｅｓ ａｒｅ ｖｅｒｙ ｉｍｐｏｒｔａｎｔ ｆｏｒ ｔｈｅ ｄｉｓｅａｓｅ ｃｏｎｔｒｏｌ ａｎｄ ｅｒａｄｉｃａｔｉｏｎ. Ｂｅｓｉｄｅｓꎬｔｈｅ ｉｍｐａｃｔ ｏｆ
ｖａｃｃｉｎａｔｉｏｎ ｈａｓ ｂｅｅｎ ｅｘｐｌｏｒｅｄ ｔｏｏ.
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ:ｖａｃｃｉｎａｔｉｏｎꎬｅｐｉｄｅｍｉｃ ｍｏｄｅｌꎬｍｅｄｉｃａｌ ｒｅｓｏｕｒｃｅꎬｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍꎬｓｔａｂｉｌｉｔｙꎬｂａｃｋｗａｒｄ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ
ＣＬＣ ｎｕｍｂｅｒ:１７５.１２　 Ｄｏｃｕｍｅｎｔ ｃｏｄｅ:Ａ　 Ａｒｔｉｃｌｅ ＩＤ:１００１－４６１６(２０１７)０３－０００５－０８

一个传染病模型中的后向分支问题

白　 婵ꎬ万　 辉

(江苏省大规模复杂系统数值模拟重点实验室ꎬ南京师范大学数学科学学院ꎬ江苏 南京 ２１００２３)

[摘要] 　 为了研究在考虑免疫接种情况下有限的医疗资源对疾病传播的影响ꎬ我们建立了一个带有特殊恢复

率的 ＳＩＶＳ 传染病模型ꎬ研究了模型的基本动力学性质并对后向分支进行了详细的证明. 结果表明ꎬ有限的医疗

资源会导致重要的动力学性质ꎬ比如双稳现象等. 后向分支意味着ꎬ即使基本再生数小于 １ 模型依然可能会有稳

定的地方病平衡点ꎬ基本再生数不能完全反映疾病流行与否. 此时ꎬ人们应该注意疾病爆发时的初始状态. 研究

结果同时表明ꎬ充足的医疗资源和服务对于疾病的消除与控制非常重要. 另外ꎬ文章也分析了免疫接种的影响.
[关键词] 　 免疫接种ꎬ传染病模型ꎬ医疗资源ꎬ平衡点ꎬ稳定性ꎬ后向分支

Ｒｅｃｅｎｔｌｙꎬａｔｔｅｎｔｉｏｎ ｈａｓ ｂｅｅｎ ｇｉｖｅｎ ｔｏ ｖａｃｃｉｎａｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｒｅａｔｍｅｎｔ ｐｏｌｉｃｉｅｓ ｉｎ ｔｅｒｍｓ ｏｆ ｔｈｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｖａｃｃｉｎｅ
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Ｉｎ[２]ꎬＫｒｉｂｓ￣Ｚａｌｅｔａ ｅｔ ａｌ. ｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄ ａ ｖａｃｃｉｎａｔｉｏｎ ｃｏｍｐａｒｔｍｅｎｔ ｗｉｔｈ ｔｅｍｐｏｒａｒｉｌｙ ｉｍｍｕｎｅ ｓｔａｔｅ ａｎｄ ｓｅｔ ｕｐ ａ
ＳＩＶ ｍｏｄｅｌ ｗｉｔｈ ｇｅｎｅｒａｌ ｉｎｃｉｄｅｎｃｅ ｒａｔｅ. Ｔｈｅｉｒ ａｎａｌｙｓｉｓ ｉｎｄｉｃａｔｅｄ ｔｈａｔ ｗｈｅｎ ｔｈｅ ｖａｃｃｉｎｅ ｆｏｒ ａｌｌ ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎ ｉｓ ｎｏｔ ｔｏ￣
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ｗｉｌｌ ｅｘｈｉｂｉｔ ｍｕｌｔｉｐｌｅ ｅｎｄｅｍｉｃ ｓｔａｔｅｓ. Ｉｎ[９]ꎬＳｈａｎ ａｎｄ Ｚｈｕ ｔｏｏｋ ｔｈｅ ｐｅｒ ｃａｐｉｔａ ｒｅｃｏｖｅｒｙ ｒａｔｅ ａｓ ａ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ
ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｈｏｓｐｉｔａｌ ｂｅｄｓ. Ｔｈｅｉｒ ａｎａｌｙｓｉｓ ｉｎｄｉｃａｔｅｄ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｃｏｕｌｄ ｕｎｄｅｒｇｏ ｂａｃｋｗａｒｄ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎꎬｓａｄｄｌｅ￣
ｎｏｄｅ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎꎬＨｏｐｆ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ａｎｄ ｃｕｓｐ ｔｙｐｅ ｏｆ Ｂｏｇｄａｎｏｖ￣Ｔａｋｅｎｓ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｗｉｔｈｉｎ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ. Ｉｎ
[１１]ꎬＸｉａｏ ａｎｄ Ｔａｎｇ ａｎａｌｙｚｅｄ ａ ＳＩＶ ｅｐｉｄｅｍｉｃ ｍｏｄｅｌ ｗｉｔｈ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｉｎｃｉｄｅｎｃｅ ｒａｔｅ. Ｔｈｅ ｍａｉｎ ｒｅｓｕｌｔ ｓｈｏｗｓ ｔｈａｔ
ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｕｎｄｅｒｇｏｅｓ ｆｏｒｗａｒｄ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｈｙｓｔｅｒｅｓｉｓ ｅｘｃｅｐｔ ｆｏｒ ｔｈｅ ｂａｃｋｗａｒｄ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ. ＢｅｓｉｄｅｓꎬＥｒｉｋａ ｅｔ ａｌ.
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ｔｉｏｎ ｆｏｒ ｔｈｅ ｎｅｗｂｏｒｎｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｃａｐａｃｉｔｙ ｏｆ ｔｒｅａｔｍｅｎｔꎬ ｔｈａｔ ｔａｋｅｓ ｉｎｔｏ ａｃｃｏｕｎｔ ｔｈｅ ｌｉｍｉｔｅｄｎｅｓｓ ｏｆ ｔｈｅ ｍｅｄｉｃａｌ ｒｅ￣
ｓｏｕｒｃｅｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ ｏｆ ｔｈｅ ｓｕｐｐｌｙ ｏｆ ａｖａｉｌａｂｌｅ ｍｅｄｉｃａｌ ｒｅｓｏｕｒｃｅｓ. Ｕｎｄｅｒ ｓｏｍｅ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓꎬｔｈｅｙ ｐｒｏｖｅｄ ｔｈａｔ
ｔｈｅ ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ｏｆ ｂａｃｋｗａｒｄ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎꎬｔｈｅ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ａｎｄ ｔｈｅ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｏｆ Ｈｏｐｆ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ. Ｔｈｅｙ ａｌｓｏ ｅｘｐｌｏｒｅｄ ｈｏｗ
ｔｈｅ ｍｅｃｈａｎｉｓｍ ｏｆ ｂａｃｋｗａｒｄ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ａｆｆｅｃｔｓ ｔｈｅ ｃｏｎｔｒｏｌ ｏｆ ｔｈｅ ｉｎｆｅｃｔｉｏｕｓ ｄｉｓｅａｓｅ.

Ｉｎ ｏｒｄｅｒ ｔｏ ｃｏｎｓｉｄｅｒ ｔｈｅ ｉｍｐａｃｔ ｏｆ ｌｉｍｉｔｅｄ ｍｅｄｉｃａｌ ｒｅｓｏｕｒｃｅｓ ａｎｄ ｖａｃｃｉｎａｔｉｏｎ ｏｎ ｔｈｅ ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ ｄｙｎａｍｉｃｓ ｏｆ
ｉｎｆｅｃｔｉｏｎ ｄｉｓｅａｓｅｓ ｍｏｒｅ ｐｒｅｃｉｓｅｌｙꎬｗｅ ｆｏｒｍｕｌａｔｅ ａ ＳＩＶＳ ｅｐｉｄｅｍｉｃ ｍｏｄｅｌ ｗｉｔｈ ｈｕｍａｎ ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎ ｄｅｍｏｇｒａｐｈｙ ａｎｄ
ｖａｃｃｉｎａｔｅｄ ｉｎｄｉｖｉｄｕａｌｓ.

Ｔｈｅ ｏｒｇａｎｉｚａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ ａｒｅ ａｓ ｆｏｌｌｏｗ. Ｆｉｒｓｔｌｙꎬｗｅ ｗｉｌｌ ｉｎｔｒｏｄｕｃｅ ｏｕｒ ＳＩＶＳ ｍｏｄｅｌ ｉｎ ｓｅｃｔｉｏｎ ２. Ｉｎ ｓｅｃ￣
ｔｉｏｎ ３ꎬｗｅ ｗｉｌｌ ａｎａｌｙｚｅ ｔｈｅ ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ｏｆ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉａ. Ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉａ ａｎｄ ｂａｃｋｗａｒｄ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ａｎａｌｙｓｉｓ ｗｉｌｌ ｂｅ
ｇｉｖｅｎ ｉｎ Ｓｅｃｔｉｏｎ ４. Ｓｏｍｅ ｄｉｓｃｕｓｓｉｏｎ ｗｉｌｌ ｂｅ ｇｉｖｅｎ ｉｎ Ｓｅｃｔｉｏｎ ５.

１　 Ｍｏｄｅｌ
Ｗｅ ｃｌａｓｓｉｆｙ ｔｈｅ ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎ ｉｎ ａ ｇｉｖｅｎ ｒｅｇｉｏｎ / ａｒｅａ ｉｎｔｏ ｔｈｒｅｅ ｃａｔｅｇｏｒｉｅｓ:ｓｕｓｃｅｐｔｉｂｌｅꎬｉｎｆｅｃｔｉｖｅ ａｎｄ ｖａｃｃｉｎａｔｅｄ.

Ｌｅｔ Ｓ( ｔ)ꎬＩ( ｔ)ａｎｄ Ｖ( ｔ)ｄｅｎｏｔｅ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｓｕｓｃｅｐｔｉｂｌｅꎬｉｎｆｅｃｔｉｖｅꎬｖａｃｃｉｎａｔｅｄ ｉｎｄｉｖｉｄｕａｌｓ ａｔ ｔｉｍｅ ｔꎬｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ.
Ｂａｓｅｄ ｏｎ ｓｔａｎｄａｒｄ ＳＩＳ ｍｏｄｅｌ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｉｎｃｉｄｅｎｃｅ ｏｆ ｍａｓｓ ａｃｔｉｏｎꎬｗｅ ｃａｎ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔ ａ ｍｏｄｅｌ

ｄＳ
ｄｔ

＝Λ－βＳＩ－φＳ＋μ(ｂꎬＩ) Ｉ＋θＶ－ｄＳꎬ

ｄＩ
ｄｔ

＝βＳＩ＋βσＶＩ－μ(ｂꎬＩ) Ｉ－ｄＩꎬ

ｄＶ
ｄｔ

＝φＳ－βσＶＩ－θＶ－ｄＶꎬ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

(１)

Ｔａｂｌｅ １　 Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｉｎｖｏｌｖｅｄ ｉｎ ｔｈｅ ｍｏｄｅｌ

Ｄｅｓｃｒｉｐｔｉｏｎ Ｐａｒａｍｅｔｅｒ

Ｒｅｃｒｕｉｔｍｅｎｔ ｒａｔｅ Λ
Ｃｏｎｔａｃｔ ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ ｒａｔｅ β

Ｔｈｅ ｖａｃｃｉｎａｔｉｏｎ ｒａｔｅ ｏｆ ｓｕｓｃｅｐｔｉｂｌｅ ｉｎｄｉｖｉｄｕａｌｓ φ
Ｔｈｅ ｐｅｒ ｃａｐｉｔａ ｎａｔｕｒａｌ ｄｅａｔｈ ｒａｔｅ ｄ

Ｔｈｅ ｒａｔｅ ａｔ ｗｈｉｃｈ ｔｈｅ ｖａｃｃｉｎａｔｉｏｎ ｗｅａｒｓ ｏｆｆ θ
Ｔｈｅ ｐｅｒ ｃａｐｉｔａ ｒｅｃｏｖｅｒｙ ｒａｔｅ μ

Ｔｈｅ ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ ｏｆ ｔｈｅ ｖａｃｃｉｎｅꎬ０＝ｃｏｍｐｌｅｔｅｌｙ ｅｆｆｅｃｔｉｖｅꎬ１＝ｕｓｅｌｅｓｓ ０<σ<１

ｗｉｔｈ ｉｎｉｔｉａｌ ｄａｔａ Ｓ(０)≥０ꎬ Ｉ(０)≥０ꎬＶ(０)≥０ꎬ
Ｓ(０)＋ Ｉ (０) ＋Ｖ (０) ≤Λ / ｄꎬｗｈｅｒｅ ａｌｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ
ｌｉｓｔｅｄ ｉｎ Ｔａｂｌｅ １ ａｒｅ ｐｏｓｉｔｉｖｅ.

Ｉｎ ｃｌａｓｓｉｃａｌ ｅｐｉｄｅｍｉｃ ｍｏｄｅｌｓꎬｔｈｅ ｐｅｒ ｃａｐｉｔａ ｒｅ￣
ｃｏｖｅｒｙ ｒａｔｅ ｉｓ ａｓｓｕｍｅｄ ｔｏ ｂｅ ａ ｃｏｎｓｔａｎｔ. Ｎｅｖｅｒｔｈｅ￣
ｌｅｓｓꎬｉｎ ｇｅｎｅｒａｌꎬｔｈｅ ｒｅｃｏｖｅｒｙ ｒａｔｅ ｄｅｐｅｎｄｓ ｏｎ ｔｈｅ ｒｅ￣
ｓｏｕｒｃｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｈｅａｌｔｈ ｓｙｓｔｅｍ ａｖａｉｌａｂｌｅ ｔｏ ｔｈｅ ｐｕｂｌｉｃꎬ
ｐａｒｔｉｃｕｌａｒｌｙ ｔｈｅ ｃａｐａｃｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｈｏｓｐｉｔａｌ ｓｅｔｔｉｎｇｓ ａｎｄ
ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ ｏｆ ｔｈｅ ｔｒｅａｔｍｅｎｔ. Ｔｈｅｒｅ ａｒｅ ｍａｎｙ ｆａｃｔｏｒｓ ｄｅｔｅｒｍｉｎｉｎｇ ｔｈｅ ｒｅｃｏｖｅｒｙ ｒａｔｅ. Ｔｈｅ ｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｔ ｆａｃｔｏｒ ｉｓ ｔｈｅ
ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｔｈｅ ｈｏｓｐｉｔａｌ ｂｅｄｓ ａｎｄ ｍｅｄｉｃｉｎｅｓ ａｒｅ ａｎｏｔｈｅｒ ｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｔ ｆａｃｔｏｒｓ ｗｈｉｃｈ ａｒｅ ｅｓｓｅｎｔｉａｌ ｆｏｒ ｓａｆｅ ａｎｄ ｅｆｆｅｃｔｉｖｅ

ｐｒｅｖｅｎｔｉｏｎꎬｄｉａｇｎｏｓｉｓ ａｎｄ ｔｒｅａｔｍｅｎｔ ｏｆ ｉｌｌｎｅｓｓ. Ｗｅ ｔａｋｅ ｔｈｅ ｐｅｒ ｃａｐｉｔａ ｒｅｃｏｖｅｒｙ ｒａｔｅ ａｓ μ＝μ０＋(μ１－μ０)
ｂ
ｂ＋Ｉ

ｗｈｉｃｈ

ｉｓ ｕｓｅｄ ｉｎ[９] . Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅꎬｔｈｅ ｒｅｃｏｖｅｒｙ ｒａｔｅ ｉｎ ａ ｕｎｉｔ ｔｉｍｅ μＩ ｉｓ ａ ｔｈａｔ ｃａｎ ｄｅｓｃｒｉｂｅ ｔｈｅ ｉｍｐａｃｔ ｏｆ ｌｉｍｉｔｅｄ ｍｅｄｉｃａｌ
ｒｅｓｏｕｒｃｅ.

Ｉｔ ｉｓ ｎｏｔ ｄｉｆｆｉｃｕｌｔ ｔｏ ｐｒｏｖｅ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｔｈｅｏｒｅｍ:
Ｔｈｅｏｒｅｍ １　 Ｗｉｔｈ ａｎ ｉｎｉｔｉａｌ ｖａｌｕｅ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｉｎ(１)ꎬｔｈｅｒｅ ｉｓ ａ ｕｎｉｑｕｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎꎬａｎｄ ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｒｅｍａｉｎｓ ｐｏｓ￣

ｉｔｉｖｅ ａｎｄ ｂｏｕｎｄｅｄ ｆｏｒ ａｎｙ ｆｉｎｉｔｅ ｔｉｍｅ ｔ≥０.
ＴｈｅｒｅｆｏｒｅꎬＭｏｄｅｌ(１) ｉｓ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌｌｙ ｗｅｌｌ￣ｄｅｆｉｎｅｄ ａｎｄ ｂｉｏｌｏｇｉｃａｌｌｙ ｒｅａｓｏｎａｂｌｅ.

Ｓｕｍｍｉｎｇ ｕｐ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ(１)ꎬｔｈｅｎ ｄＮ
ｄｔ

＝Λ－ｄＮ. Ｓｏ Ｎ( ｔ) ｔｅｎｄｓ ｔｏ Λ / ｄ ａｓ ｔ ｉｎｃｒｅａｓｅｓ ｔｏ ｉｎｆｉｎｉｔｙ. Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅꎬｗｅ

ｃａｎ ｒｅｄｕｃｅ ｔｈｅ ｓｉｚｅ ｏｆ ｔｈｅ ｍｏｄｅｌ ｂｙ ｌｅｔｔｉｎｇ Ｓ＝Λ / ｄ－Ｉ－Ｖ. Ｎｏｗ ｔｈｅ ｍｏｄｅｌ ｂｅｃｏｍｅｓ
ｄＩ
ｄｔ

＝β Λ
ｄ
－Ｉ－Ｖæ

è
ç

ö

ø
÷ Ｉ＋βσＶＩ－μ(ｂꎬＩ) Ｉ－ｄＩꎬ

ｄＶ
ｄｔ

＝φ Λ
ｄ
－Ｉ－Ｖæ

è
ç

ö

ø
÷ －βσＶＩ－θＶ－ｄＶ.

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(２)
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Ｂａｉ Ｃｈａｎꎬｅｔ ａｌ:Ｂａｃｋｗａｒｄ Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｉｎ ａｎ Ｅｐｉｄｅｍｉｃ Ｍｏｄｅｌ

２　 Ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ｏｆ Ｅｑｕｉｌｉｂｒｉａ
Ｌｅｔ ｔｈｅ ｒｉｇｈｔ￣ｈａｎｄ ｓｉｄｅ ｏｆ(２) ｔｏ ｂｅ ｚｅｒｏ. Ｏｎｅ ｃａｎ ｖｅｒｉｆｙ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｍｏｄｅｌ(２)ｈａｓ ｏｎｅ ｄｉｓｅａｓｅ ｆｒｅｅ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ

ａｔ Ｅ０ ＝ ０ꎬ φΛ
ｄ(ｄ＋φ＋θ)

æ

è
ç

ö

ø
÷ . Ｔｈｅ ｌｏｃａｌ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ Ｅ０ ｃａｎ ｂｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｔｈｒｏｕｇｈ ａ ｓｔｒａｉｇｈｔｆｏｒｗａｒｄ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｆｏｒ ｔｈｅ ｅｉ￣

ｇｅｎｖａｌｕｅｓ.
Ｉｔ ｆｏｌｌｏｗｓ ｆｒｏｍ([１３]) ｔｈａｔ ｆｏｒ ｔｈｅ ｃｏｍｐａｒｔｍｅｎｔａｌ ｍｏｄｅｌｓꎬｔｈｅ ｌｏｃａｌ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｄｉｓｅａｓｅ￣ｆｒｅｅ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ｉｓ

ｇｏｖｅｒｎｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ｒｅｐｒｏｄｕｃｔｉｏｎ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｔｈｅ ｍｏｄｅｌ. Ｉｆ ｗｅ ｕｓｅ ｔｈｅ ｎｏｔａｔｉｏｎ ｉｎ([１３])ꎬｔｈｅｎ ｗｅ ｈａｖｅ

Ｆ＝
β(Λ / ｄ－Ｉ－Ｖ) Ｉ＋βσＶＩ

０
æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ　 Ｖ＝

ｕ(ｂꎬＩ)＋ｄＩ
σβＶＩ＋θＶ＋ｄＶ－φ(Λ / ｄ－Ｉ－Ｖ)

æ

è
ç

ö

ø
÷ .

Ｔｈｅ ｉｎｆｅｃｔｅｄ ｃｏｍｐａｒｔｍｅｎｔ ｉｓ Ｉꎬｈｅｎｃｅ ａ ｓｔｒａｉｇｈｔｆｏｒｗａｒｄ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｇｉｖｅｓ

􀭹Ｆ(Ｅ０)＝
βΛ(θ＋ｄ＋σφ)
ｄ(μ１＋ｄ)(φ＋θ＋ｄ)

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ　 􀭴ν(Ｅ０)＝ (μ１＋ｄ)ꎬ

ａｎｄ

􀭹Ｆ􀭹Ｖ－１ ＝ βΛ(θ＋ｄ＋σφ
ｄ(μ１＋ｄ)(φ＋θ＋ｄ)

æ

è
ç

ö

ø
÷ .

Ｈｅｎｃｅ ｔｈｅ ｒｅｐｒｏｄｕｃｔｉｏｎ ｎｕｍｂｅｒ ｉｓ ｇｉｖｅｎ ｂｙ ρ(ＦＶ－１)ꎬａｎｄ

Ｒ０ ＝
βΛ(θ＋ｄ＋σφ)

ｄ(μ１＋ｄ)(φ＋θ＋ｄ)
.

Ｒｅｍａｒｋ １　 Ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ ａ ｓｔｒａｉｇｈｔｆｏｒｗａｒｄ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎꎬＲ０ ｉｓ ａ ｍｏｎｏｔｏｎｅ ｄｅｃｒｅａｓｉｎｇ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｒｅｓｐｅｃｔ ｔｏ
ｔｈｅ ｖａｃｃｉｎａｔｉｏｎ ｒａｔｅ φ.

Ｌｅｔ ｔｈｅ ｒｉｇｈｔ ｈａｎｄ ｓｉｄｅ ｏｆ(２)ｂｅ ｚｅｒｏꎬｔｈｅｎ ｔｈｅ ｅｎｄｅｍｉｃ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ Ｅ( ＩꎬＶ)ｓａｔｉｓｆｉｅｓ

Ｖ( Ｉ)＝ φ(Λ－Ｉｄ)
ｄ(ｄ＋θ＋φ＋σβＩ)

(３)

ａｎｄ Ｉ ｍｕｓｔ ｓａｔｉｓｆｙ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｅｑｕａｔｉｏｎ:
Ｆ( Ｉ)＝ β２σｄＩ３＋ＢＩ２＋ＣＩ＋Ｄꎬ (４)

ｗｈｅｒｅ
Ｂ＝ －β[βσ(Λ－ｂｄ)－ｄ(θ＋ｄ＋σφ＋μ０σ＋ｄσ)]ꎬ

Ｃ＝ －β２Λσｂ＋ａβ＋ｄ(μ０＋ｄ)(φ＋θ＋ｄ)ꎬａ＝ －Λ(ｄ＋θ＋σφ)＋ｄｂ(θ＋ｄ＋σφ＋μ０σ＋ｄσ)＋σｂｄ(μ１－μ０)ꎬ
Ｄ＝ ｂｄ(ｄ＋μ１)(ｄ＋θ＋φ)(１－Ｒ０) .

Ｂｅｃａｕｓｅ ｉｔ ｉｓ ｃｏｍｐｌｉｃａｔｅｄ ｔｏ ｄｉｓｃｕｓｓ ｔｈｅ ｒｏｏｔ ｏｆ ｆｕｎｃｔｉｏｎ Ｆ( Ｉ)ꎬｗｅ ｗｉｌｌ ｓｔｕｄｙ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｔｈｅ ｒｏｏｔ ｆｒｏｍ ｔｈｅ
ｇｅｏｍｅｔｒｙ.

Ｌｅｔ ｔｈｅ ｒｉｇｈｔ￣ｈａｎｄ ｓｉｄｅ ｏｆ(２)ｂｅ ｚｅｒｏꎬｔｈｅｎ
ｆ( Ｉ)＝ ｇ( Ｉ)ꎬ (５)

ｗｈｅｒｅ

ｆ( Ｉ)＝ φ(Λ－ｄＩ)
ｄ(ｄ＋θ＋φ＋σβＩ)

ꎬ

ｇ( Ｉ)＝
βＩ２＋(βｂ＋ｄ－βΛ

ｄ
＋μ０) Ｉ＋ｂ(μ１＋ｄ－

βΛ
ｄ
)

β(ｂ＋Ｉ)(σ－１)
.

Ｏｎｅ ｃａｎ ｅａｓｉｌｙ ｖｅｒｉｆｙ ｔｈａｔ

ｆ(０)＝ φΛ
ｄ(ｄ＋θ＋φ)

ꎬｆ( Λ
ｄ
)＝ ０ꎬｇ(０)＝

μ１＋ｄ－βΛ
ｄ

β(σ－１)
ꎬｇ( Λ
ｄ
)＝
Λ＋μ０

Λ
ｄ
＋ｂμ１＋ｂｄ

β ｂ＋Λ
ｄ

æ

è
ç

ö

ø
÷ (σ－１)

<０ꎬ

—７—
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ａｎｄ

ｆ′( Ｉ)＝
－φ[ｄ(ｄ＋θ＋φ)＋σβΛ]
ｄ(ｄ＋θ＋φ＋σβＩ) ２ <０ꎬ

ｆ″( Ｉ)＝ ２σβφ[ｄ(ｄ＋θ＋φ)＋σβΛ]
ｄ(ｄ＋θ＋φ＋σβＩ) ３ >０ꎬ

ｇ′( Ｉ)＝
βＩ２＋２βｂＩ＋ｂ(βｂ＋μ０－μ１)
β(ｂ＋Ｉ) ２(σ－１)

ꎬ

ｇ″( Ｉ)＝
－２ｂ(μ０－μ１)
β(ｂ＋Ｉ) ３(σ－１)

<０.

(６)

Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅꎬｆ ( Ｉ) ｉｓ ａ ｍｏｎｏｔｏｎｏｕｓ ｄｅｃｒｅａｓｉｎｇ ｃｏｎｃａｖｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｗｈｅｒｅａｓ ｇ ( Ｉ) ｉｓ ａ ｃｏｎｖｅｘ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｏｎ ｔｈｅ
ｉｎｔｅｒｖａｌ[０ꎬΛ / ｄ] . Ｂｅｓｉｄｅｓꎬ

ｆ(０)－ｇ(０)＝ φΛ
ｄ(ｄ＋θ＋φ)

－
μ１＋ｄ－

βΛ
ｄ

β(σ－１)
＝
φΛβ(σ－１)－ｄ(ｄ＋θ＋φ)(μ１＋ｄ－

βΛ
ｄ
)

βｄ(σ－１)(ｄ＋θ＋φ)
＝

βΛ(ｄ＋θ＋σϕ)－ｄ(ｄ＋θ＋ϕ)(μ１＋ｄ)
βｄ(σ－１)(ｄ＋θ＋ϕ)

＝
ｄ(ｄ＋θ＋ϕ)(μ１＋ｄ)(Ｒ０－１)
βｄ(σ－１)(ｄ＋θ＋ϕ)

ꎬ (７)

ｗｈｉｃｈ ｉｍｐｌｉｅｓ ｔｈａｔ
ｆ(０)<ｇ(０) Ｒ０>１ꎬ
ｆ(０)＝ ｇ(０) Ｒ０ ＝ １ꎬ
ｆ(０)>ｇ(０) Ｒ０<１.

(８)

Ｎｏｗ ｗｅ ｃａｎ ｄｉｓｃｕｓｓ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｔｈｅ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ｐｏｉｎｔｓ ｉｎ ｔｈｒｅｅ ｃａｓｅｓ.

Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｔｈｅ ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ｏｆ ｅｎｄｅｍｉｃ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉａ

(１) Ｉｆ Ｒ０>１ꎬｔｈｅｎ ｆ(０) <ｇ(０)ꎬａｎｄ ｇ(Λ / ｄ) <０ ａｌｗａｙｓ ｅｘｉｓｔｓ. Ｔｈｕｓ ｔｈｅｒｅ ｉｓ ｏｎｌｙ ｏｎｅ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｉｎｔｅｒｓｅｃｔｉｏｎ
ｗｈｉｃｈ ｇｉｖｅｓ ｏｎｅ ｅｎｄｅｍｉｃ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ(Ｓｅｅ Ｆｉｇ􀆰 １(ａ)) .

(２) Ｉｆ Ｒ０ ＝ １ꎬｔｈｅｎ ｆ(０)＝ ｇ(０)ꎬａｎｄ ｇ(Λ / ｄ)<０ ａｌｗａｙｓ ｅｘｉｓｔｓ. Ｔｈｕｓ ｆ( Ｉ)ａｎｄ ｇ( Ｉ)ｗｉｌｌ ｉｎｔｅｒｓｅｃｔ ｏｎｅ ｐｏｉｎｔ ｉｆ
ａｎｄ ｏｎｌｙ ｉｆ ｆ ０(０)<ｇ０(０)(Ｓｅｅ Ｆｉｇ􀆰 １(ｂ)) .

(３) Ｉｆ Ｒ０<１ꎬｔｈｅｎ ｆ(０) >ｇ(０)ꎬａｎｄ ｇ(Λ / ｄ)０ ａｌｗａｙｓ ｅｘｉｓｔｓ. Ｔｈｕｓ ｆ( Ｉ) ａｎｄ ｇ( Ｉ)ｗｉｌｌ ｉｎｔｅｒｓｅｃｔ ｗｉｔｈ ｅａｃｈ

—８—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉



Ｂａｉ Ｃｈａｎꎬｅｔ ａｌ:Ｂａｃｋｗａｒｄ Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｉｎ ａｎ Ｅｐｉｄｅｍｉｃ Ｍｏｄｅｌ

ｏｔｈｅｒ ａｔ ｔｗｏ ｐｏｉｎｔｓ ｗｈｉｃｈ ｇｉｖｅｓ ｔｗｏ ｅｎｄｅｍｉｃ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ｉｆ ａｎｄ ｏｎｌｙ ｉｆ ｆ′(０)<ｇ′(０)ａｎｄ ｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔｓ Ｉ^ ｓｕｃｈ ｔｈａｔ
ｆ( Ｉ^)<ｇ( Ｉ^)ꎻＴｈｅ ｔｗｏ ｐｏｉｎｔｓ ｃｏａｌｅｓｃｅ ｗｉｔｈ ｅａｃｈ ｏｔｈｅｒ ｉｆ ｆ( Ｉ^)＝ ｇ( Ｉ^)ａｎｄ ｆ′( Ｉ^)＝ ｇ′( Ｉ^)(Ｓｅｅ Ｆｉｇ􀆰 １(ｃ)(ｄ)) .

Ａｓ ａ ｒｅｓｕｌｔꎬｗｅ ｈａｖｅ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｔｈｅｏｒｅｍ:
Ｔｈｅｏｒｅｍ ２　 Ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ(２) .
(１)Ｔｈｅ ｄｉｓｅａｓｅ￣ｆｒｅｅ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ Ｅ０ ａｌｗａｙｓ ｅｘｉｓｔｓ.
(２) Ｉｆ Ｒ０>１ꎬｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔｓ ｏｎｌｙ ｏｎｅ ｅｎｄｅｍｉｃ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ Ｅ１( Ｉ２ꎬＶ２) .
(３) Ｉｆ Ｒ０ ＝ １ꎬｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔｓ ｏｎｅ ｅｎｄｅｍｉｃ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ｉｆ ａｎｄ ｏｎｌｙ ｉｆ ｇ０(０) >ｆ ０(０) . Ｏｔｈｅｒｗｉｓｅꎬｔｈｅｒｅ ｉｓ ｎｏ ｅｎ￣

ｄｅｍｉｃ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ.
(４) Ｉｆ Ｒ０<１ꎬｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔ ｔｗｏ ｅｎｄｅｍｉｃ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ Ｅ１( Ｉ１ꎬＶ１)ａｎｄ Ｅ２( Ｉ２ꎬＶ２) ｉｆ ａｎｄ ｏｎｌｙ ｉｆ ｆ′(０)<ｇ′(０)ａｎｄ

ｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔｓ Ｉ^ ｓｕｃｈ ｔｈａｔ ｆ( Ｉ^)<ｇ( Ｉ^)ꎬｔｈｅ ｔｗｏ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉａ ｗｉｌｌ ｃｏａｌｅｓｃｅ ｉｆ ｆ( Ｉ^)＝ ｇ( Ｉ^)ａｎｄ ｆ′( Ｉ^)＝ ｇ′( Ｉ^) .
Ｆｉｘ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ Λ＝ １ꎬｄ＝ ０.１ꎬβ＝ ０.２ꎬθ＝ ０.１ꎬσ＝ ０.４ꎬｂ ＝ ０.１ꎬμ０ ＝ ０.２ꎬφ ＝ ０.５ꎬＲ０ ＝ ２ꎬ１ꎬ０.２ꎬ０.０４７ ｒｅｓｐｅｃ￣

ｔｉｖｅｌｙꎬｗｅ ｗｉｌｌ ｇｅｔ ｔｈｅ Ｆｉｇ􀆰 １ꎬｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ.

３　 Ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ Ｅｑｕｉｌｉｂｒｉａ
Ｆｉｒｓｔｌｙꎬｗｅ ｗｉｌｌ ｄｉｓｃｕｓｓ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｄｉｓｅａｓｅ￣ｆｒｅｅ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ.
Ｔｈｅ Ｊａｃｏｂｉａｎ ｍａｔｒｉｘ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ(２)

Ｊ(Ｅ)＝ β(Λ / ｄ－２Ｉ－Ｖ)＋σβＶ－μ( ｂ̇ꎬＩ)－μ(ｂꎬＩ)－ｄ －βＩ＋σβＩ
－φ－σβＶ －φ－σβＩ－θ－ｄ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ (９)

Ｓｏ ｗｅ ｗｉｌｌ ｇｅｔ

Ｊ(Ｅ０)＝
(μ１＋ｄ)(Ｒ０－１) ０

－φ－ σβφΛ
ｄ(φ＋θ＋ｄ)

－φ－θ－ｄ

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

(１０)

ｗｅ ｈａｖｅ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｔｈｅｏｒｅｍ:
Ｔｈｅｏｒｅｍ ３　 Ｗｈｅｎ Ｒ０<１ꎬＥ０ ｉｓ ｌｏｃａｌｌｙ ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃａｌｌｙ ｓｔａｂｌｅꎻｗｈｅｎ Ｒ０>１ꎬＥ０ ｉｓ ｕｎｓｔａｂｌｅꎻｗｈｅｎ Ｒ０ ＝ １ꎬＥ０ ｉｓ

ａ ｓａｄｄｌｅ￣ｎｏｄｅ.
Ｐｒｏｏｆ　 Ｏｎｅ ｃａｎ ｖｅｒｉｆｙ ｔｈａｔ ｓｙｓｔｅｍ ａｔ Ｅ０ ｈａｓ ａｎ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅꎬ － ( φ ＋ θ ＋ ｄ) < ０. Ｔｈｅ ｏｔｈｅｒ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ ｉｓ

(μ１＋ｄ)(Ｒ０－１)<０. Ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔ ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｆａｃｔ ｔｈａｔ(μ１＋ｄ)(Ｒ０－１)<０ ｉｓ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｔｏ Ｒ０<１ ａｎｄ(μ１＋ｄ)(Ｒ０－１)>０
ｉｓ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｔｏ Ｒ０>１. ＨｅｎｃｅꎬＥ０ ｉｓ ｌｏｃａｌｌｙ ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃａｌｌｙ ｓｔａｂｌｅ ｉｆ Ｒ０<１ ａｎｄ Ｅ０ ｉｓ ｕｎｓｔａｂｌｅ ｉｆ Ｒ０>１. Ｂｅｓｉｄｅｓꎬｏｂ￣
ｖｉｏｕｓｌｙ Ｅ０ ｉｓ ａ Ｌｙａｐｕｎｏｖ ｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｙ ｗｈｅｎ Ｒ０ ＝ １. Ａ ｓｔｒａｉｇｈｔｆｏｒｗａｒｄ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｇｉｖｅｓ ｔｈａｔ ｏｎｅ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ ｏｆ Ｊａｃｏ￣
ｂｉａｎ ｍａｔｒｉｘ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ ａｔ Ｅ０ ｉｓ ｚｅｒｏ ｗｈｅｎ Ｒ０ ＝ １ꎬ ｔｈｅ ｏｔｈｅｒ ｉｓ －(φ＋θ＋ｄ) . Ｔｈｅ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｉ′ ＝ ＩꎬＶ′ ＝ Ｖ＋
φΛ

ｄ(φ＋θ＋ｄ)
ｂｒｉｎｇｓ Ｅ０ ｔｏ ｔｈｅ ｏｒｉｇｉｎ. Ｔｈｅｎ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｉｎ ａ ｎｅｉｇｈｂｏｒｈｏｏｄ ｏｆ ｔｈｅ ｏｒｉｇｉｎ ｂｅｃｏｍｅｓ

ｄＩ′
ｄｔ

＝β Λ
ｄ
－Ｉ′－Ｖ′－ φΛ

ｄ(φ＋θ＋ｄ)
æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｉ′＋βσＩ′ Ｖ′＋ φΛ

ｄ(φ＋θ＋ｄ)
æ

è
ç

ö

ø
÷ －μ(ｂꎬＩ′) Ｉ′－ｄＩ′

ｄＶ′
ｄｔ

＝φ Λ
ｄ
－Ｉ′－Ｖ′－ φΛ

ｄ(φ＋θ＋ｄ)
æ

è
ç

ö

ø
÷ －(σβＩ′＋θ＋ｄ) Ｖ′＋ φΛ

ｄ(φ＋θ＋ｄ)
æ

è
ç

ö

ø
÷ .

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(１１)

Ｓｉｍｐｌｉｆｙｉｎｇ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍꎬｗｅ ｗｉｌｌ ｇｅｔ
ｄＩ′
ｄｔ

＝β Λ
ｄ
－Ｉ′－Ｖ′æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｉ′＋Λφβ(σ

－１) Ｉ′
ｄ(φ＋θ＋ｄ)

＋σβＩ′Ｖ′－μ(ｂꎬＩ′) Ｉ′－ｄＩ′

ｄＶ′
ｄｔ

＝φ(－Ｉ′－Ｖ′)－ σβ
２φΛＩ′

ｄ(φ＋θ＋ｄ)
－σβＶ′Ｉ′＋θＶ′－ｄＶ′.

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(１２)

Ｌｉｎｅａｒｉｚｉｎｇ ｔｈｅ ａｂｏｖｅ ｓｙｓｔｅｍ ａｎｄ ｓｔｉｌｌ ｓｕｂｓｔｉｔｕｔｉｎｇ Ｉ＝ Ｉ′ꎬＶ＝Ｖ′. Ｂｙ ｓｔｒａｉｇｈｔｆｏｒｗａｒｄ ｃａｌｃｕｌａｔｉｎｇꎬｗｅ ｇｅｔ
ｄＩ
ｄｔ

＝ψ( ＩꎬＶ)

ｄＩ
ｄｔ

＝ －φ－ σβ２φΛ
ｄ(φ＋θ＋ｄ)

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｉ－(φ＋θ＋ｄ)Ｖ＋φ( ＩꎬＶ)

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(１３)

—９—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉
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ｗｈｅｒｅ

ψ( ＩꎬＶ)＝ －２β＋
２(μ１－μ０)
ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｉ２＋２(－β＋σβ) ＩＶꎬ

φ( ＩꎬＶ)＝ －２σβＩＶ
.

Ｌｅｔ ｔｈｅ ｒｉｇｈｔ￣ｈａｎｄ ｓｉｄｅ ｏｆ ｔｈｅ ｓｅｃｏｎｄ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｂｅ ｚｅｒｏ. Ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ ｉｍｐｌｉｃｉｔ ｆｕｎｃｔｉｏｎꎬｏｎｅ ｃａｎ ｏｂｔａｉｎ ａ ｆｕｎｃ￣
ｔｉｏｎ ｆｏｒ Ｖ ｉｎ ｔｅｒｍｓ ｏｆ Ｉ. Ｓｕｐｐｏｓｅ Ｖ( Ｉ)＝ ａ１Ｉ＋ａ２Ｉ２＋Ｏ( Ｉ３)ｗｉｔｈ Ｖ(０)＝ ０. Ｓｕｂｓｔｉｔｕｔｉｎｇ Ｖ( Ｉ) ｉｎｔｏ ψ( ＩꎬＶ)ꎬ

ａ１
ｄＩ
ｄｔ

＋２ａ２Ｉ
ｄＩ
ｄｔ

＋Ｏ( Ｉ３)＝ －φ－ σβ２φΛ
ｄ(φ＋θ＋ｄ)

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｉ－(φ＋θ＋ｄ)Ｖ－２σβＩＶꎬ (１４)

ａ１ －２β＋
２(μ１－μ０)
ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｉ２＋２(－β＋σβ) Ｉ(ａ１１＋ａ２１２＋Ｏ( Ｉ３))é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＋

２ａ２Ｉ －２β＋
２(μ１－μ０)
ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｉ２＋２(－β＋σβ) Ｉ(ａ１１＋ａ２１２＋Ｏ( Ｉ３))é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＝

－φ－ σβ２φΛ
ｄ(φ＋θ＋ｄ)

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｉ－(φ＋θ＋ｄ)(ａ１Ｉ＋ａ２Ｉ２＋Ｏ( Ｉ) ３)－２σβＩ(ａ１Ｉ＋ａ２Ｉ２＋Ｏ( Ｉ３)) . (１５)

Ｃｏｍｐａｒｉｎｇ ｔｈｅ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓａｍｅ ｐｏｗｅｒｓ ｇｉｖｅｓ ｔｈａｔ ａ１ ＝
－φ

(φ＋θ＋ｄ)
－ σβ２φΛ
ｄ(φ＋θ＋ｄ) ２ . Ｔｈｕｓꎬ

Ｖ( Ｉ)＝
－φ

(φ＋θ＋ｄ)
－ σβ２φΛ
ｄ(φ＋θ＋ｄ) ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｉ＋Ｏ( Ｉ２) (１６)

ａｎｄ

ψ( ＩꎬＶ)＝ (－２β＋
２(μ１－μ０)
ｂ

) Ｉ２＋２(－β＋σβ) Ｉ
－φ

(φ＋θ＋ｄ)
－ σβ２φΛ
ｄ(φ＋θ＋ｄ) ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｉ＋Ｏ( Ｉ２)é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ] ＝

－２β＋
２(μ１－μ０)
ｂ

)＋２(－β＋σβ)
－φ

(φ＋θ＋ｄ)
－ σβ２φΛ
ｄ(φ＋θ＋ｄ) ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú Ｉ

２＋Ｏ( Ｉ３)) . (１７)

Ｃｌｅａｒｌｙꎬｍ＝ ２ ｗｈｉｃｈ ｉｍｐｌｉｅｓ ｔｈａｔ Ｅ０ ｉｓ ｈａｌｆ ｓａｄｄｌｅ ｎｏｄｅ. Ｌｅｔ

Ｃ＝ －２β＋
２(μ１－μ２)
ｂ

＋２(－β＋σβ)
－φ

(φ＋θ＋ｄ)
－ σβ２φΛ
ｄ(φ＋θ＋ｄ) ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ꎬ

ＴｈｅｎꎬＥ０ ｉｓ ｌｅｆｔ ｓａｄｄｌｅ ａｎｄ ｒｉｇｈｔ ｎｏｄｅ ｉｆ Ｃ<０ ｗｈｉｌｅ Ｅ０ ｉｓ ｒｉｇｈｔ ｓａｄｄｌｅ ａｎｄ ｌｅｆｔ ｎｏｄｅ ｉｆ Ｃ>０.
Ｉｎ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇꎬｗｅ ｗｉｌｌ ｄｉｓｃｕｓｓ ｔｈｅ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｅｎｄｅｍｉｃ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ Ｅ－( Ｉ－ꎬＶ－) .
Ｔｈｅ Ｊａｃｏｂｉａｎ ｍａｔｒｉｘ ｏｆ ｔｈｅ ｍｏｄｅｌ(２)ａｔ Ｅ( Ｉ－ꎬＶ－)ｇｉｖｅｓ

Ｊ(􀭵Ｅ)＝
－β􀭰Ｉ＋

(μ１－μ０)ｂ􀭰Ｉ
(ｂ＋Ｉ) ２ β􀭰Ｉ(σ－１)

－φ－σβ􀭵Ｖ －(φ＋θ＋ｄ)－σβ􀭰Ｉ

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

(１８)

ａｎｄ ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｉｓ ｇｉｖｅｎ ｂｙ
λ２－ｔｒ( Ｉ)λ＋ｄｅｔ( Ｉ)＝ ０ꎬ (１９)

ｗｈｅｒｅ

ｔｒ(􀭰Ｉ)＝
－Ｈ(􀭰Ｉ)
(ｂ＋􀭰Ｉ) ２

ꎬ

Ｈ(􀭰Ｉ)＝ β(σ＋１)􀭰Ｉ３＋[２ｂ(βσ＋β)＋φ＋θ＋ｄ]􀭰Ｉ２＋ｂ[ｂ(β＋σβ)＋２(φ＋θ＋ｄ)＋μ０－μ１]􀭰Ｉ＋ｂ２(φ＋θ＋ｄ)ꎬ

ｄｅｔ(􀭰Ｉ)＝ ＩＦ′(
􀭰Ｉ)

ｄ(ｂ＋􀭰Ｉ)
.

(２０)

ＯｂｖｉｏｕｓｌｙꎬＦ′( Ｉ)ａｎｄ Ｈ( Ｉ)ｄｅｔｅｒｍｉｎｅ ｔｈｅ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｍａｔｒｉｘ Ｊ(Ｅ－) . Ｉｔ ｉｓ ｅａｓｙ ｔｏ ｋｎｏｗ Ｆ′( Ｉ１) >０ꎬ
Ｆ′( Ｉ２)<０. Ｓｏ Ｅ２( ＩꎬＶ) ｉｓ ａ ｈｙｐｅｒｂｏｌｉｃ ｓａｄｄｌｅ ａｎｄ ｉｓ ａｌｗａｙｓ ｕｎｓｔａｂｌｅꎬａｎｄ Ｅ１( ＩꎬＶ) ｉｓ ａ ａｎｔｉ￣ｓａｄｄｌｅ. Ｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅꎬ
ｉｆ Ｈ( Ｉ)>０ꎬＥ１( ＩꎬＶ) ｉｓ ｌｏｃａｌｌｙ ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃａｌｌｙ ｓｔａｂｌｅꎻＩｆ Ｈ( Ｉ)＝ ０ꎬＥ２( ＩꎬＶ) ｉｓ ａ ｗｅａｋ ｆｏｃｕｓ ｏｒ ｃｅｎｔｅｒꎻＩｆ Ｈ( Ｉ)<０ꎬ
Ｅ１( ＩꎬＶ) ｉｓ ａ ｕｎｓｔａｂｌｅ ｎｏｄｅ ｏｒ ｆｏｃｕｓ. Ｔｈｕｓ ｗｅ ｈａｖｅ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｔｈｅｏｒｅｍ.

—０１—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉



Ｂａｉ Ｃｈａｎꎬｅｔ ａｌ:Ｂａｃｋｗａｒｄ Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｉｎ ａｎ Ｅｐｉｄｅｍｉｃ Ｍｏｄｅｌ

Ｔｈｅｏｒｅｍ ４　 Ｗｈｅｎ Ｒ０ > １ꎬ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｅｘｉｓｔｓ ｕｎｉｑｕｅ ｅｎｄｅｍｉｃ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ａｎｄ ｉｔ’ｓ ａｎ ａｎｔｉ￣ｓａｄｄｌｅꎻｗｈｅｎ
Ｒ０<１ꎬａｎｄ ｔｈｅ ｔｗｏ ｅｎｄｅｍｉｃ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉａ ｅｘｉｓｔꎬＥ１( ＩꎬＶ) ｉｓ ａｌｗａｙｓ ｕｎｓｔａｂｌｅꎬＥ２( ＩꎬＶ) ｉｓ ｌｏｃａｌｌｙ ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃａｌｌｙ ｓｔａｂｌｅ ｉｆ
Ｈ( Ｉ)>０ ａｎｄ ｕｎｓｔａｂｌｅ ｉｆ Ｈ( Ｉ)<０.

Ｌｅｍｍａ １　 (Ｔｈｅｏｒｅｍ ３ ｉｎ[１４])Ａｓｓｕｍｅ

Ａ１:Ａ ＝ Ｄｘ ｆ ( ０ꎬ ０) ＝
∂ｆｉ(０ꎬ０)

∂ｘ ｊ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｉｓ ｔｈｅ ｌｉｎｅａｒｉｚａｔｉｏｎ ｍａｔｒｉｘ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ ａｒｏｕｎｄ ｔｈｅ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ０ ｗｉｔｈ φ

ｅｖａｌｕａｔｅｄ ａｔ ０. Ｚｅｒｏ ｉｓ ａ ｓｉｍｐｌｅ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ ｏｆ Ａ ａｎｄ ａｌｌ ｏｔｈｅｒ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓ ｏｆ Ａ ｈａｖｅ ｎｅｇａｔｉｖｅ ｒｅａｌ ｐａｒｔｓꎻ
Ａ２:Ｍａｔｒｉｘ Ａ ｈａｓ ａ ｎｏｎｎｅｇａｔｉｖｅ ｒｉｇｈｔ ｅｉｇｅｎｖｅｃｔｏｒ ｗ ａｎｄ ａ ｌｅｆｔ ｅｉｇｅｎｖｅｃｔｏｒ ｖ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｔｏ ｔｈｅ ｚｅｒｏ ｅｉｇｅｎ￣

ｖａｌｕｅ.
Ｌｅｔ ｆｋ ｂｅ ｔｈｅ ｋｔｈ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ ｏｆ ｆ ａｎｄ

ａ＝ ∑ ｕｋｗ ｉｗ ｊ
∂２ ｆｋ(０ꎬ０)
∂ｘｉ∂ｘ ｊ

ꎬｂ＝ ∑ ｕｋｗ ｉ
∂２ ｆｋ(０ꎬ０)

∂ｘｉ∂φ
ꎬ (２１)

Ｔｈｅ ｌｏｃａｌ ｄｙｎａｍｉｃｓ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ ａｒｏｕｎｄ ０ ａｒｅ ｔｏｔａｌｌｙ ｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ ｂｙ ａ ａｎｄ ｂ.
(１)ａ>０ꎬｂ>０. Ｗｈｅｎ φ<０ ｗｉｔｈ ｜φ ｜≪１. ０ ｉｓ ｌｏｃａｌｌｙ ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃａｌｌｙ ｓｔａｂｌｅ. ａｎｄ ｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔｓ ａ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｕｎｓｔａ￣

ｂｌｅ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍꎻｗｈｅｎ ０<φ≪１ꎬ０ ｉｓ ｕｎｓｔａｂｌｅ ａｎｄ ｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔｓ ａ ｎｅｇａｔｉｖｅ ａｎｄ ｌｏｃａｌｌｙ ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃａｌｌｙ ｓｔａｂｌｅ ｅｑｕｉｌｉｂ￣
ｒｉｕｍꎻ

(２)ａ<０ꎬｂ<０. Ｗｈｅｎ φ<０ ｗｉｔｈ ｜φ ｜≪１. ０ ｉｓ ｕｎｓｔａｂｌｅꎻＷｈｅｎ ０<φ≪１ꎬ０ ｉｓ ｌｏｃａｌｌｙ ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃａｌｌｙ ｓｔａｂｌｅꎬａｎｄ
ｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔｓ ａ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｕｎｓｔａｂｌｅ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ.

(３)ａ>０ꎬｂ<０. Ｗｈｅｎ φ<０ ｗｉｔｈ ｜φ ｜≪１. ０ ｉｓ ｕｎｓｔａｂｌｅꎻＷｈｅｎ ０<φ≪１ꎬ０ ｉｓ ｓｔａｂｌｅꎬａｎｄ ｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔｓ ａ ｌｏｃａｌｌｙ
ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃａｌｌｙ ｓｔａｂｌｅ ｎｅｇａｔｉｖｅ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍꎬａｎｄ ａ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｕｎｓｔａｂｌｅ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ａｐｐｅａｒｓ.

(４)ａ<０ꎬｂ>０. Ｗｈｅｎ φ<０ ｃｈａｎｇｅｓ ｆｒｏｍ ｎｅｇａｔｉｖｅ ｔｏ ｐｏｓｉｔｉｖｅꎬ０ ｃｈａｎｇｅｓ ｉｔｓ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｆｒｏｍ ｓｔａｂｌｅ ｔｏ ｕｎｓｔａｂｌｅ.
Ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｌｙ ａ ｎｅｇａｔｉｖｅ ｕｎｓｔａｂｌｅ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ｂｅｃｏｍｅｓ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ａｎｄ ｌｏｃａｌｌｙ ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃａｌｌｙ ｓｔａｂｌｅ.

Ｔｈｅｏｒｅｍ ５　 Ｗｈｅｎ Ｒ０ ＝１ꎬｂ<
ｄ(μ１－μ０)(ｄ＋θ＋φ)２

β[ｄφ(φ＋θ＋ｄ)＋σβφΛ＋ｄ φ＋θ＋ｄ( ) ２]
ꎬｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｌｌ ｕｎｄｅｒｇｏ ｂａｃｋｗａｒｄ ｂｉｆｕｒ￣

ｃａｔｉｏｎ.

Ｐｒｏｏｆ　 Ｌｅｔ 􀭵μ１ ＝
βΛ(ｄ＋θ＋σφ)
ｄ(ｄ＋θ＋φ)

－ｄ. Ｔｈｅｎ Ｒ０ ＝ １ ｉｆ ａｎｄ ｏｎｌｙ ｉｆ μ１ ＝􀭵μ１ .

Ｔｏ ａｐｐｌｙ Ｌｅｍｍａ １ꎬｗｅ ｅｓｓｅｎｔｉａｌｌｙ ｈａｖｅ ｔｏ ｃｏｍｐｕｔｅ ｔｗｏ ｑｕａｎｔｉｔｉｅｓꎬｌａｂｅｌｅｄ Ａ ａｎｄ Ｂꎬｗｈｉｃｈ ｄｅｐｅｎｄ ｏｎ ｔｈｅ
ｈｉｇｈｅｒ ｏｒｄｅｒ ｔｅｒｍｓ ｉｎ ｔｈｅ Ｔａｙｌｏｒ ｅｘｐａｎｓｉｏｎ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍꎬａｎｄ ｒｅｑｕｉｒｅꎬｆｏｒ ｔｈｅｉｒ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎꎬａ ｃｈａｎｇｅ ｏｆ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ
ｉｎｖｏｌｖｉｎｇ ｔｈｅ ｒｉｇｈｔ ａｎｄ ｌｅｆｔ ｅｉｇｅｎｖｅｃｔｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｊａｃｏｂｉａｎ Ｊ(Ｅ０) ａｓｓｏｃｉａｔｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ λ ＝ ０. ｗｅ ｗｉｌｌ ｅｘ￣
ｐｒｅｓｓ Ａ ａｎｄ Ｂꎬｉｎ ｔｅｒｍｓ ｏｆ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ. Ｔｈｅ ｒｉｇｈｔ ａｎｄ ｌｅｆｔ ｅｉｇｅｎｖｅｃｔｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｊａｃｏｂｉａｎ Ｊ(Ｅ０)ａｒｅ

ｗ＝ １ꎬ
－φ
φ＋θ＋ｄ

－ σβφΛ
ｄ(φ＋θ＋ｄ) ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ　 ｖ＝(１ꎬ０))ꎬ

ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ. Ｉｎ ｏｒｄｅｒ ｔｏ ｆｏｌｌｏｗ ｔｈｅ ｎｏｔａｔｉｏｎｓ ｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄ ｉｎ Ｔｈｅｏｒｅｍ ３ ｏｆ[１８]ꎬｗｅ ｌｅｔ ｘ１ ＝ Ｉꎬｘ２ ＝Ｖ ａｎｄ φ＝􀭵μ１－μ１ .
Ｔｈｅｎ ｔｈｅ Ｔａｙｌｏｒ ｅｘｐａｎｓｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍ ａｒｅ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ｆｉ(ｘꎬφ)ꎬ( ｉ＝ １ꎬ２)ꎬａｎｄ ｗｅ ｈａｖｅ

∂２ ｆ１(０ꎬ０)
∂ｘ２１

＝(－２β＋
２(μ１－μ０)
ｂ

)ꎬ

∂２ ｆ１(０ꎬ０)
∂ｘ１∂ｘ２

＝ ２(－β＋σβ)ꎬ

∂２ ｆ２(０ꎬ０)
∂ｘ１∂ｘ２

＝ －２σβꎬ

∂２ ｆ１(０ꎬ０)
∂ｘ１∂φ

＝ １－Ｒ０＋
βΛ(ｄ＋θ＋σφ)
ｄ(ｄ＋θ＋φ)(ｄ＋μ１)

.

(２２)

Ａｌｌ ｏｔｈｅｒ ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｓ ｅｑｕａｌ ｔｏ ｚｅｒｏ. Ｃｏｎｓｅｑｕｅｎｔｌｙꎬ ｗｅ ｃａｎ ｒｅａｄｉｌｙ ｃｏｍｐｕｔｅ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｑｕａｎｔｉｔｙ
—１１—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉
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Ａ:＝ ∑ ｕｋｗ ｉｗ ｊ
∂２ ｆ１(０ꎬ０)
∂ｘｉ∂ｘ ｊ

＝ －２β＋
２(μ１－μ０)
ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋２(－β＋σβ)

－φ
(φ＋θ＋ｄ)

－ σβφΛ
ｄ(φ＋θ＋ｄ) ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ２(－β＋σβ) ( ｆ′(０) －

ｇ′(０)) . Ｎｏｔｅ ｔｈａｔ
∂２ ｆ１(０ꎬ０)
∂ｘ１∂φ

＝ １－Ｒ０＋
βΛ(ｄ＋θ＋σφ)
ｄ(ｄ＋θ＋φ)(ｄ＋μ１)

ａｎｄ ａｌｌ ｏｔｈｅｒ ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ
∂２ ｆｋ(０ꎬ０)

∂ｘｉ∂φ
ｅｑｕａｌ ｔｏ ｚｅｒｏ. ｓｏ ｗｅ

ｃａｎ ｃａｌｃｕｌａｔｅ Ｂ ｂｙ ｓｕｂｓｔｉｔｕｔｉｎｇ ｔｈｅ ｖｅｃｔｏｒ ｖ ａｎｄ ｗ ａｎｄ ｔｈｅ ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅ ｐａｒｔｉａｌ ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｓ ｉｎｔｏ ｔｈｅ ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎ β ＝

∑ ｕｋｗ ｉ
∂２ ｆｋ(０ꎬ０)

∂ｘｉ∂φ
＝ １－Ｒ０＋

βΛ(ｄ＋θ＋σφ)
ｄ(ｄ＋θ＋φ)(ｄ＋μ１)

.

Ｓｏ ｗｅ ｃｏｎｃｌｕｄｅ ｔｈａｔ ｗｈｅｎ Ｒ０ ＝ １ ａｎｄ ｆ ０(０) <ｇ０(０)ꎬＡ>０ ａｎｄ Ｂ>０ꎬｗｈｉｃｈ ｉｓ ｔｈｅ ｄｅｆｉｎｉｎｇ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｆｏｒ ａ
ｂａｃｋｗａｒｄ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ[１４] .

４　 Ｄｉｓｃｕｓｓｉｏｎ
Ｉｎ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒꎬｗｅ ｆｏｒｍｕｌａｔｅ ａ ＳＩＶＳ ｅｐｉｄｅｍｉｃ ｍｏｄｅｌ ｗｉｔｈ ｓｐｅｃｉａｌ ｒｅｃｏｖｅｒｙ ｒａｔｅ ｔｏ ｓｔｕｄｙ ｔｈｅ ｉｍｐａｃｔ ｏｆ ｌｉｍｉｔｅｄ

ｍｅｄｉｃａｌ ｒｅｓｏｕｒｃｅ ｏｎ ｔｈｅ ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ ｄｙｎａｍｉｃｓ ｏｆ ｄｉｓｅａｓｅｓ ｗｉｔｈ ｖａｃｃｉｎａｔｉｏｎ.
Ｉｎ Ｍｏｄｅｌ(２)ꎬｔｈｅ ｄｉｓｅａｓｅ￣ｆｒｅｅ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ａｌｗａｙｓ ｅｘｉｓｔｓ ｗｈｉｃｈ ｉｓ ｌｏｃａｌｌｙ ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃａｌｌｙ ｓｔａｂｌｅ ｉｆ Ｒ０ <１ ａｎｄ

ｕｎｓｔａｂｌｅ ｉｆ Ｒ０>１. Ｔｈｅｒｅ ｉｓ ａ ｕｎｉｑｕｅ ｅｎｄｅｍｉｃ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ｉｆ Ｒ０>１. Ｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅꎬｏｎ ｔｈｅ ｏｎｅ ｈａｎｄꎬｉｆ ｔｈｅ ｍｅｄｉｃａｌ
ｒｅｓｏｕｒｃｅ ｉｎ ａ ｇｉｖｅｎ ｒｅｇｉｏｎ ｉｓ ｎｏｔ ｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔ ｅｎｏｕｇｈꎬａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ Ｔｈｅｏｒｅｍ ５ꎬｂａｃｋｗａｒｄ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｗｉｌｌ ｏｃｃｕｒ ａｎｄ
ｔｈｅｒｅ ａｒｅ ａｔ ｍｏｓｔ ｔｗｏ ｅｎｄｅｍｉｃ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉａ ｅｖｅｎ ｉｆ Ｒ０<１. Ｏｎｅ(Ｅ１) ｉｓ ａ ｈｙｐｅｒｂｏｌｉｃ ｓａｄｄｌｅ ａｎｄ ｔｈｅ ｏｔｈｅｒ(Ｅ２) ｉｓ ａ ａｎ￣
ｔｉ￣ｓａｄｄｌｅ. ＦｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅꎬＥ２ ｉｓ ａ ｓｔａｂｌｅ ａｎｔｉ￣ｓａｄｄｌｅ ｉｆ Ｈ( Ｉ)>０. Ｂａｃｋｗａｒｄ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｉｍｐｌｉｅｓ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｂａｓｉｃ ｒｅｐｒｏ￣
ｄｕｃｔｉｖｅ ｎｕｍｂｅｒ ｉｔｓｅｌｆ ｉｓ ｎｏｔ ｅｎｏｕｇｈ ｔｏ ｄｅｓｃｒｉｂｅ ｗｈｅｔｈｅｒ ｔｈｅ ｄｉｓｅａｓｅ ｗｉｌｌ ｐｒｅｖａｉｌ ｏｒ ｎｏｔ ａｎｄ ｗｅ ｓｈｏｕｌｄ ｐａｙ ｍｏｒｅ ａｔ￣
ｔｅｎｔｉｏｎ ｔｏ ｔｈｅ ｉｎｉｔｉａｌ ｖａｌｕｅ. Ｏｎ ｔｈｅ ｏｔｈｅｒ ｈａｎｄꎬｉｆ ｔｈｅ ｍｅｄｉｃａｌ ｒｅｓｏｕｒｃｅ ｉｓ ｎｏｔ ｌｅｓｓ ｔｈａｎ ｔｈｅ ｔｈｒｅｓｈｏｌｄ ｖａｌｕｅ ｏｆ ｂ ｄｅ￣
ｓｃｒｉｂｅｄ ｉｎ Ｔｈｅｏｒｅｍ ５ꎬＲ０ ｃａｎ ａｃｔ ａｓ ａ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｖａｌｕｅ ａｎｄ ｏｎｅ ｊｕｓｔ ｎｅｅｄ ｔｏ ｃｏｎｔｒｏｌ Ｒ０ ｌｅｓｓ ｔｈａｎ ｕｎｉｔｙ ｉｎ ｏｒｄｅｒ ｔｏ ｃｏｎ￣
ｔｒｏｌ ａ ｄｉｓｅａｓｅ. Ｉｔ ｉｓ ａｌｓｏ ｓｈｏｗｎ ｔｈａｔ ｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔ ｍｅｄｉｃａｌ ｓｅｒｖｉｃｅｓ ａｎｄ ｍｅｄｉｃｉｎｅｓ ａｒｅ ｖｅｒｙ ｉｍｐｏｒｔａｎｔ ｆｏｒ ｔｈｅ ｄｉｓｅａｓｅ
ｃｏｎｔｒｏｌ ａｎｄ ｅｒａｄｉｃａｔｉｏｎ.

Ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ Ｒｅｍａｒｋ １ꎬｔｈｅ ｂａｓｉｃ ｒｅｐｒｏｄｕｃｔｉｏｎ ｎｕｍｂｅｒ ｉｓ ｍｏｎｏｔｏｎｅ ｄｅｃｒｅａｓｉｎｇ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｒｅｓｐｅｃｔ ｔｏ ｔｈｅ
ｖａｃｃｉｎａｔｉｏｎ ｒａｔｅ φꎬｗｈｉｃｈ ｉｍｐｌｉｅｓ ｔｈａｔ ｖａｃｃｉｎａｔｉｏｎ ｍａｙ ｈｅｌｐ ｔｏ ｃｏｎｔｒｏｌ ａ ｄｉｓｅａｓｅꎬｅｓｐｅｃｉａｌｌｙ ｉｆ ｔｈｅ ｍｅｄｉｃａｌ ｒｅｓｏｕｒｃｅ
ｉｓ ｎｏｔ ｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔ. Ｂｙ ｖａｃｃｉｎａｔｉｏｎꎬｏｎｅ ｃａｎ ｄｅｃｒｅａｓｅ ｔｈｅ ｂａｓｉｃ ｒｅｐｒｏｄｕｃｔｉｏｎ ｎｕｍｂｅｒ ｔｏ ｓｍａｌｌ ｅｎｏｕｇｈ ｖａｌｕｅ ｔｏ ｇｕａｒａｎ￣
ｔｅｅ ｔｈｅｒｅ ｉｓ ｎｏ ｅｎｄｅｍｉｃ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ.
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