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２×３ 格子区组填充和覆盖
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[摘要] 　 一个 ｒ×ｃ格子区组填充(或覆盖)ꎬ是一个二元组(ＸꎬＡ)ꎬ其中 Ｘ为 Ｋｖ 的顶点集ꎬＡ是 Ｋｖ 的一簇与 Ｋｒ×Ｋｃ
同构的子图(称为格子区组)ꎬ满足 Ｋｖ 中每一条边至多(或至少)出现在某个子图中一次. 本文研究 ２×３ 格子区组

填充和覆盖的存在性. 一方面ꎬ本文解决了最大 ２×３ 格子区组填充的两个可能例外ꎬ从而完全确立了最大 ２×３ 格子

区组填充的存在性ꎻ另一方面ꎬ本文基本解决了最小 ２×３ 格子区组覆盖的存在性.
[关键词] 　 完全图ꎬ格子区组填充ꎬ格子区组覆盖
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Ａｂｓｔｒａｃｔ:Ａ ｒ×ｃ ｇｒｉｄ￣ｂｌｏｃｋ ｐａｃｋｉｎｇ(ｏｒ ｃｏｖｅｒｉｎｇ)ꎬｉｓ ａ ｐａｉｒ(ＸꎬＡ)ꎬｗｈｅｒｅ Ｘ ｉｓ ｔｈｅ ｖｅｒｔｉｃｅ ｓｅｔ ｏｆ ＫｖꎬＡ ｉｓ ａ ｓｅｔ ｏｆ ｓｕｂｇｒａｐｈｓ
ｗｈｉｃｈ ａｒｅ ｉｓｏｍｏｒｐｈｉｓｍ ｔｏ Ｋｒ×Ｋｃ(ｃａｌｌｅｄ ｇｒｉｄ￣ｂｌｏｃｋｓ)ꎬｓａｔｉｓｆｙｉｎｇ ｅａｃｈ ｅｄｇｅ ｏｆ Ｋｖ ｏｃｃｕｒｓ ａｔ ｍｏｓｔ(ｏｒ ａｔ ｌｅａｓｔ)ｏｎｃｅ ｉｎ ｃｅｒｔａｉｎ
ｓｕｂｇｒａｐｈ. Ｉｎ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒꎬｔｈｅ ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ｏｆ ２×３ ｇｒｉｄ￣ｂｌｏｃｋ ｐａｃｋｉｎｇ ａｎｄ ｃｏｖｅｒｉｎｇ ｉｓ ｃｏｎｓｉｄｅｒｅｄ. Ｗｅ ｆｉｒｓｔ ｃｏｍｐｌｅｔｅｌｙ ｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ
ｔｈｅ ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ｏｆ ｍａｘｉｍｕｍ ２×３ ｇｒｉｄ￣ｂｌｏｃｋ ｐａｃｋｉｎｇ ｂｙ ｒｅｍｏｖｉｎｇ ｔｗｏ ｐｏｓｓｉｂｌｅ ｅｘｃｅｐｔｉｏｎｓ. Ｔｈｅｎ ｗｅ ａｌｍｏｓｔ ｃｏｍｐｌｅｔｅｌｙ ｄｅｔｅｒ￣
ｍｉｎｅｄ ｔｈｅ ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ｏｆ ｍｉｎｉｍｕｍ ２×３ ｇｒｉｄ￣ｂｌｏｃｋ ｃｏｖｅｒｉｎｇ ｗｉｔｈ ｔｈｒｅｅ ｐｏｓｓｉｂｌｅ ｅｘｃｅｐｔｉｏｎｓ.
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ:ｃｏｍｐｌｅｔｅ ｇｒａｐｈꎬｇｒｉｄ￣ｂｌｏｃｋ ｐａｃｋｉｎｇꎬｇｒｉｄ￣ｂｌｏｃｋ ｃｏｖｅｒｉｎｇ

本文中ꎬ用 Ｋｖ 表示一个有 ｖ个顶点的完全图. 设 Ｒ 和 Ｃ 分别为完全图 Ｋｒ 和 Ｋｃ 的顶点集. 两个图 Ｋｒ
和 Ｋｃ 的卡氏积表示一个图ꎬ记为 Ｋｒ×Ｋｃꎬ满足:(１)顶点集为 Ｒ×Ｃꎻ(２)任意两个不同的顶点(ａ１ꎬｂ１)和(ａ２ꎬ
ｂ２)相邻当且仅当 ａ１ ＝ａ２ 或者 ｂ１ ＝ ｂ２ . 用设计理论的语言ꎬ图 Ｋｒ×Ｋｃ 也称作 ｒ×ｃ格子区组[１－２] . 这里涉及到

的图论术语可参见文献[３－４]等.
图 Ｈ的一个填充(或覆盖)为二元组(ＸꎬＡ)满足:(１)Ｘ为 Ｈ的顶点集ꎻ(２)Ａ是 Ｈ的一簇子图ꎬ满足 Ｈ

中每一条边至多(或至少)出现在某个子图中一次. 进一步地ꎬ如果 Ａ中的每个子图均同构于图 Ｇꎬ则称该

填充(或覆盖)为 Ｈ的 Ｇ－填充(或 Ｇ－覆盖) .
一个完全图 Ｋｖ 的 Ｋｒ×Ｋｃ－填充(或 Ｋｒ×Ｋｃ－覆盖)ꎬ也称为 ｒ×ｃ格子区组填充(或覆盖)ꎬ记作 ＧＰ(ｖꎻＫｒ×Ｋｃ)

(或 ＧＣ(ｖꎻＫｒ×Ｋｃ)) . 设 Ａ是 ＧＰ(ｖꎻＫｒ×Ｋｃ)(或 ＧＣ(ｖꎻＫｒ×Ｋｃ))的区组集ꎬｅ＝(ｘꎻｙ)是 Ｋｖ 的任意一条边ꎬｍ(ｅ)
是在 Ａ中包含边 ｅ的个数ꎬ则重复度为 １－ｍ(ｅ)(或ｍ(ｅ)－１)的所有边 ｅ张成的多重图称为 ＧＰ(ｖꎻＫｒ×Ｋｃ)(或
ＧＣ(ｖꎻＫｒ×Ｋｃ))的边剩余(或边多余) .

设图 Ｇ为图 Ｈ的子图. 如果在图 Ｈ的一个 Ｇ－填充(或 Ｇ－覆盖)中ꎬＨ中每一条边恰恰出现在某个子图

中一次ꎬ即边剩余(或边多余)为空集ꎬ则称该填充(或覆盖)为 Ｈ的一个 Ｇ－分解. 一个完全图 Ｋｖ 的 Ｋｒ×Ｋｃ－分
解也称为 ｒ×ｃ格子区组设计ꎬ记作 ＧＤ(ｖꎻＫｒ×Ｋｃ) .

对于一个 ＧＰ(ｖꎻＫｒ×Ｋｃ)(或 ＧＣ(ｖꎻＫｒ×Ｋｃ))ꎬ若没有其他 ＧＰ(ｖꎻＫｒ ×Ｋｃ)(或 ＧＣ(ｖꎻＫｒ ×Ｋｃ))包含有更多
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(或更少)的格子区组ꎬ则称这个 ＧＰ(ｖꎻＫｒ×Ｋｃ)(或 ＧＣ(ｖꎻＫｒ×Ｋｃ))是最大(或最小)的ꎬ记作 ＭＧＰ(ｖꎻＫｒ×Ｋｃ)
(或 ＭＧＣ(ｖꎻＫｒ×Ｋｃ)) . 在一个 ＭＧＰ(ｖꎻＫｒ×Ｋｃ)(或 ＭＧＣ(ｖꎻＫｒ×Ｋｃ))中ꎬ格子区组的个数称作填充数(或覆盖

数)ꎬ记作 ＰＮ(ｖꎻＫｒ×Ｋｃ)(或 ＣＮ(ｖꎻＫｒ×Ｋｃ)) .
格子区组设计最早由 Ｆｕ Ｈ Ｌ 和 Ｈｗａｎｇ Ｆ Ｋ 引入. 文献[５－６]等讨论了格子区组设计在基因分组测试

中的重要应用. 从那以后ꎬ格子区组设计的存在性及相关问题吸引了诸多学者的研究兴趣ꎬ国内外诸多学

者对该问题进行了广泛研究(见[１－２ꎬ７－１０]等) .
引理 １[７] 　 若 ＧＤ(ｖꎻＫｒ×Ｋｃ)存在ꎬ则有 ｖ－１≡０(ｍｏｄ ｒ＋ｃ－２)且 ｖ(ｖ－１)≡０(ｍｏｄ ｒｃ( ｒ＋ｃ－２)) .
当 ｒ＝ ２ꎬｃ＝ ３ 时ꎬ有
引理 ２[７] 　 若 ＧＤ(ｖꎻＫ２×Ｋ３)存在ꎬ则有 ｖ≡１(ｍｏｄ ９) .
文献[７]证明了这个必要条件也是充分条件ꎬ即
引理 ３[７] 　 ＧＤ(ｖꎻＫ２×Ｋ３)存在的充分必要条件是 ｖ≡１(ｍｏｄ ９) .
然而ꎬ当 ｖ≢１(ｍｏｄ ９)ꎬ由引理 ２ 知 ＧＤ(ｖꎻＫ２×Ｋ３)不可能存在. 自然地ꎬ需要考虑相应的填充和覆盖问

题. 除了两个可能的例外ꎬ文献[９]基本确立了 ２×３ 格子区组填充的存在性. 本文研究 ２×３ 格子区组覆盖

的存在性.
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不难证明ꎬ一个 ＭＧＰ(ｖꎻＫ２×Ｋ３)至多包含 Ｕ(ｖꎻＫ２×Ｋ３)个格子区组ꎬ文献[１０]基本解决了 ＭＧＰ(ｖꎻＫ２×
Ｋ３)的存在性.

引理 ４[１０] 　 对于任意正整数 ｖ≥６ 且 ｖ∉{３２ꎬ３５}ꎬ一个 ＭＧＰ( ｖꎻＫ２×Ｋ３)存在ꎬ其包含 Ｕ( ｖꎻＫ２×Ｋ３)个
区组.

本文解决引理 ４ 中剩下的两个例外ꎬ证明了如下结论.
定理 １　 对于任意正整数 ｖ≥６ꎬ一个 ＭＧＰ(ｖꎻＫ２×Ｋ３)存在.
本文进一步研究了 ＭＧＣ(ｖꎻＫ２×Ｋ３)的存在性.
引理 ５　 对于任意 ｖ≥１ꎬ有 ＣＮ(ｖꎻＫ２×Ｋ３)≥Ｌ(ｖꎻＫ２×Ｋ３) .
证明　 设(ＸꎬＡａ)为一个 ＭＧＣ(ｖꎻＫ２×Ｋ３) . 根据格子区组覆盖的定义知ꎬ任意一点 ｘ∈Ｘꎬｘ 至少出现在

「ｖ
－１
３

⌉个格子区组中ꎬ从而 ｖ个点至少出现在 ｖ「ｖ
－１
３

⌉个格子区组中. 然而ꎬ每个格子区组包含 ６ 个点ꎬ因此ꎬ

ＣＮ(ｖꎻＫ２×Ｋ３)≥Ｌ(ｖꎻＫ２×Ｋ３)＝ 「 ｖ
６
「ｖ

－１
３

⌉⌉ .

在下文中ꎬ我们将构造 ＭＧＣ(ｖꎻＫ２×Ｋ３)ꎬ其均包含 Ｌ(ｖꎻＫ２×Ｋ３)个格子区组. 本文将基本确立 ＭＧＣ( ｖꎻ
Ｋ２×Ｋ３)的存在性.

定理 ２　 对于任意正整数 ｖ≥３ 且 ｖ∉{３４ꎬ４３ꎬ５２}ꎬ一个 ＭＧＣ(ｖꎻＫ２×Ｋ３)存在.

１　 预备知识

下面给出设计理论中一些基本概念ꎬ并列出一些相关的已知结果ꎬ以供后面使用. 这里使用[１１－１２]
作为标准的参考文献.

设 Ｋ是正整数集合. 可分组设计(Ｋ－ＧＤＤ)是满足如下性质的三元集(ＸꎬＧꎬＡ):
(１)Ｘ是一个有限点集ꎻ
(２)Ｇ是 Ｘ的一个划分(称为组)ꎻ
(３)Ａ是 Ｘ的一簇大小取自于集合 Ｋ的子集(称为区组)ꎬ满足 Ｘ 中的任意不在同一组上的点对恰恰

出现在一个区组中.
ＧＤＤ 的型是指多元集合{ ｜Ｇ ｜ :Ｇ∈Ｇ} . 通常使用“指数”记号来表示 ＧＤＤ 的型.一个型为 ｇ１ ｕ１ｇ２ ｕ２ｇｓ ｕｓ

的 ＧＤＤ 表示该 ＧＤＤ 包含 ｕｉ 个大小为 ｇｉ 的组ꎬ１≤ｉ≤ｓ. 当 Ｋ ＝ {ｋ}时ꎬ简记 Ｋ－ＧＤＤ 为 ｋ－ＧＤＤ. 型为 ｎｋ 的
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ｋ－ＧＤＤ 称为横截设计ꎬ记作 ＴＤ(ｋꎬｎ) .
下面给出 Ｋｒ×Ｋｃ－ＧＤＤ 的定义ꎬ其是研究格子区组填充和覆盖的一类重要的辅助设计.
若图 Ｈ的顶点集 Ｘ可以划分成 ｕ个非空子集 Ｇ１ꎬＧ２ꎬꎬＧｕ(称为组或部)ꎬ使得顶点 ｖｉ∈Ｇ ｉ 和 ｖｊ∈Ｇ ｊ

在 Ｈ中相邻当且仅当 ｉ≠ ｊꎬ则称图 Ｈ 为完全 ｕ 部图. 若 ｜ Ｇ ｉ ｜ ＝ ｇｉ ( １≤ ｉ≤ ｕ)ꎬ则记该完全 ｕ 部图

为 Ｋｇ１ꎬｇ２ꎬꎬｇｕ .
Ｋｇ１ꎬｇ２ꎬꎬｇｕ的一个 Ｋｒ×Ｋｃ 分解称为型为 Ｔ＝{ｇ１ꎬｇ２ꎬꎬｇｕ}的 Ｋｒ×Ｋｃ－可分组设计ꎬ记作 Ｋｒ×Ｋｃ－ＧＤＤ. 通

常我们使用指数记号来表示 Ｋｒ×Ｋｃ－ＧＤＤ 的型 Ｔ:型为 ｇｕ１１ ｇｕ２２ ｇｕｓｓ 表示有 ｕｉ 个大小为 ｇｉ 的组ꎬ１≤ｉ≤ｓ. 显
然ꎬ型为 １ｖ 的 Ｋｒ×Ｋｃ－ＧＤＤ 就是 ＧＤ(ｖꎻＫｒ×Ｋｃ) .

关于 Ｋ２×Ｋ３－ＧＤＤ 的存在性ꎬ我们有如下结果.
引理 ６[９] 　 (１)对于任意正整数 ｕ≥４ꎬ型为 ３ｕ 的 Ｋ２×Ｋ３－ＧＤＤ 存在ꎻ
(２)对于任意正整数 ｕ≥３ꎬ型为 ９ｕ 的 Ｋ２×Ｋ３－ＧＤＤ 存在ꎻ
(３)若 ｍ∈{０ꎬ９}ꎬ对于任意的正整数 ｕ≥３ꎬ型为 １８ｕｍ１ 的 Ｋ２×Ｋ３－ＧＤＤ 存在.
进一步地ꎬ我们还需要下面的组合构型.
设正整数 ｖ和 ｗ满足 ｖ>ｗ.一个不完全 ｒ×ｃ格子区组覆盖( ＩＧＣ(( ｖꎬｗ)ꎻＫｒ×Ｋｃ))为一个三元集(ＸꎬＨꎬ

Ａ)ꎬ满足如下性质:
(１)Ｘ是一个 ｖ元点集ꎻ
(２)Ｈ是 Ｘ的一个子集(称为洞)ꎬ且 ｜Ｈ ｜ ＝ｗꎻ
(３)Ａ是 Ｘ的一簇 ｒ×ｃ格子区组集合ꎬ满足 Ｈ中的任一点对不出现在任何一个格子区组中ꎬ而 Ｘ 中的

其余点对至少出现在一个格子区组中.
进一步地ꎬ如果一个不完全 ｒ×ｃ格子区组覆盖包含尽可能少的格子区组数ꎬ则称其为不完全的最小 ｒ×ｃ

格子区组覆盖ꎬ记作 ＩＭＧＣ((ｖꎬｗ)ꎻＫｒ×Ｋｃ) .简单计算表明ꎬ一个 ＩＭＧＣ(( ｖꎬｗ)ꎻＫ２ ×Ｋ３)包含「 ｖ
６
「 ｖ

－１
３

⌉⌉－

「 ｗ
６
「ｗ

－１
３

⌉⌉个格子区组. 当 ｗ＝ ０ 时ꎬ一个 ＩＭＧＣ((ｖꎬｗ)ꎻＫ２×Ｋ３)实际上就是一个 ＭＧＣ(ｖꎻＫ２×Ｋ３) .

２　 构造方法

２.１　 递归构造

下面我们给出一些递归构造ꎬ它们都是设计理论中标准递归方法的变形. 它们的证明类似于[１－２]等
中的构造方法.

构造 １　 若 ＩＭＧＣ((ｖꎬｗ)ꎻＫｒ×Ｋｃ)和 ＭＧＣ(ｗꎻＫｒ×Ｋｃ)存在ꎬ则 ＭＧＣ(ｖꎻＫｒ×Ｋｃ)存在.
构造 ２　 设正整数 ｗ≥０. 假设存在一个型为 ｇ１ｇ２ｇｕ 的 Ｋｒ ×Ｋｃ －ＧＤＤ. 对于每一个 ｉ(１≤ ｉ≤ｕ)ꎬ

ＩＭＧＣ((ｇｉ＋ｗꎬｗ)ꎻＫｒ×Ｋｃ)都存在ꎬ则 ＩＭＧＣ(( ∑
ｕ

ｉ ＝ １
ｇｉ＋ｗꎬｇｕ＋ｗ)ꎻＫｒ×Ｋｃ)和 ＩＭＧＣ(( ∑

ｕ

ｉ ＝ １
ｇｉ＋ｗꎬｗ)ꎻＫｒ×Ｋｃ)都

存在. 进一步地ꎬ若 ＭＧＣ(ｇｕ＋ｗꎻＫｒ×Ｋｃ)或 ＭＧＣ(ｗꎻＫｒ×Ｋｃ)存在ꎬ则 ＭＧＣ( ∑
ｕ

ｉ ＝ １
ｇｉ＋ｗꎻＫｒ×Ｋｃ)存在.

下面关于 Ｋｒ×Ｋｃ－ＧＤＤ 的构造方法在研究格子区组设计时被广泛使用(见[１－２])ꎬ实际上这些构造是

设计理论中常用递归构造的变形(参见[８－９ꎬ１１]等) .
构造 ３ 　 若型为 ｇ１ ｕ１ ｇ２ ｕ２ ｇｓ ｕｓ的 Ｋｒ ×Ｋｃ －ＧＤＤ 存在ꎬ且当 ｋ ＝ ｍａｘ{ ｒꎬｃ}时ꎬＴＤ( ｋꎬｍ)存在ꎬ则型为

(ｍｇ１) ｕ１(ｍｇ２) ｕ２(ｍｇｔ) ｕｔ的 Ｋｒ×Ｋｃ－ＧＤＤ 存在.
２.２　 直接构造

接下来ꎬ我们将直接构造一些小阶数的 ＩＭＧＣ(ｖꎻＫ２×Ｋ３)和 ＭＧＣ( ｖꎻＫ２×Ｋ３)ꎬ其是利用前面递归构造

方法的基础.
由格子区组的定义可知ꎬＫ２×Ｋ３ 的格子区组是一个 ２×３ 的矩阵ꎬ可表示为以下形式

ａ ｂ ｃ
ｄ ｅ ｆ

æ

è
ç

ö

ø
÷ .
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该矩阵中ꎬ每一行为一个完全图 Ｋ３ꎬ每一列为一个完全图 Ｋ２ . 在下文中ꎬ为了简洁起见ꎬ我们用{ａꎬｂꎬ
ｃꎻｄꎬｅꎬｆ}来表示一个 ２×３ 的格子区组.

首先构造一些小阶数的 ＩＭＧＣ(ｖꎻＫ２×Ｋ３) .
引理 ７　 ＩＭＧＣ((１１ꎬ２)ꎻＫ２×Ｋ３)存在.
证明　 一个 ＩＭＧＣ((１１ꎬ２)ꎻＫ２×Ｋ３)包含 ７ 个格子区组. 这里取 Ｚ９∪{ｘꎬｙ}为点集ꎬ{ｘꎬｙ}为洞ꎬ两个初

始格子区组{０ꎬ１ꎬ２ꎻ４ꎬ６ꎬｘ}和{２ꎬ５ꎬ６ꎻ４ꎬ８ꎬｙ}通过＋３ ｍｏｄ ９ 运算产生 ６ 个格子区组ꎬ这些格子区组与{０ꎬ
３ꎬ６ꎻ１ꎬ４ꎬ７}构成了所需设计的所有格子区组.

引理 ８　 ＩＭＧＣ((９ꎬ３)ꎻＫ２×Ｋ３)和 ＩＭＧＣ((１５ꎬ３)ꎻＫ２×Ｋ３)存在.
证明　 一个 ＩＭＧＣ((９ꎬ３)ꎻＫ２×Ｋ３)包含 ４ 个格子区组. 取 Ｚ９∪{ｘꎬｙꎬｚ}为点集ꎬ{ｘꎬｙꎬｚ}为洞ꎬ两个初

始格子区组{ｘꎬ５ꎬ４ꎻ０ꎬ２ꎬｙ}和{０ꎬ４ꎬ１ꎻ３ꎬ２ꎬｚ}通过＋３ ｍｏｄ ６ 运算得到所有格子区组.
一个 ＩＭＧＣ((１５ꎬ３)ꎻＫ２×Ｋ３)包含 １２ 个格子区组. 取 Ｚ１２∪{ａ０ꎬａ１ꎬａ２}为点集ꎬ{ａ０ꎬａ１ꎬａ２}为洞ꎬ初始

格子区组{４ꎬ５ꎬ１０ꎻ０ꎬ２ꎬａ０}通过＋１ ｍｏｄ １２ 运算得到 ＩＭＧＣ((１５ꎬ３)ꎻＫ２×Ｋ３)所有格子区组. 这里 ａ 的下标

按＋１ ｍｏｄ ３ 进行运算.
引理 ９　 ＩＭＧＣ((１３ꎬ４)ꎻＫ２×Ｋ３)和 ＩＭＧＣ((２２ꎬ４)ꎻＫ２×Ｋ３)存在.
证明　 一个 ＩＭＧＣ((１３ꎬ４)ꎻＫ２×Ｋ３)包含 ８ 个格子区组. 取 Ｚ９∪{ｘꎬｙꎬｚꎬｗ}为点集ꎬ{ｘꎬｙꎬｚꎬｗ}为洞ꎬ下

面给出该设计的所有格子区组:
{ｘꎬ５ꎬ８ꎻ７ꎬ４ꎬｙ}{ｘꎬ０ꎬ１ꎻ２ꎬ３ꎬｙ}{ ｚꎬ０ꎬ２ꎻ１ꎬ４ꎬｗ}{ ｚꎬ４ꎬ６ꎻ７ꎬ８ꎬｗ}
{２ꎬ７ꎬ６ꎻ４ꎬ３ꎬｘ}{１ꎬ７ꎬ５ꎻ６ꎬ０ꎬｙ}{１ꎬ２ꎬ８ꎻ３ꎬ５ꎬｚ}{６ꎬ８ꎬ３ꎻ５ꎬ０ꎬｗ}

一个 ＩＭＧＣ((１３ꎬ４)ꎻＫ２×Ｋ３)包含 ２５ 个格子区组. 取 Ｚ１８∪{ｘꎬｙꎬｚꎬｗ}为点集ꎬ{ｘꎬｙꎬｚꎬｗ}为洞. 下面给

出该设计 ８ 个初始格子区组:
{８ꎬ１６ꎬ５ꎻ１０ꎬ１ꎬｘ}{１６ꎬ１５ꎬ２ꎻ３ꎬ０ꎬｘ}{１ꎬ１７ꎬ６ꎻ４ꎬ１５ꎬｙ}{６ꎬ１１ꎬ５ꎻ１４ꎬ７ꎬｙ}
{６ꎬ４ꎬ１０ꎻ８ꎬ１７ꎬｚ}{２ꎬ８ꎬ９ꎻ６ꎬ１３ꎬｚ}{１ꎬ９ꎬ１３ꎻ２ꎬ５ꎬｗ}{５ꎬ１３ꎬ１５ꎻ４ꎬ１２ꎬｗ}

以上初始格子区组通过＋６ ｍｏｄ １８ 运算得到 ２４ 个格子区组ꎬ这些格子区组与{０ꎬ６ꎬ１２ꎻ９ꎬ１５ꎬ３}构成

ＩＭＧＣ((２２ꎬ４)ꎻＫ２×Ｋ３)的所有格子区组.
引理 １０　 ＩＭＧＣ((１４ꎬ５)ꎻＫ２×Ｋ３)和 ＩＭＧＣ((２３ꎬ５)ꎻＫ２×Ｋ３)存在.
证明　 一个 ＩＭＧＣ((１４ꎬ５)ꎻＫ２×Ｋ３)包含 １０ 个格子区组. 取 Ｚ９∪{ａꎬｂꎬｃꎬｄꎬｅ}为点集ꎬ{ａꎬｂꎬｃꎬｄꎬｅ}为

洞ꎬ３ 个初始格子区组{ａꎬ０ꎬ２ꎻ１ꎬ３ꎬｂ}ꎬ{ｃꎬ１ꎬ２ꎻ０ꎬ４ꎬｄ}和{２ꎬ５ꎬ６ꎻ４ꎬ８ꎬｅ}通过＋３ ｍｏｄ ９ 运算产生 ９ 个格子

区组ꎬ这些格子区组与{０ꎬ３ꎬ６ꎻ１ꎬ４ꎬ７}构成了所需设计的所有格子区组.
一个 ＩＭＧＣ((２３ꎬ５)ꎻＫ２×Ｋ３)包含 ２９ 个格子区组. 取 Ｚ１８∪{ａꎬｂꎬｃꎬｄꎬｅ}为点集ꎬ{ａꎬｂꎬｃꎬｄꎬｅ}为洞. 以

下 ９ 个初始格子区组通过＋６ ｍｏｄ １８ 运算得到 ２７ 个格子区组.
{ａꎬ１０ꎬ６ꎻ１ꎬ９ꎬｂ}{１１ꎬ４ꎬ１４ꎻ３ꎬ１１ꎬａ}{１０ꎬ８ꎬ１４ꎻ４ꎬ１７ꎬｂ}{１７ꎬ７ꎬ５ꎻ１５ꎬ６ꎬｃ}{０ꎬ５ꎬ４ꎻ７ꎬ１２ꎬｄ}{７ꎬ５ꎬ１１ꎻ

１０ꎬ１２ꎬｅ}{１５ꎬ０ꎬ１０ꎻ１ꎬ２ꎬｃ}{０ꎬ１４ꎬ１７ꎻ８ꎬ３ꎬｄ}{１ꎬ１０ꎬ３ꎻ８ꎬ１３ꎬｅ}
以上格子区组与{０ꎬ６ꎬ１２ꎻ１ꎬ７ꎬ１３}和{２ꎬ８ꎬ１４ꎻ３ꎬ９ꎬ１５}构成所需设计的所有格子区组.
引理 １１　 ＩＭＧＣ((２５ꎬ７)ꎻＫ２×Ｋ３)存在.
证明　 一个 ＩＭＧＣ((１３ꎬ４)ꎻＫ２×Ｋ３)应包含 ３１ 个格子区组. 取 Ｚ１８∪{ｘꎬｙꎬｚꎬａꎬｂꎬｃꎬｄ}为点集ꎬ{ｘꎬｙꎬｚꎬ

ａꎬｂꎬｃꎬｄ}为洞. 下面给出该设计 １０ 个初始格子区组:
{ｘꎬ５ꎬ１６ꎻ１２ꎬ２ꎬｙ}{ｘꎬ７ꎬ１５ꎻ８ꎬ６ꎬｚ}{ａꎬ１４ꎬ９ꎻ４ꎬ８ꎬｂ}{ｃꎬ５ꎬ０ꎻ１５ꎬ４ꎬｄ}{１７ꎬ１ꎬ７ꎻ１１ꎬ１５ꎬｙ}{４ꎬ６ꎬ１７ꎻ１３ꎬ１６ꎬｚ}
{２ꎬ３ꎬ６ꎻ７ꎬ１１ꎬａ}{２ꎬ９ꎬ１１ꎻ１ꎬ６ꎬｂ}{１０ꎬ１５ꎬ１６ꎻ２ꎬ１３ꎬｃ}{６ꎬ１０ꎬ１３ꎻ５ꎬ８ꎬｄ}

以上初始格子区组通过＋６ ｍｏｄ １８ 运算得到 ３０ 个格子区组. 这些格子区组与{０ꎬ６ꎬ１２ꎻ９ꎬ１５ꎬ３}构成

ＩＭＧＣ((２５ꎬ７)ꎻＫ２×Ｋ３)的所有格子区组.
引理 １２　 ＩＭＧＣ((２６ꎬ８)ꎻＫ２×Ｋ３)存在.
证明　 一个 ＩＭＧＣ((２６ꎬ８)ꎻＫ２×Ｋ３)包含 ３５ 个格子区组. 取 Ｚ１８∪{ａꎬｂꎬｃꎬｄꎬｅꎬｆꎬｇꎬｈ}为点集ꎬ{ａꎬｂꎬｃꎬ

ｄꎬｅꎬｆꎬｇꎬｈ}为洞. 下面给出 １１ 个初始格子区组:
{ａꎬ６ꎬ１ꎻ８ꎬ１０ꎬｂ}{ｃꎬ８ꎬ７ꎻ９ꎬ１１ꎬｄ}{ｅꎬ１３ꎬ１２ꎻ１４ꎬ１ꎬｆ}{ｇꎬ３ꎬ１１ꎻ１ꎬ９ꎬｈ}{ａꎬ１６ꎬ３ꎻ１１ꎬ１２ꎬｂ}{ｃꎬ５ꎬ６ꎻ４ꎬ２ꎬｄ}
{ｅꎬ５ꎬ９ꎻ１６ꎬ１１ꎬｆ}{ｇꎬ２ꎬ１２ꎻ１０ꎬ１４ꎬｈ}{１７ꎬ１ꎬ１２ꎻ２ꎬ１１ꎬ１０}{０ꎬ３ꎬ１０ꎻ１１ꎬ４ꎬ７}{０ꎬ１４ꎬ１５ꎻ２ꎬ９ꎬ１３}
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以上初始格子区组通过＋６ ｍｏｄ １８ 运算得到了 ３３ 个格子区组. 这些格子区组与{０ꎬ６ꎬ１２ꎻ９ꎬ１５ꎬ３}和
{１ꎬ７ꎬ１３ꎻ１０ꎬ１６ꎬ４}组成了所需设计的所有格子区组.

下面构造一些小阶数的 ＭＧＣ(ｖꎻＫ２×Ｋ３) .
引理 １３　 对任意正整数 ｖ∈{１１ꎬ２０}ꎬＭＧＣ(ｖꎻＫ２×Ｋ３)存在.
证明　 当 ｖ＝ １１ 时ꎬ取 Ｚ１０∪{ｘ}为点集ꎬ以下 ４ 个初始格子区组通过＋５ ｍｏｄ １０ 运算得到 ＭＧＣ(１１ꎻＫ２

×Ｋ３)的所有格子区组.
{０ꎬ１ꎬ２ꎻ１ꎬ３ꎬｘ}{０ꎬ３ꎬ５ꎻ５ꎬ４ꎬｘ}{０ꎬ４ꎬ６ꎻ７ꎬ２ꎬ１}{１ꎬ４ꎬ９ꎻ８ꎬ７ꎬ３}
当 ｖ＝ ２０ 时ꎬ取 Ｚ２０为点集ꎬ以下 ６ 个初始格子区组通过＋５ ｍｏｄ ２０ 运算得到 ＭＧＣ(２０ꎻＫ２×Ｋ３)所有格

子区组.
{３ꎬ１５ꎬ１９ꎻ１２ꎬ３ꎬ１３}{４ꎬ１１ꎬ８ꎻ３ꎬ７ꎬ６}{８ꎬ１３ꎬ１０ꎻ２ꎬ４ꎬ７}
{１３ꎬ６ꎬ１ꎻ０ꎬ９ꎬ１９}{１４ꎬ１９ꎬ７ꎻ０ꎬ１１ꎬ１}{０ꎬ２ꎬ１２ꎻ５ꎬ１５ꎬ１}

引理 １４　 对于任意正整数 ｖ∈{３ꎬ６ꎬ１２}ꎬＭＧＣ(ｖꎻＫ２×Ｋ３)存在.
证明　 当 ｖ＝３ 时ꎬＭＧＣ(３ꎻＫ２×Ｋ３)包含一个格子区组. 取 Ｚ３ 为点集ꎬ一个格子区组为{０ꎬ１ꎬ２ꎻ１ꎬ２ꎬ０} .
当 ｖ＝ ６ 时ꎬＭＧＣ(６ꎻＫ２×Ｋ３)包含 ２ 个格子区组. 取 Ｚ６ 为点集ꎬ两个格子区组为{０ꎬ１ꎬ２ꎻ３ꎬ４ꎬ５}和{０ꎬ

１ꎬ５ꎻ４ꎬ３ꎬ２} .
当 ｖ＝ １２ 时ꎬＭＧＣ(６ꎻＫ２×Ｋ３)包含 ８ 个格子区组. 取 Ｚ１２为点集ꎬ两个初始格子区组{３ꎬ４ꎬ９ꎻ６ꎬ１０ꎬ８}和

{１ꎬ２ꎬ５ꎻ４ꎬ６ꎬ１１}通过＋３ ｍｏｄ １２ 运算得到所有的格子区组.
引理 １５　 对每一个 ｖ∈{４ꎬ１３ꎬ２２}ꎬＭＧＣ(ｖꎻＫ２×Ｋ３)存在.
证明　 当 ｖ＝ ４ 时ꎬ取 Ｚ３ 为点集. ＭＧＣ(４ꎻＫ２×Ｋ３)包含一个格子区组ꎬ取为{０ꎬ１ꎬ２ꎻ２ꎬ３ꎬ０} .
当 ｖ∈{１３ꎬ２２}时ꎬＩＭＧＣ((１３ꎬ４)ꎻＫ２×Ｋ３)和 ＩＭＧＣ((２２ꎬ４)ꎻＫ２×Ｋ３)存在由引理 ９ 给出. 应用构造 １ꎬ

填入 ＭＧＣ(４ꎻＫ２×Ｋ３)可得 ＭＧＣ(１３ꎻＫ２×Ｋ３)和 ＭＧＣ(２２ꎻＫ２×Ｋ３) .
引理 １６　 对每一个 ｖ∈{５ꎬ１４ꎬ２３}ꎬＭＧＣ(ｖꎻＫ２×Ｋ３)存在.
证明　 当 ｖ＝ ５ 时ꎬ取 Ｚ５ 为点集. ＭＧＣ(５ꎻＫ２×Ｋ３)包含两个格子区组. 取格子区组为{０ꎬ１ꎬ２ꎻ２ꎬ３ꎬ４}和

{０ꎬ１ꎬ２ꎻ３ꎬ４ꎬ０} .
当 ｖ∈{１４ꎬ２３}时ꎬ由引理 １０ 知 ＩＭＧＣ((１４ꎬ５)ꎻＫ２×Ｋ３)和 ＩＭＧＣ((２３ꎬ５)ꎻＫ２×Ｋ３)存在. 应用构造 １ꎬ填

入一个 ＭＧＣ(５ꎻＫ２×Ｋ３)可得 ＭＧＣ(１４ꎻＫ２×Ｋ３)和 ＭＧＣ(２３ꎻＫ２×Ｋ３) .
引理 １７　 对每一个 ｖ∈{７ꎬ１６ꎬ２５}ꎬＭＧＣ(ｖꎻＫ２×Ｋ３)存在.
证明　 当 ｖ＝ ７ 时ꎬ取 Ｚ７ 为点集. ＭＧＣ(７ꎻＫ２×Ｋ３)包含 ３ 个格子区组. 取格子区组为{０ꎬ１ꎬ２ꎻ３ꎬ４ꎬ５}ꎬ

{０ꎬ５ꎬ６ꎻ４ꎬ１ꎬ３}和{１ꎬ５ꎬ３ꎻ６ꎬ４ꎬ２} .
当 ｖ＝１６ 时ꎬ取 Ｚ１５∪{ｘ}为点集ꎬ４ 个初始格子区组{０ꎬ２ꎬ４ꎻ３ꎬ１ꎬ５}ꎬ{０ꎬ６ꎬ９ꎻ７ꎬ１ꎬ１３}ꎬ{３ꎬ９ꎬ１１ꎻ７ꎬ１４ꎬｘ}和

{４ꎬ７ꎬ１１ꎻ３ꎬ１０ꎬｘ}通过＋５ ｍｏｄ １５ 运算得到 １２ 个格子区组. 这些格子区组与{０ꎬ５ꎬ１０ꎻ１ꎬ６ꎬ１１}和{２ꎬ７ꎬ１２ꎻ
３ꎬ８ꎬ１３}构成 ＭＧＣ(１６ꎻＫ２×Ｋ３)的所有格子区组.

当 ｖ＝ ２５ 时ꎬ由引理 １１ 知 ＩＭＧＣ((２５ꎬ７)ꎻＫ２ ×Ｋ３)存在. 应用构造 １ꎬ填入一个 ＭＧＣ(７ꎻＫ２ ×Ｋ３)可得

ＭＧＣ(２５ꎻＫ２×Ｋ３) .
引理 １８　 对每一个 ｖ∈{８ꎬ１７ꎬ２６ꎬ３５ꎬ４４ꎬ５３}ꎬＭＧＣ(ｖꎻＫ２×Ｋ３)存在.
证明　 当 ｖ∈{８ꎬ２６ꎬ４４}时ꎬ取 Ｚｖ 为点集ꎬ初始格子区组通过＋２ ｍｏｄ ８ 运算得到 ＭＧＣ(ｖꎻＫ２×Ｋ３)所有

的格子区组. 下面对每一个 ｖ∈{１７ꎬ３５ꎬ５３}ꎬ给出初始格子区组:
ｖ＝ ８:{０ꎬ１ꎬ２ꎻ４ꎬ５ꎬ７}
ｖ＝ ２６:{０ꎬ１ꎬ２ꎻ１ꎬ１４ꎬ５}{０ꎬ４ꎬ９ꎻ６ꎬ１４ꎬ３}{０ꎬ７ꎬ１４ꎻ１１ꎬ１９ꎬ９}
ｖ＝ ４４:{０ꎬ１ꎬ２ꎻ３ꎬ５ꎬ８}{０ꎬ１ꎬ７ꎻ４ꎬ９ꎬ１６}{０ꎬ８ꎬ１７ꎻ１０ꎬ２６ꎬ３９}{０ꎬ１１ꎬ２４ꎻ２１ꎬ３２ꎬ２}{０ꎬ１５ꎬ２５ꎻ２７ꎬ３９ꎬ９}
当 ｖ∈{１７ꎬ３５ꎬ５３}时ꎬ取 Ｚｖ 为点集. 初始格子区组通过＋１ ｍｏｄ ｖ 运算得到 ＭＧＣ( ｖꎻＫ２×Ｋ３)所有的格

子区组.下面对每一个 ｖ∈{１７ꎬ３５ꎬ５３}ꎬ给出初始格子区组:
ｖ＝ １７:{０ꎬ１ꎬ２ꎻ３ꎬ７ꎬ１２}
ｖ＝ ３５:{０ꎬ１ꎬ２ꎻ３ꎬ７ꎬ１２}{０ꎬ７ꎬ８ꎻ１４ꎬ２９ꎬ２}
ｖ＝ ５３:{０ꎬ１ꎬ２ꎻ３ꎬ７ꎬ１２}{０ꎬ７ꎬ１５ꎻ１１ꎬ２３ꎬ４０}{０ꎬ１３ꎬ３１ꎻ２１ꎬ４０ꎬ１}
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３　 主要结果

３.１　 最大 ２×３ 格子区组填充的存在性

文献[９]基本解决了最大 ２×３ 格子填充的存在性ꎬ但是遗留了两个可能的例外. 下面我们直接构造出

ＭＧＰ(３２ꎻＫ２×Ｋ３)和 ＭＧＰ(３５ꎻＫ２×Ｋ３)ꎬ从而完全确立了最大 ２×３ 格子填充的存在性.
引理 １９　 一个 ＭＧＰ(３２ꎻＫ２×Ｋ３)存在.

证明　 ＭＧＰ(３２ꎻＫ２×Ｋ３)应包含 Ｕ(３２ꎻＫ２×Ｋ３)＝ ⌊３２
６
⌊３２

－１
３

」」 ＝ ５３ 个格子区组.

首先我们构造一个型为 ２９１４１ 的 Ｋ２×Ｋ３－ＧＤＤ. 取 Ｚ９×Ｚ２∪Ｈ１４作为点集ꎬ{{ ｉ}∪Ｚ２ ｜ ０≤ｉ<９}∪{Ｈ１４}作
为组集ꎬ其中 Ｈ１４ ＝{αꎬβꎬγꎬδꎬξꎬηꎬθꎬμꎬνꎬρꎬ ꎬϕꎬφꎬχ} . 所需的初始格子区组分为两部分ꎬ记为Ⅰ和Ⅱ. 部
分Ⅰ中的格子区组通过(＋３ ｍｏｄ ９ꎬ－)得到 １２ 个格子区组ꎬ记为Ⅲ. 对部分Ⅱ和Ⅲ的所有 ２２ 格子区组通

过(－ꎬ＋１ ｍｏｄ ２)作用得到型为 ２９１４１ 的 Ｋ２×Ｋ３－ＧＤＤ 的所有 ４４ 个格子区组. 下面列出部分Ⅰ和Ⅱ的格子

区组. 这里(ａꎬｂ)∈Ｚ９×Ｚ２ 简写为 ａｂ .
Ⅰ:{αꎬ４１ꎬ５１ꎻ６１ꎬ７１ꎬξ}{βꎬ４０ꎬ２１ꎻ３０ꎬ７１ꎬη}{γꎬ８０ꎬ４０ꎻ６１ꎬ２０ꎬθ}{δꎬ６０ꎬ４１ꎻ２０ꎬ３０ꎬμ}
Ⅱ:{νꎬ２０ꎬ６０ꎻ１１ꎬ８１ꎬϕ}{ρꎬ５０ꎬ７０ꎻ１０ꎬ３０ꎬφ}{ ꎬ４０ꎬ５１ꎻ１１ꎬ２０ꎬχ}{νꎬ３０ꎬ５１ꎻ００ꎬ２１ꎬϕ}
{ρꎬ３０ꎬ０１ꎻ４１ꎬ６１ꎬφ}{ ꎬ００ꎬ６１ꎻ３１ꎬ４０ꎬχ}{νꎬ８０ꎬ４１ꎻ７０ꎬ３０ꎬϕ}{ρꎬ６０ꎬ８１ꎻ２０ꎬ５１ꎬφ}
{ ꎬ２０ꎬ７１ꎻ８１ꎬ００ꎬχ}{００ꎬ１１ꎬ５０ꎻ７０ꎬ６１ꎬ８１}

由引理 ４ 知ꎬＭＧＰ(１４ꎻＫ２×Ｋ３)存在ꎬ其包含 ９ 个格子区组. 在型为 ２９１４１ 的 Ｋ２×Ｋ３－ＧＤＤ 长为 １４ 的组

上填入一个 ＭＧＰ(１４ꎻＫ２×Ｋ３)可得包含 Ｕ(３２ꎻＫ２×Ｋ３)个格子区组的 ＭＧＰ(３２ꎻＫ２×Ｋ３) .
引理 ２０　 一个 ＭＧＰ(３５ꎻＫ２×Ｋ３)存在.

证明　 ＭＧＰ(３５ꎻＫ２×Ｋ３)应包含 ＰＮ(３５ꎻＫ２×Ｋ３)＝ ⌊３５
６
⌊３５

－１
３

」」 ＝ ６４ 个区组. 取 Ｚ１５×Ｚ２∪(ｘ０ꎬｘ１ꎬｘ２ꎬαꎬ

β)作为点集. 初始格子区组分为两部分Ⅰ和Ⅱ. 首先ꎬ部分Ⅰ的 ６ 个格子区组通过(＋５ ｍｏｄ １５ꎬ－)得到 １８
个格子区组ꎬ记为Ⅲ. 注意 ｘ的下标按模 ３ 进行运算.对部分Ⅱ和Ⅲ总共 ３０ 个格子区组通过(－ꎬ＋１ ｍｏｄ ２)
得到 ６０ 个格子区组. 注意这里运算中 ｘ０ꎬｘ１ꎬｘ２ꎬαꎬβ都是固定不变的.

Ⅰ:{１１０ꎬ４０ꎬ１００ꎻ９１ꎬ３１ꎬ１０}{１４０ꎬ７０ꎬ１３０ꎻ５１ꎬ８０ꎬｘ０}{１３０ꎬ１１０ꎬ２０ꎻ１００ꎬ１４０ꎬｘ０}{００ꎬ７０ꎬ１１ꎻ６１ꎬ４１ꎬｘ０}
{９０ꎬ６１ꎬ７１ꎻ３１ꎬ１１０ꎬｘ０}{４０ꎬ５１ꎬ９０ꎻ１２１ꎬ００ꎬｘ０}

Ⅱ:{７０ꎬ８１ꎬ１００ꎻ１３１ꎬ００ꎬ８０}{４０ꎬ８１ꎬ２０ꎻ８０ꎬ１１１ꎬ３１}{２０ꎬ５０ꎬ１１ꎻ６０ꎬ３１ꎬα}{１００ꎬ３０ꎬ１２１ꎻ９０ꎬ１４１ꎬα}
{２０ꎬ１４０ꎬ００ꎻ７１ꎬ４１ꎬα}{００ꎬ１２０ꎬ１１１ꎻ２１ꎬ１００ꎬα}{１０ꎬ１２１ꎬ８０ꎻ１３０ꎬ５０ꎬα}{３０ꎬ７１ꎬ６０ꎻ１４０ꎬ１２０ꎬβ}
{５０ꎬ１３１ꎬ１０ꎻ４０ꎬ９１ꎬβ}{６０ꎬ１３０ꎬ２１ꎻ１００ꎬ３１ꎬβ}{７０ꎬ１１１ꎬ０１ꎻ５０ꎬ７１ꎬβ}{９０ꎬ１２０ꎬ１３１ꎻ８０ꎬ１１０ꎬβ}

以上得到的 ６０ 个格子区组和以下 ４ 个格子区组:
{００ꎬ５０ꎬ１００ꎻ０１ꎬ５１ꎬ１０１}{１０ꎬ６０ꎬ１１０ꎻ１１ꎬ６１ꎬ１１１}{２０ꎬ７０ꎬ１２０ꎻ２１ꎬ７１ꎬ１２１}{３０ꎬ８０ꎬ１３０ꎻ３１ꎬ８１ꎬ１３１}

构成了 ＭＧＰ(３５ꎻＫ２×Ｋ３)所有 ６４ 个格子区组.
下面我们可以给出定理 １ 的证明.
定理 ３　 对任意的正整数 ｖ≥６ꎬ一个 ＭＧＰ(ｖꎻＫ２×Ｋ３)存在.
证明　 结合引理 ４ꎬ引理 １９ 和引理 ２０ 可得结论.

３.２　 最小 ２×３ 格子区组覆盖的存在性

引理 ２１　 对于任意正整数 ｖ≡０(ｍｏｄ ３)ꎬＭＧＣ(ｖꎻＫ２×Ｋ３)存在.
证明　 (１)ｖ≡０(ｍｏｄ ６)
ＭＧＣ(６ꎻＫ２×Ｋ３)和 ＭＧＣ(１２ꎻＫ２×Ｋ３)由引理 １４ 给出. 当 ｖ≥１８ 时ꎬ记 ｖ＝ ６ｔꎬ则 ｔ≥３. 由引理 ６ 知ꎬ当 ｔ≥４

时ꎬ存在型为 ３ｔ 的 Ｋ２×Ｋ３－ＧＤＤ. 应用构造 ３ꎬ以 ＴＤ(３ꎬ２)(见[１１])作为输入设计ꎬ可得型为 ６ｔ 的 Ｋ２ ×Ｋ３ －
ＧＤＤ. 而型为 ６３ 的 Ｋ２×Ｋ３－ＧＤＤ 由文献[９]给出. 从而对任意 ｔ≥３ꎬ存在型为 ３ｔ 的 Ｋ２×Ｋ３－ＧＤＤ. 应用构造 ２ꎬ
以一个 ＭＧＣ(６ꎻＫ２×Ｋ３)作为输入设计ꎬ可得 ＭＧＣ(６ｔꎻＫ２×Ｋ３) .
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　 　 (２)ｖ≡３(ｍｏｄ ６)
ＭＧＣ(３ꎻＫ２×Ｋ３)由引理 １４ 给出. ＩＭＧＣ((９ꎬ３)ꎻＫ２×Ｋ３)和 ＩＭＧＣ((１５ꎬ３)ꎻＫ２×Ｋ３)由引理 ８ 给出. 应用

构造 １ꎬ填入一个 ＭＧＣ(３ꎻＫ２×Ｋ３)ꎬ分别可得 ＭＧＣ(９ꎻＫ２×Ｋ３)和 ＭＧＣ(１５ꎻＫ２×Ｋ３) . 当 ｖ≥２１ 时ꎬ记 ｖ ＝ ６ｔ＋
３ꎬ则 ｔ≥３. 由上面知ꎬ存在型为 ６ｔ 的 Ｋ２×Ｋ３－ＧＤＤ. 应用构造 ２ꎬ以一个 ＩＭＧＣ((９ꎬ３)ꎻＫ２×Ｋ３)作为输入设

计ꎬ得一个 ＩＭＧＣ((６ｔ＋３ꎬ３)ꎻＫ２×Ｋ３) . 再应用构造 １ꎬ填入 ＭＧＣ(３ꎻＫ２×Ｋ３)ꎬ可得 ＭＧＣ(６ｔ＋３ꎻＫ２×Ｋ３) .
引理 ２２　 对于任意正整数 ｖ≡１(ｍｏｄ ３)ꎬｖ≥４ 且 ｖ∉{３４ꎬ４３ꎬ５２}ꎬＭＧＣ(ｖꎻＫ２×Ｋ３)存在.
证明　 (１)ｖ≡１(ｍｏｄ ９)
一个 ＭＧＣ(ｖꎻＫ２×Ｋ３)就是一个 ＧＤ(ｖꎻＫ２×Ｋ３)ꎬ其存在性由引理 ３ 给出.
(２)ｖ≡４(ｍｏｄ ９)
当 ｖ∈{４ꎬ１３ꎬ２２}时ꎬＭＧＣ(ｖꎻＫ２×Ｋ３)由引理 １５ 给出. 当 ｖ≥３１ 时ꎬ记 ｖ＝ ９ｔ＋４ꎬ则 ｔ≥３. 由引理 ６ 知ꎬ型

为 ９ｔ 的 Ｋ２×Ｋ３ －ＧＤＤ 存在. 应用构造 ２ꎬ以引理 ９ 给出的 ＩＭＧＣ((１３ꎬ４)ꎻＫ２ ×Ｋ３)作为输入设计ꎬ可得

ＩＭＧＣ((９ｔ＋４ꎬ４)ꎻＫ２×Ｋ３) . 应用构造 １ꎬ填入 ＭＧＣ(４ꎻＫ２×Ｋ３)可得 ＭＧＣ(９ｔ＋４ꎻＫ２×Ｋ３) .
(３)ｖ≡７(ｍｏｄ ９)
当 ｖ∈{７ꎬ１６ꎬ２５}时ꎬＭＧＣ(ｖꎻＫ２×Ｋ３)由引理 １７ 给出. 当 ｖ≥６１ 时ꎬ记 ｖ＝ １８ｔ＋ｗ＋７ꎬｗ∈{０ꎬ９}ꎬ则 ｔ≥３. 由

引理 ７ 知ꎬ型为 １８ｔｗ１ 的 Ｋ２×Ｋ３－ＧＤＤ 存在. 应用构造 ２ꎬ以引理 ７ 给出的一个 ＩＭＧＣ((２５ꎬ７)ꎻＫ２×Ｋ３)作为输入

设计ꎬ可得一个 ＩＭＧＣ((１８ｔ＋ｗ＋７ꎬ ｗ＋７)ꎻＫ２×Ｋ３) . 既然 ＭＧＣ(７ꎻＫ２×Ｋ３)和 ＭＧＣ(１６ꎻＫ２×Ｋ３)都存在ꎬ应用构造

１ꎬ填入 ＭＧＣ(７ꎻＫ２×Ｋ３)或 ＭＧＣ(１６ꎻＫ２×Ｋ３)ꎬ可得 ＭＧＣ(１８ｔ＋ｗ＋７ꎻＫ２×Ｋ３)ꎬ这里 ｗ∈{０ꎬ９} .
引理 ２３　 对于任意正整数 ｖ≡２(ｍｏｄ ３)且 ｖ≥５ꎬＭＧＣ(ｖꎻＫ２×Ｋ３)存在.
证明　 (１)ｖ≡２(ｍｏｄ ９)
当 ｖ＝ １１ 或 ２０ 时ꎬＭＧＣ(ｖꎻＫ２×Ｋ３)由引理 １３ 给出. 当 ｖ≥２９ 时ꎬ记 ｖ＝ ９ｔ＋２ꎬ则 ｔ≥３. 由引理 ７ 知ꎬ型为

９ｔ 的 Ｋ２×Ｋ３ －ＧＤＤ 存在. 应用构造 ２ꎬ以引理 ７ 给出的 ＩＭＧＣ ((１１ꎬ２)ꎻＫ２ ×Ｋ３ ) 作为输入设计ꎬ可得

ＩＭＧＣ((９ｔ＋２ꎬ１１)ꎻＫ２×Ｋ３) . 应用构造 １ꎬ填入 ＭＧＣ(１１ꎻＫ２×Ｋ３)可得 ＭＧＣ(９ｔ＋２ꎻＫ２×Ｋ３) .
(２)ｖ≡５(ｍｏｄ ９)
当 ｖ∈{５ꎬ１４ꎬ２３}时ꎬＭＧＣ(ｖꎻＫ２×Ｋ３)由引理 １６ 给出. 当 ｖ≥３２ 时ꎬ记 ｖ＝ ９ｔ＋５ꎬ则 ｔ≥３. 由引理 ６ 知ꎬ型

为 ９ｔ 的 Ｋ２ ×Ｋ３ －ＧＤＤ 存在. 应用构造 ２ꎬ以引理 １０ 给出的 ＩＭＧＣ((１４ꎬ５)ꎻＫ２ ×Ｋ３)作为输入设计ꎬ可得

ＩＭＧＣ((９ｔ＋５ꎬ５)ꎻＫ２×Ｋ３) . 应用构造 １ꎬ填入一个 ＭＧＣ(５ꎻＫ２×Ｋ３)可得 ＭＧＣ(９ｔ＋５ꎻＫ２×Ｋ３) .
(３)ｖ≡８(ｍｏｄ ９)
当 ｖ∈{８ꎬ１７ꎬ２６ꎬ３５ꎬ４４ꎬ５３}时ꎬＭＧＣ(ｖꎻＫ２×Ｋ３)由引理 １８ 给出. 当 ｖ≥６２ 时ꎬ记 ｖ＝１８ｔ＋ｗ＋８ꎬｗ∈{０ꎬ９}ꎬ则

ｔ≥３. 由引理 ６ 知ꎬ型为 １８ｔｗ１ 的 Ｋ２×Ｋ３－ＧＤＤ 存在. 应用构造 ２ꎬ以引理 １２ 给出的 ＩＭＧＣ((２６ꎬ８)ꎻＫ２×Ｋ３)作为

输入设计ꎬ可得 ＩＭＧＣ((１８ｔ＋ｗ＋８ꎬｗ＋８)ꎻＫ２×Ｋ３) . 既然 ＭＧＣ(８ꎻＫ２×Ｋ３)和 ＭＧＣ(１７ꎻＫ２×Ｋ３)都存在ꎬ应用构造

１ꎬ填入 ＭＧＣ(８ꎻＫ２×Ｋ３)或 ＭＧＣ(１７ꎻＫ２×Ｋ３)ꎬ可得 ＭＧＣ(１８ｔ＋ｗ＋８ꎻＫ２×Ｋ３)ꎬｗ∈{０ꎬ９} .
下面我们可以给出定理 ２ 的证明.
定理 ２　 对于任意正整数 ｖ≥３ 且 ｖ∉{３４ꎬ４３ꎬ５２}ꎬＭＧＣ(ｖꎻＫ２×Ｋ３)存在.
证明　 结合引理 ４ 和引理 ２１－２３ 可得结论.
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