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考虑多个避难所中的捕食－食饵快慢动力学分析

田守静ꎬ尹斌芳ꎬ齐龙兴

(安徽大学数学科学学院ꎬ安徽 合肥 ２３０６０１)

[摘要] 　 基于实际生态现象ꎬ考虑被捕食者会有多个避难所的情形ꎬ建立了一个多个避难所的捕食－食饵模型.
基于不同的时间尺度ꎬ运用奇异摄动理论分析慢系统的动力学行为. 稳定性分析得出当阈值条件大于 １ 时ꎬ会有

Ｈｏｐｆ 分支现象出现. 结果表明ꎬ避难所的添加可能会导致系统失去稳定性. 另外ꎬ对被捕食者有一个避难所和多

个避难所这两种情况进行了比较ꎬ发现被捕食者在公开区域和避难所之间的移动ꎬ以及避难所的大小也会影响

捕食－食饵动力学性态.
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自然界中大多数动物都面临变成食饵的危险. 为了躲避掠食者ꎬ一个有效的策略是避免栖息地被掠

食者占领和寻求庇护ꎬ这样它们就不容易被捕捉到[１] . 以蜥蜴为例ꎬ他们通过逃到最近的避难所来躲避掠

食者ꎬ如岩石裂缝[２－３] . 许多的食饵ꎬ如招潮蟹ꎬ通过多级反捕食行为逃避捕食者[４] . 根据最佳逃生理论ꎬ利
用多个避难所是一个避免掠食者的最佳逃生策略. ２００８ 年ꎬＲｅｅｂｓ 为了研究鱼类是如何试图躲避捕食者

的ꎬ在一个池塘里做了实验[５] . 这个池塘分为两个部分ꎬ一部分只有食饵ꎬ另一部分不仅有食饵还引入了

捕食者. 研究发现ꎬ鱼类可以转换自己的栖息地去躲避危险. 另一个例子是关于捕食者豹猫和食饵刺豚

鼠ꎬ２０１０ 年 Ｅｍｓｅｎｓ 以及其他人在研究中发现ꎬ食饵的避难所吸引了捕食者ꎬ而且食饵避难所可以提高捕

食者在食饵避难所附近活动的频率[６] . 这个结论表明食饵应该使用多个避难所ꎬ从而有选择性地逃避捕

食者. 这就自然引发了一个疑问:多个避难所是否影响了捕食－食饵系统?
在自然界中ꎬ食饵可能有多个避难所[４－６] . 食饵对于潜在的威胁将本能地撤退到更多的场合. 食饵也

可能迁移这些避难所寻求食物或躲避天敌[７] . 因此ꎬ有必要研究在多个避难所的迁移对捕食－食饵系统的

影响. 在[８－１０]中ꎬ作者考虑捕食者－食饵系统中食饵在两个斑块的迁移. 这两个斑块对于食饵和捕食者

是开放的栖息地. 他们的研究表明ꎬ食饵在两个斑块之间的迁移能影响捕食－食饵动力系统. [９]研究密度

依赖的传播的影响ꎬ从公共斑块扩散到避难所ꎬ并与竞争的结果呈负相关. 这项研究表明ꎬ如果食饵是侵

—９２—
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略性的ꎬ食饵可以生存ꎬ甚至挑起捕食者的灭绝. 在[１０]中ꎬ作者建立了一个 Ｈｏｌｌｉｎｇ Ⅱ型功能性反应的捕

食－食饵模型ꎬ考虑到食饵的避难所和食饵在避难所间的迁移. 除了研究了平衡点的存在性和稳定性ꎬ他
们还研究了在一定条件下 Ｈｏｐｆ 分支绝对会出现. 在[１１]中ꎬ作者在捕食－食饵系统中还考虑到 Ａｌｌｅｅ 效

应. 然而ꎬ这些文章都只考虑食饵有一个避难所. 在本文中ꎬ我们将考虑食饵有多个避难所和食饵在避难

所间的迁移ꎬ并研究其在捕食－食饵动力系统行为中的影响.
本文内容概况如下:第一部分ꎬ考虑食饵有多个避难所的情况ꎬ建立了一个多个避难所的捕食－食

饵模型ꎬ类似文献[１１]ꎬ利用奇异摄动理论讨论了系统平衡点的稳定性ꎻ第二部分分析 Ｈｏｐｆ 分支的出

现ꎻ第三部分将食饵有一个避难所和多个避难所这两种情况进行了比较. 在文章的最后进行简短的

讨论.

图 １　 各斑块图

Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｔｈｅ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｐｒｅｙ ａｎｄ ｐｒｅｄａｔｏｒ

表 １　 参数

Ｔａｂｌｅ １　 Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

参数 描述

Ｃｉｊ 斑块 ｉ对斑块 ｊ的迁移率

ｒｉ 食饵在斑块 ｉ中的内禀增长率

Ｋｉ 食饵在斑块 ｉ中的环境容纳量

ａ 半饱和常数

ｂ 在斑块中捕食者对食饵的攻击率

ｃ 转换率

ｄ 斑块中捕食者的死亡率

ε 表示时间尺度的小的正参数

１　 模型

我们假设有 ｎ个斑块的捕食者和食饵. 斑块 １ 是一个

开放的栖息地ꎬ斑块 １ 中包含捕食者和食饵ꎬ其中捕食者能

捕捉食饵. 而其他斑块中只有食饵. 食饵在这些斑块间的

迁移如图 １.
考虑多个食饵避难所ꎬ修订文献 [ １１] 中的模型ꎬ

如下:
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Ｃ ｉｊｘｉ＋ｒｉｘｉ １－

ｘｉ
Ｋ ｉ

æ

è
ç

ö

ø
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(１)
其中 ｘ１ 是在开放的栖息地中食饵的数量(即斑块 ｉ ＝ １)ꎬ
ｘ ｉ 代表避难所中食饵的数量(即斑块 ｉ ＝ ２ꎬ􀆺ꎬｎ)ꎬｙ 代表

在开放的栖息地中捕食者的数量(即斑块 ｉ ＝ １) . 所有的

参数都列在表 １ 中. 如果 ｂｃ≤ｄꎬ捕食者数量将永远不会

增长ꎬ所以我们假设 ｂｃ>ｄ. 我们将研究捕食－食饵系统动

力学中多个避难所以及食饵在各个斑块之间的迁移的

影响.

根据生态学ꎬ这些参数是两个不同的时间尺度. 由于 ｒｉꎬｂꎬｄ( ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ)这些参数大约是以每年为

单位ꎬ而参数 Ｃ ｉｊ是以每天为单位ꎬ前者发生在更快的时间尺度中. 令 ｒｉ ＝ε􀭴ｒｉꎬｂ＝ε􀭴ｂꎬｄ ＝ ε􀭹ｄꎬ这里 ε是很小的

正参数ꎬ且 ε＝ ｏ(１０－３)ꎬ这是由捕食与食饵的生物学意义决定的. 利用新的参数ꎬ模型(１)变成:
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令 ｘ＝ ｘ１＋ｘ２＋􀆺＋ｘｎ 为食饵的总数ꎬｕｉ ＝
ｘｉ
ｘ
( ｉ＝ １ꎬ２􀆺ꎬｎ)为食饵在斑块 ｉ中所占的比例. 我们可以将(２)

重新写为:
—０３—
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令(３)中的 ε＝ ０ꎬ得快系统如下:
ｄｕｉ
ｄｔ

＝ ∑
ｎ

ｊ ＝ １ꎬｉ≠ｊ
Ｃ ｊｉｕ ｊ－ ∑

ｎ

ｊ ＝ １ꎬｉ≠ｊ
Ｃ ｉｊｕｉ .( ｉ＝ ２ꎬ３ꎬ􀆺ꎬｎ－１) (４)

可以证明平衡点(ｕ∗１ ꎬｕ∗２ ꎬ􀆺ｕ∗ｎ )满足下面方程组

∑
ｎ

ｊ ＝ １
Ｃ ｊｉｕ ｊ －∑

ｎ

ｊ ＝ １
Ｃ ｉｊｕｉ ＝ ０ꎬ( ｉ ＝ ２ꎬ３ꎬ􀆺ꎬｎ － １ꎬｉ≠ ｊ)

ｕ１ ＋ ｕ２ ＋ 􀆺 ＋ ｕｎ ＝ １.
{

进而得到一个慢流形ꎬ定义如下

Ｍ＝{(ｕ１ꎬｕ２ꎬ􀆺ｕｎ－１ꎬｘꎬｙ):ｕｉ ＝ｕ∗ｉ ( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ－１)} .
现在如果我们重新调整时间尺度ꎬ令(３)中的 ＝εｔꎬ我们得到一个慢系统:

ε
ｄｕ１
ｄ 
＝∑

ｎ

ｊ ＝ ２
Ｃ ｊ１ｕ ｊ －∑

ｎ

ｊ ＝ ２
Ｃ１ｊｕ１ ＋ ε 􀭴ｒ１ｕ１(１ － ｕ１) １ －

ｕ１ｘ
Ｋ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ － (１ － ｕ１)

􀭴ｂｕ１ｙ
ａ ＋ ｕ１ｘ

－ ｕ１∑
ｎ

ｊ ＝ ２

􀭴ｒ ｊｕ ｊ １ －
ｕ ｊｘ
Ｋ ｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ꎬ

ε
ｄｕｉ
ｄ 
＝ ∑

ｎ

ｊ ＝ １ꎬｉ≠ｊ
Ｃ ｊｉｕ ｊ － ∑

ｎ

ｊ ＝ １ꎬｉ≠ｊ
Ｃ ｉｊｕｉ ＋ ε 􀭴ｒｉｕｉ １ －

ｕｉｘ
Ｋ ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ꎬ( ｉ ＝ ２ꎬ３ꎬ􀆺ꎬｎ － １)

ｄｘ
ｄ 
＝ ｘ ∑

ｎ

ｉ ＝ １

􀭴ｒｉｕｉ １ －
ｕｉｘ
Ｋ ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ －

􀭴ｂｕ１ｙ
ａ ＋ ｕ１ｘ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ꎬ

ｄｙ
ｄ 
＝ ｙ

ｃ􀭴ｂｕ１ｘ
ａ ＋ ｕ１ｘ

－ 􀭹ｄ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú .

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï

(５)

在(５)中ꎬ令 ε＝ ０ꎬ用 ｕ∗代替 ｕꎬＭ上的慢动力学可以由下面方程组来描述

ｄｘ
ｄ 
＝∑

ｎ

ｉ ＝ １

􀭴ｒｉｕ∗ｉ ｘ －∑
ｎ

ｉ ＝ １

􀭴ｒｉ(ｕ∗ｉ ) ２

Ｋ ｉ
ｘ２ －

􀭴ｂｕ∗１ ｘｙ
ａ ＋ ｕ∗１ ｘ

ꎬ

ｄｙ
ｄ 
＝ － 􀭹ｄｙ ＋

ｃ􀭴ｂｕ∗１ ｘｙ
ａ ＋ ｕ∗１ ｘ

.

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(６)

令方程(６)的右边等于零ꎬ得到

ｘ ＝ ０ꎬｙ ＝
ａ ＋ ｕ∗１ ｘ

􀭴ｂｕ∗１
∑
ｎ

ｉ ＝ １

􀭴ｒｉｕ∗ｉ －∑
ｎ

ｉ ＝ １

􀭴ｒｉ(ｕ∗ｉ ) ２

Ｋ ｉ
ｘ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ꎬ

ｙ ＝ ０ꎬｘ ＝ ａ􀭹ｄ
(ｃ􀭴ｂ － 􀭹ｄ)ｕ∗１

.

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

令

Ｒｎ ＝
∑ ｎ

ｉ ＝ １
􀭴ｒｉｕ∗ｉ

∑ ｎ

ｉ ＝ １

ａ􀭹ｄ􀭴ｒｉ(ｕ∗ｉ ) ２

(ｃ􀭴ｂ － 􀭹ｄ)ｕ∗１ Ｋ ｉ

ꎬ

其中分子表示在所有路径食饵的增长比例的总和ꎬ分母表示由于在平衡状态的所有斑块的内部竞争导致

—１３—
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的食饵的减少比例. 很容易看出ꎬ阈值条件是一个关于 Ｋ ｉ 的递增函数ꎬ也是一个关于 ｕ∗的递减函数. 因此

它与食饵的迁移有关. 令 Ｐ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １

􀭴ｒｉｕ∗ｉ ꎬＱ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １

􀭴ｒｉ(ｕ∗ｉ ) ２

Ｋ ｉ
ꎬ我们能得到

Ｒｎ ＝
(ｃ􀭴ｂ－􀭹ｄ)ｕ∗１
ａ􀭹ｄ

Ｐ
Ｑ
.

则系统至多有 ３ 个平衡点

Ｅ０ ＝(０ꎬ０)ꎬ

Ｅ１ ＝

∑ ｎ

ｉ ＝ １
􀭴ｒｉｕ∗ｉ

∑ ｎ

ｉ ＝ １

􀭴ｒｉ(ｕ∗ｉ ) ２

Ｋ ｉ

ꎬ０
æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

ꎬ

Ｅ２ ＝
ａ􀭹ｄ

(ｃ􀭴ｂ － 􀭹ｄ)ｕ∗１
ꎬ
ａｃ∑ ｎ

ｉ ＝ １
􀭴ｒｉｕ∗ｉ

(ｃ􀭴ｂ － 􀭹ｄ)ｕ∗１ １ －
∑ ｎ

ｉ ＝ １

ａ􀭹ｄ􀭴ｒｉ(ｕ∗ｉ ) ２

(ｃ􀭴ｂ － 􀭹ｄ)ｕ∗１ Ｋ ｉ

∑ ｎ

ｉ ＝ １
􀭴ｒｉｕ∗ｉ

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

.

如果 Ｒｎ>１ꎬＥ２ ＝
ａ􀭹ｄ

(ｃ􀭴ｂ－􀭹ｄ)ｕ∗１
ꎬ ａｃＰ
(ｃ􀭴ｂ－􀭹ｄ)ｕ∗１

１－ １
Ｒｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ . 如果 Ｒｎ<１ꎬＥ２ 不存在.

下面我们研究系统(６)在慢系统中的动力学性态.
首先计算系统(６)的雅克比行列式

Ｊ＝
Ｐ－２ｘＱ－

ａ􀭴ｂｕ∗１ ｙ
(ａ＋ｕ∗１ ｘ) ２ －

􀭴ｂｕ∗１ ｘ
ａ＋ｕ∗１ ｘ

ａ􀭴ｂｃｕ∗１ ｙ
(ａ＋ｕ∗１ ｘ) ２

􀭴ｂｃｕ∗１ ｘ
ａ＋ｕ∗１ ｘ

－􀭹ｄ

.

对于 Ｅ０ꎬ有两个特征值 Ｐ和－􀭹ｄ. 因此 Ｅ０ 是不稳定的鞍点.
对于 Ｅ１ꎬ

ＪＥ１ ＝
－Ｐ －

􀭴ｂｕ∗１ Ｐ
ａＱ＋ｕ∗１ Ｐ

０
􀭴ｂｃｕ∗１ Ｐ
ａＱ＋ｕ∗１ Ｐ

－􀭹ｄ

ꎬ

那么 Ｅ１ 当且仅当 Ｒｎ<１ 时 Ｅ１ 局部渐近稳定ꎬ当 Ｒｎ>１ 时 Ｅ１ 是不稳定的鞍点.
对于 Ｅ２ꎬ

ＪＥ２ ＝
ａ１１ －

􀭹ｄ
ｃ

ａ２１ ０
.

如果 Ｒｎ>１ꎬ

ａ２１ ＝
(􀭴ｂｃ－􀭹ｄ)Ｐ

􀭴ｂ
(１－１ / Ｒｎ)>０ꎬ　

ａ１１ ＝
ａ􀭹ｄ２

􀭴ｂｃ(􀭴ｂｃ－􀭹ｄ)ｕ∗１
Ｑ Ｒｎ－

􀭴ｂｃ＋􀭹ｄ
􀭹ｄ

æ

è
ç

ö

ø
÷ .

如果 １<Ｒｎ<１＋
􀭴ｂｃ
􀭹ｄ
ꎬａ１１<０ꎬ那么 Ｅ２ 局部渐近稳定.

如果 Ｒｎ>１＋
􀭴ｂｃ
􀭹ｄ
ꎬａ１１>０ꎬ那么 Ｅ２ 不稳定.

—２３—
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总之ꎬ我们可以得到系统(６)平衡点的稳定性如下:
命题 １　 (１)Ｅ０ 是不稳定鞍点ꎻ
(２)当且仅当 Ｒｎ<１ 时 Ｅ１ 局部渐近稳定ꎬ当 Ｒｎ>１ 时 Ｅ１ 是不稳定的鞍点ꎻ

(３)当 １<Ｒｎ<１＋
􀭴ｂｃ
􀭹ｄ
ꎬＥ２ 局部渐近稳定ꎻ当 Ｒｎ>１＋

􀭴ｂｃ
􀭹ｄ
ꎬＥ２ 不稳定.

２　 Ｈｏｐｆ 分支

在本节我们研究 Ｅ２ 在 Ｒｎ ＝ １＋
􀭴ｂｃ
􀭹ｄ
时的动力学性态.

ＪＥ２的特征方程为

λ２－ａ１１λ＋
􀭹ｄ
ｃ
ａ２１ ＝ ０.

它的根为

λ１ꎬ２ ＝
１
２
ａ１１±

１
２
ａ２１１－

４􀭹ｄ
ｃ
ａ２１ ＝μ(Ｒｎ)±ｉω(Ｒｎ) .

当 Ｒｎ ＝ １＋
􀭴ｂｃ
􀭹ｄ
ꎬａ１１ ＝ ０ 时ꎬ其特征根为 λ１ꎬ２ ＝ ｉωꎬ此时会有 Ｈｏｐｆ 分支出现.

在这种情形下ꎬ

ω２ ＝ ｄ
ｃ
ａ２１ ＝

􀭹ｄ(􀭴ｂｃ－􀭹ｄ)
􀭴ｂｃ＋􀭹ｄ

Ｐ>０.

满足横截条件:

μ′(Ｒｎ)＝
ａ􀭹ｄ２

２􀭴ｂｃ(􀭴ｂｃ－􀭹ｄ)ｕ∗１
Ｑ>０.

现在我们计算李亚普诺夫第一系数. 当 Ｒｎ ＝ １＋
􀭴ｂｃ
􀭹ｄ
时改写 Ｅ２ 的坐标:

(ｘ０ꎬｙ０)＝
ａ􀭹ｄ

(􀭴ｂｃ－􀭹ｄ)ｕ∗１
ꎬ ａ􀭴ｂｃ２Ｐ
(􀭴ｂｃ＋􀭹ｄ)(􀭴ｂｃ－􀭹ｄ)ｕ∗１

æ

è
ç

ö

ø
÷ .

注意到慢系统(６)为
ｘ̇＝Ｐｘ(ａ＋ｕ∗１ ｘ)－Ｑｘ２(ａ＋ｕ∗１ ｘ)－ｂｕ∗１ ｘｙꎬ

ｙ̇＝ －􀭹ｄ(ａ＋ｕ∗１ ｘ)ｙ＋􀭴ｂｃｕ∗１ ｘｙ.
{ (７)

利用变量变换把平衡点移至原点坐标ꎬ即为

ｘ＝ ｘ０＋ξ１ꎬ

ｙ＝ ｙ０＋ξ２ꎬ
{

则我们可以得到一个新系统

ξ̇１ ＝(２Ｐｘ０ｕ∗１ ＋ａＰ－２ａｘ０Ｑ－􀭴ｂｕ∗１ ｙ０)ξ１－􀭴ｂｘ０ｕ∗１ ξ２＋(Ｐｕ∗１ －３ｘ０ｕ∗１ Ｑ－ａＱ)ξ２１－􀭴ｂｕ∗１ ξ１ξ２－Ｑｕ∗１ ξ３１ꎬ

ξ̇２ ＝(􀭴ｂｃｕ∗１ ｙ０－􀭹ｄｕ∗１ ｙ０)ξ１＋(􀭴ｂｃｕ∗１ ｘ０－ａ􀭹ｄ－􀭹ｄｕ∗１ ｘ０)ξ２＋(􀭴ｂｃｕ∗１ －􀭹ｄｕ∗１ )ξ１ξ２ .
{ (８)

由于

Ｒｎ ＝
∑
ｎ

ｉ ＝ １

􀭴ｒｉｕ∗ｉ

∑
ｎ

ｉ ＝ １

ａ􀭹ｄ􀭴ｒｉ(ｕ∗ｉ ) ２

(􀭴ｂｃ － 􀭹ｄ)ｕ∗１ Ｋ ｉ

＝
Ｐ(􀭴ｂｃ－􀭹ｄ)ｕ∗１
Ｑａ􀭹ｄ

＝ １＋
􀭴ｂｃ
􀭹ｄ
ꎬ

可得

—３３—
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Ｑ＝
(􀭴ｂｃ－􀭹ｄ)ｕ∗１
ａ(􀭴ｂｃ＋􀭹ｄ)

Ｐ.

系统(８)写为

ξ̇１ ＝ －􀭴ｂｘ０ｕ∗１ ξ２－
ｕ∗１ 􀭹ｄ
􀭴ｂｃ＋􀭹ｄ
Ｐξ２１－􀭴ｂｕ∗１ ξ１ξ２－Ｑｕ∗１ ξ３１ꎬ

ξ̇２ ＝
ａ􀭴ｂｃ２

􀭴ｂｃ＋􀭹ｄ
Ｐξ１＋(􀭴ｂｃｕ∗１ －􀭹ｄｕ∗１ )ξ１ξ２ .

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(９)

这个系统可表示如下

ξ̇＝Ａξ＋ １
２
Ｂ(ξꎬξ)＋ １

６
Ｃ(ξꎬξꎬξ)ꎬ

这里 Ａ＝Ａ(Ｒｎ)ꎬ以及多功能函数 ＢꎬＣ 是关于 ξ＝(ξ１ꎬξ２)ꎬη＝(η１ꎬη２)和 ζ＝(ζ１ꎬζ２)的矢量:

Ｂ(ξꎬη)＝
－
２ｕ∗１ 􀭹ｄ
􀭰ｂｃ＋􀭹ｄ

Ｐξ１η１－􀭴ｂｕ∗１ (ξ１η２＋ξ２η１)

(􀭴ｂｃ－􀭹ｄ)ｕ∗１ (ξ１η２＋ξ２η１)

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

ꎬ

Ｃ(ξꎬηꎬζ)＝
－６Ｑｕ∗１ ξ１η１ζ１

０
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ .

矩阵 Ａ(Ｒｎ)写成 Ａ＝
０ －􀭴ｂｘ０ｕ∗１
ａ􀭴ｂｃ２

􀭴ｂｃ＋􀭹ｄ
Ｐ ０

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
. 由于 Ｐ＝

􀭴ｂｃ＋􀭹ｄ
􀭹ｄ(􀭴ｂｃ－􀭹ｄ)

ω２ꎬＡ 的特征值为 λ１ ＝
ａ􀭴ｂｃ
􀭴ｂｃ－􀭹ｄ
ωｉꎬλ２ ＝－ ａ

􀭴ｂｃ
􀭴ｂｃ－􀭹ｄ
ωｉ. 由

Ａｑ＝λ２ｑꎬＡＴｑ＝λ１ｐꎬ可得特征向量为 ｑ＝
􀭹ｄ
ｉωｃ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬｐ＝

ωｃ
ｉ􀭹ｄ

æ

è
ç

ö

ø
÷ . 归一化[ｐꎬｑ] ＝１ꎬ我们可以选取

ｑ＝
􀭹ｄ
ｉωｃ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬｐ＝

１
２ωｃｄ

ωｃ
ｉ􀭹ｄ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

１
２􀭹ｄ
ｉ

２ωｃ

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

.

计算可得

Ｂ(ｑꎬｑ)＝
－
２ｕ∗１ 􀭹ｄ
􀭴ｂｃ＋􀭹ｄ

Ｐ􀭹ｄ２－􀭴ｂｕ∗１ (２ωｃ􀭹ｄｉ)

(􀭴ｂｃ－􀭹ｄ)ｕ∗１ (２ωｃ􀭹ｄｉ)

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

ꎬＢ(ｑꎬ􀭵ｑ)＝
－
２ｕ∗１ 􀭹ｄ
􀭴ｂｃ＋􀭹ｄ

Ｐ􀭹ｄ２

０

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
ꎬ

Ｃ(ｑꎬｑꎬ􀭵ｑ)＝
－６Ｑｕ∗１ ｄ３

０
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ .

可以得到

ｇ２０ ＝‹ｐꎬＢ(ｑꎬｑ)› ＝ －
ｕ∗１ 􀭹ｄ２

􀭴ｂｃ＋􀭹ｄ
Ｐ＋(􀭴ｂｃ－􀭹ｄ)ｕ∗１ 􀭹ｄ－􀭴ｂｃｕ∗１ ωｉꎬ

ｇ１１ ＝‹ｐꎬＢ(ｑꎬ􀭵ｑ)› ＝ －
ｕ∗１ 􀭹ｄ２

􀭴ｂｃ＋􀭹ｄ
Ｐꎬ

ｇ２１ ＝‹ｐꎬＣ(ｑꎬｑꎬ􀭵ｑ)› ＝ －３Ｑｕ∗１ 􀭹ｄ２ .
因此ꎬ李亚普诺夫系数为

ｌ(Ｒｎ)＝
１

２ω２Ｒｅ( ｉｇ２０ｇ１１＋ωｇ２１)＝
１

２ω２
－􀭴ｂｃω

(ｕ∗１ ) ２􀭹ｄ２

􀭴ｂｃ＋􀭹ｄ
－３Ｑｕ∗１ 􀭹ｄ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
<０.

因此ꎬ当 Ｒｎ ＝ １＋
􀭴ｂｃ
􀭹ｄ
时ꎬ会有唯一的一个稳定的极限环在平衡点 Ｅ２ 处以 Ｈｏｐｆ 分支出现.

—４３—
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命题 ２　 如果 Ｒｎ ＝ １＋
􀭴ｂｃ
􀭹ｄ
ꎬ会有唯一的一个稳定的极限环在平衡点 Ｅ２ 处以 Ｈｏｐｆ 分支出现.

３　 比较食饵的一个和多个避难所情形

由前面的分析可知捕食－食饵系统阈值条件为

Ｒｎ ＝
∑
ｎ

ｉ ＝ １

􀭴ｒｉｕ∗ｉ

∑
ｎ

ｉ ＝ １

ａ􀭹ｄ􀭴ｒｉ(ｕ∗ｉ ) ２

(􀭴ｂｃ － 􀭹ｄ)ｕ∗１ Ｋ ｉ

.

为了研究在多个避难所的动力学差异ꎬ我们选择 ｎ ＝ ２ꎬ３ꎬ４ 三个例子. 此外ꎬ由于系统的复杂性ꎬ假设

食饵在各个避难所之间没有迁移. 即 Ｃ２３ ＝Ｃ３２ ＝Ｃ２４ ＝Ｃ４２ ＝Ｃ３４ ＝Ｃ４３ ＝ ０. 则阈值条件分别为:

Ｒ２ ＝
􀭴ｒ１Ｃ２

２１＋􀭴ｒ２Ｃ１２Ｃ２１

􀭴ｒ１Ｃ２
２１

Ｋ１
＋
􀭴ｒ２Ｃ２

１２

Ｋ２

􀭴ｂｃ－􀭹ｄ
ａ􀭹ｄ

ꎬ

Ｒ３ ＝
􀭴ｒ１Ｃ２

２１Ｃ２
３１＋􀭴ｒ２Ｃ１２Ｃ２１Ｃ２

３１＋􀭴ｒ３Ｃ１３Ｃ３１Ｃ２
２１

􀭴ｒ１Ｃ２
２１Ｃ２

３１

Ｋ１
＋
􀭴ｒ２Ｃ２

１２Ｃ２
３１

Ｋ２
＋
􀭴ｒ３Ｃ２

１３Ｃ２
２１

Ｋ３

􀭴ｂｃ－􀭹ｄ
ａ􀭹ｄ

ꎬ

Ｒ４ ＝
􀭴ｒ１Ｃ２

２１Ｃ２
３１Ｃ２

４１＋􀭴ｒ２Ｃ１２Ｃ２１Ｃ２
３１Ｃ２

４１＋􀭴ｒ３Ｃ１３Ｃ３１Ｃ２
２１Ｃ２

４１＋􀭴ｒ４Ｃ１４Ｃ４１Ｃ２
２１Ｃ２

３１

􀭴ｒ１Ｃ２
２１Ｃ２

３１Ｃ２
４１

Ｋ１
＋
􀭴ｒ２Ｃ２

１２Ｃ２
３１Ｃ２

４１

Ｋ２
＋
􀭴ｒ３Ｃ２

１３Ｃ２
２１Ｃ２

４１

Ｋ３
＋
􀭴ｒ４Ｃ２

１４Ｃ２
２１Ｃ２

３１

Ｋ４

􀭴ｂｃ－􀭹ｄ
ａ􀭹ｄ
.

利用分子差分法可以得到

如果
Ｋ３Ｃ３１

Ｃ１３
>( ＝ꎬ<) ａ

􀭹ｄ
􀭴ｂｃ－􀭹ｄ
Ｒ２ꎬ则 Ｒ３>(<ꎬ＝)Ｒ２ꎻ

如果
Ｋ４Ｃ４１

Ｃ１４
>( ＝ꎬ<) ａ

􀭹ｄ
􀭴ｂｃ－􀭹ｄ
Ｒ３ꎬ则 Ｒ４>(<ꎬ＝)Ｒ３ .

事实上ꎬ ａ
􀭹ｄ

􀭴ｂｃ－􀭹ｄ
是指处于平衡状态下开放的栖息地的捕食数量. 令 ｘ∗１ ＝ ａ

􀭹ｄ
􀭴ｂｃ－􀭹ｄ
.

对于 ｎ≥２ꎬ利用数学归纳法得

命题 ３　 这些阈值的关系是:

(１)若
ＫｎＣｎ１
Ｃ１ｎｘ∗１

>Ｒｎ－１ꎬ则 Ｒｎ>Ｒｎ－１ꎻ

(２)若
ＫｎＣｎ１
Ｃ１ｎｘ∗１

＝Ｒｎ－１ꎬ则 Ｒｎ ＝Ｒｎ－１ꎻ

(３)若
ＫｎＣｎ１
Ｃ１ｎｘ∗１

<Ｒｎ－１ꎬ则 Ｒｎ<Ｒｎ－１ .

从这里我们可以看到ꎬ在开放的栖息地中的捕食者数量以及开放的栖息地和避难所之间的食饵的迁

移能够影响捕食－食饵系统. 当我们添加一个避难所ꎬ在某些条件下ꎬ系统的稳定性可能会丧失. 此外ꎬ避

难所的大小也会对此有所影响. 换句话说ꎬ如果 Ｒｎ－１比 １ 或者 １＋
􀭴ｂｃ
􀭹ｄ
大ꎬＲｎ 可能不大于 １ 或者 １＋

􀭴ｂｃ
􀭹ｄ
. 这就意

味着增加一个避难所ꎬ食饵可能不会与捕食者共存. 有时捕食者和食饵的动态是周期性的ꎬ但是添加一个

避难所这个动态可能会趋于稳定共存. 关于阈值和 １ꎬ１＋
􀭴ｂｃ
􀭹ｄ
之间的大小关系ꎬ我们不能进行证明ꎬ只能通过

数值比较. 根据一些文献的参数值如表 ２ 所示.
—５３—
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表 ２　 参数值

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｈｅ ｖａｌｕｅ ｏｆ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

参数 描述 参数值

Ｃｉｊ 斑块 ｉ对斑块 ｊ的迁移率 ０.１－０.２ / ｄ
􀭴ｒｉ 食饵在斑块 ｉ中的内禀增长率 ０.１－０.２ / ｄ
Ｋｉ 食饵在斑块 ｉ中的环境容纳量 ５－５０
ａ 半饱和常数 ０.６－２０
􀭴ｂ 在斑块 １ 中捕食者对食饵的攻击速度 ０.１－５ / ｄ
ｃ 转换效率 ０.３２－１ / ｄ
􀭹ｄ 斑块 １ 中捕食者的死亡率 ０.０７－２ / ｄ
ε 很小的正的参数 ０.０１－０.５

　 　 现在我们比较一个与两个避难所这两种情

况(表 ３ꎬ４) . 从表 ３ 我们可以看到 Ｃ１２与 Ｃ１３可以

改变动力学性态. 但是ꎬ从表 ４ 我们发现当两个

避难所之间有食饵的迁移时动力学性态没有太

大的变化.
我们得出的结论是ꎬ当食饵在开放的栖息地

和避难所之间有迁移时ꎬ对捕食－食饵系统的动

力学产生影响. 但是ꎬ当食饵在各个避难所之间

迁移的时候ꎬ对捕食－食饵系统的动力学影响不

是太大.
表 ３　 当 􀭴ｒ１ ＝０.１ꎬ􀭴ｒ２ ＝０.２ꎬＫ１ ＝５ꎬＫ２ ＝５ꎬＫ３ ＝５ꎬａ＝１０ꎬ􀭹ｂ＝０.５ꎬｃ＝０.５ꎬ􀭹ｄ＝０.０７ꎬε＝０.５ꎬ Ｃ２１ ＝４ꎬ Ｃ３１ ＝２ꎬ

Ｃ２３ ＝０.１ꎬＣ３２ ＝０.１ 时ꎬ改变 Ｃ１２和 Ｃ１３的值所产生的结果

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔ ｏｆ ｃｈａｎｇｉｎｇ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ Ｃ１２ ａｎｄ Ｃ１３ｗｉｔｈ 􀭴ｒ１ ＝０.１ꎬ􀭴ｒ２ ＝０.２ꎬＫ１ ＝５ꎬＫ２ ＝５ꎬＫ３ ＝５ꎬａ＝１０ꎬ
􀭹ｂ＝０.５ꎬ􀭹ｄ＝０.０７ꎬε＝０.５ꎬＣ２１ ＝４ꎬＣ３１ ＝２ꎬＣ２３ ＝０.１ꎬＣ３２ ＝０.１

Ｃ１２与 Ｃ１３
Ｋ３Ｃ３１

Ｃ１３ｘ∗１
与 Ｒ２ Ｒ２ꎬＲ３ꎬ１ 与 １＋

􀭴ｂｃ
􀭹ｄ

Ｃ１２ ＝ ０.１ꎬＣ１３ ＝ ４
Ｋ３Ｃ３１

Ｃ１３ｘ∗１
<Ｒ２ Ｒ３ ＝ ０.７６<１<Ｒ２ ＝ １.３４<１＋

􀭴ｂｃ
􀭹ｄ

＝ ４.５７

Ｃ１２ ＝ ０.１ꎬＣ１３ ＝ ０.１
Ｋ３Ｃ３１

Ｃ１３ｘ∗１
>Ｒ２ １<Ｒ２ ＝ １.３４<Ｒ３ ＝ １.４６８<１＋

􀭴ｂｃ
􀭹ｄ

＝ ４.５７

Ｃ１２ ＝ ６ꎬＣ１３ ＝ ０.１
Ｋ３Ｃ３１

Ｃ１３ｘ∗１
<Ｒ２ Ｒ２ ＝ ０.９３５<１<Ｒ３ ＝ １.００５<１＋

􀭴ｂｃ
􀭹ｄ

＝ ４.５７

表 ４　 当 􀭴ｒ１ ＝０.１ꎬ􀭴ｒ２ ＝０.２ꎬＫ１ ＝１０ꎬＫ２ ＝１０ꎬＫ３ ＝１０ꎬａ＝６.５ꎬ􀭹ｂ＝０.５ꎬｃ＝０.５ꎬ􀭹ｄ＝０.０７ꎬε＝０.５ꎬ Ｃ１２ ＝０.１ꎬＣ１３ ＝０.１ꎬＣ２１ ＝２ꎬ
Ｃ３１ ＝２ 时ꎬ改变 Ｃ２３和 Ｃ３２的值所产生的结果

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔ ｏｆ ｃｈａｎｇｉｎｇ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ Ｃ２３ ａｎｄ Ｃ３２ ｗｉｔｈ 􀭴ｒ１ ＝０.１ꎬ􀭴ｒ２ ＝０.２ꎬＫ１ ＝１０ꎬＫ２ ＝１０ꎬ Ｋ３ ＝１０ꎬａ＝６.５ꎬ􀭹ｂ＝０.５ꎬ

ｃ＝０.５ꎬ􀭹ｄ＝０.０７ꎬε＝０.５ꎬＣ１２ ＝０.１ꎬＣ１３ ＝０.１ꎬＣ２１ ＝２ꎬＣ３１ ＝２

Ｃ２３与 Ｃ３２
Ｋ３Ｃ３１

Ｃ１３ｘ∗１
与 Ｒ２ Ｒ２ꎬＲ３ꎬ１ 与 １＋

􀭴ｂｃ
􀭹ｄ

Ｃ２３ ＝ ０.１ꎬＣ３２ ＝ ０.１
Ｋ３Ｃ３１

Ｃ１３ｘ∗１
>Ｒ２ １<Ｒ２ ＝ ４.３２<１＋

􀭴ｂｃ
􀭹ｄ

＝ ４.５７<Ｒ３ ＝ ４.７

Ｃ２３ ＝ ０ꎬＣ３２ ＝ ０
Ｋ３Ｃ３１

Ｃ１３ｘ∗１
>Ｒ２ １<Ｒ２ ＝ ４.３３<１＋

􀭴ｂｃ
􀭹ｄ

＝ ４.５７<Ｒ３ ＝ ４.７

Ｃ２３ ＝ ４ꎬＣ３２ ＝ １４
Ｋ３Ｃ３１

Ｃ１３ｘ∗１
>Ｒ２ １<Ｒ２ ＝ ４.３３<１＋

􀭴ｂｃ
􀭹ｄ

＝ ４.５７<Ｒ３ ＝ ４.６８

４　 讨论

根据生物学中食饵与捕食者的快慢尺度ꎬ本文进行了一项有多个避难所和斑块间迁移的食饵的捕食

模型的分析. 运用奇异摄动理论ꎬ我们将这个模型动力学划分为两个时间尺度. 继而又分析了系统在慢时

间尺度上的稳定性. 结果显示:当阈值条件 Ｒｎ>１＋
􀭴ｂｃ
􀭹ｄ
时发生 Ｈｏｐｆ 分支. 在慢系统中我们也能够发现对食饵

增加一个避难所有可能改变捕食－食饵系统. 此外ꎬ食饵在开放的迁移地和避难所之间迁移相较在避难所

之间迁移ꎬ可以对捕食－食饵系统产生更加强有力的影响. 除此之外ꎬ我们发现避难所的大小也有可能影

响系统的稳定性. 从阈值条件 Ｒｎ 的公式中我们可以看到ꎬ捕食－食饵的动力学性态当它避难所承载能力

过高时ꎬ那些低的承载能力的避难所就会失去平衡. 这与文献[１２]的结论保持一致.

—６３—
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