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广义张量型 Ｈｏｍ－李代数 Ｋｅｇｅｌ 定理
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[摘要] 　 设(ＨꎬαＨ)为张量型余三角 Ｈｏｍ－双代数.本文考虑了左(ＨꎬαＨ)－Ｈｏｍ－余模代数ꎬ由此构造得出广义张

量型 Ｈｏｍ－李代数ꎬ并证明了此情形下的 Ｋｅｇｅｌ 定理.
[关键词] 　 张量型余三角 Ｈｏｍ－双代数ꎬ左(ＨꎬαＨ)－Ｈｏｍ－余模代数ꎬ广义张量型 Ｈｏｍ－李代数ꎬＫｅｇｅｌ 定理
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Ａｂｓｔｒａｃｔ:Ｉｎ ｔｈｉｓ ａｒｔｉｃｌｅꎬｗｅ ｃｏｎｓｉｄｅｒ ｔｈｅ ｌｅｆｔ(ＨꎬαＨ) ￣Ｈｏｍ￣ｃｏｍｏｄｕｌｅ ａｌｇｅｂｒａ ｆｏｒ ａ ｍｏｎｏｉｄａｌ ｃｏｔｒｉａｎｇｕｌａｒ Ｈｏｍ￣ｂｉａｌｇｅｂｒａ
(ＨꎬαＨ) . Ｂｙ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｎｇ ｔｈｅ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｍｏｎｏｉｄａｌ Ｈｏｍ￣Ｌｉｅ ａｌｇｅｂｒａꎬｗｅ ｏｂｔａｉｎ ｔｈｅ Ｋｅｇｅｌ’ｓ ｔｈｅｏｒｅｍ ｉｎ ｔｈｉｓ ｓｅｔｔｉｎｇ.
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ:ｍｏｎｏｉｄａｌ ｃｏｔｒｉａｎｇｕｌａｒ Ｈｏｍ￣ｂｉａｌｇｅｂｒａｓꎬｌｅｆｔ(ＨꎬαＨ) ￣Ｈｏｍ￣ｃｏｍｏｄｕｌｅ ａｌｇｅｂｒａｓꎬｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｍｏｎｏｉｄａｌ Ｈｏｍ￣Ｌｉｅ
ａｌｇｅｂｒａｓꎬＫｅｇｅｌ’ｓ ｔｈｅｏｒｅｍ

Ｈｏｍ－结构源于李理论中对向量场上的量子离散形变的研究(见文献[１－３]) .Ｈａｒｔｗｉｇ 等在文献[４]引
入了 Ｈｏｍ－李代数的概念ꎬ并以此分析了 Ｗｉｔｔ 代数和 Ｖｉｒａｓｏｒｏ 代数中的某些结构.Ｍａｋｈｌｏｕｆ 等在文献[５]中
给出了 Ｈｏｍ－代数、Ｈｏｍ－余代数、Ｈｏｍ－双代数、Ｈｏｍ￣Ｈｏｐｆ 代数等概念.近年来ꎬＨｏｍ－结构得到了广泛的研

究.简言之ꎬＨｏｍ－结构就是把原来结构中的恒等映射替换成广义的扭曲映射.最初的 Ｈｏｍ－双代数ꎬ是用不

同的线性映射 α 和 β 来分别描述扭曲和余扭曲结合条件的ꎬ随后ꎬＨｏｍ－双代数就分成两类ꎬ一类是 α＝ βꎬ
仍称为 Ｈｏｍ－双代数ꎬ另一类是张量型 Ｈｏｍ－双代数ꎬ即从张量范畴的观点来阐述 Ｈｏｍ－结构(见文献

[６]) .关于张量型 Ｈｏｍ－结构的进一步研究ꎬ可参考文献[７－８] .
经典的 Ｋｅｇｅｌ 定理是指如果一个环可以写成两个幂零子环的和ꎬ则它也是幂零的[９] .这个结果被推广

到结合代数的情形[１０]、余三角 Ｈｏｐｆ 代数余模范畴中的结合代数的情形[１１]、任意 Ｈｏｐｆ 代数的 Ｙｅｔｔｅｒ￣
Ｄｒｉｎｆｅｌ’ｄ 模范畴中的代数的情形[１２－１３]以及弱 Ｈｏｐｆ 群余代数的情形[１４] 等.那么ꎬ在张量型余三角 Ｈｏｍ－双
代数的 Ｈｏｍ－余模范畴中ꎬＫｅｇｅｌ 定理是否成立呢? 这正是本文所讨论的问题.本文由张量型余三角 Ｈｏｍ－
双代数(ＨꎬαＨ)出发ꎬ通过左(ＨꎬαＨ)－Ｈｏｍ－余模代数(ＡꎬαＡ)构造了广义张量型 Ｈｏｍ－李代数ꎬ从而证明了

此情形下的 Ｋｅｇｅｌ 定理.

１　 预备知识

本节将简单回顾相关概念及结论ꎬ见文献[６－７ꎬ１５] . 设 ｋ为域ꎬＭｋ ＝(Ｍｋꎬ⊗ꎬｋꎬａꎬｌꎬｒ)为 ｋ－模范畴ꎬ张
量型 Ｈｏｍ－范畴 􀭾Ｈ(Ｍｋ)＝ (Ｈ(Ｍｋ)ꎬ⊗ꎬ(ｋꎬｉｄ)ꎬ􀭹ａꎬ􀭴ｌꎬ􀭴ｒ)是一个新的张量范畴.􀭾Ｈ(Ｍｋ)中的对象是二元组

(Ｍꎬμ)ꎬＭ∈Ｍｋꎬμ∈Ａｕｔｋ(Ｍ) .􀭾Ｈ(Ｍｋ)中的态射是 Ｍｋ 中态射 ｆ:(Ｍꎬμ)→(Ｎꎬν)ꎬ且满足 ν 􀳱 ｆ ＝ ｆ 􀳱μ.对任意的

对象(Ｍꎬμ)ꎬ(Ｎꎬν)∈􀭾Ｈ(Ｍｋ)ꎬ张量积及单位如下给出:

—７—
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(Ｍꎬμ)⊗(Ｎꎬν)＝ (Ｍ⊗Ｎꎬμ⊗ν)ꎬ(ｋꎬｉｄ) .
对任意的(Ｍꎬμ)ꎬ(Ｎꎬν)ꎬ(Ｌꎬζ)∈􀭾Ｈ(Ｍｋ)ꎬ结合性约束 􀭹ａ及左右单位约束 􀭴ｌ和 􀭴ｒꎬ分别为:

􀭹ａＭꎬＮꎬＬ ＝ａＭꎬＮꎬＬ 􀳱((μ⊗ｉｄ)⊗ζ
－１)＝ (μ⊗( ｉｄ⊗ζ－１)) 􀳱ａＭꎬＮꎬＬꎬ

􀭴ｌＭ ＝μ 􀳱 ｌＭ ＝ ｌＭ 􀳱( ｉｄ⊗μ)ꎬ　 􀭴ｒＭ ＝μ 􀳱 ｒＭ ＝ ｒＭ 􀳱(μ⊗ｉｄ) .
定义 １　 张量型 Ｈｏｍ－结合代数[６] 是范畴 􀭾Ｈ(Ｍｋ)中的对象(Ａꎬα)ꎬ且存在元素 １Ａ∈Ａ 和线性映射

ｍ:Ａ⊗Ａ→Ａꎬａ⊗ｂ ｜→ａｂꎬ使得对任意的 ａꎬｂꎬｃ∈Ａꎬ有
α(ａ)(ｂｃ)＝ (ａｂ)α(ｃ)ꎬ　 ａ１Ａ ＝ １Ａａ＝α(ａ)ꎬ
α(ａｂ)＝ α(ａ)α(ｂ)ꎬ　 α(１Ａ)＝ １Ａ .

定义 ２　 张量型 Ｈｏｍ－余结合余代数[６]是范畴 􀭾Ｈ(Ｍｋ)中的对象(Ｃꎬβ)ꎬ且存在线性映射 Δ:Ｃ→Ｃ⊗Ｃꎬ
Δ(ｃ)＝ ｃ１⊗ｃ２ꎬ及 ε:Ｃ→ｋꎬ使得

β－１(ｃ１)⊗Δ(ｃ２)＝ Δ(ｃ１)⊗β
－１(ｃ２)ꎬ　 ｃ１ε(ｃ２)＝ ε(ｃ１)ｃ２ ＝β

－１(ｃ)ꎬ

Δ(β(ｃ))＝ β(ｃ１)⊗β(ｃ２)ꎬ ε(β(ｃ))＝ ε(ｃ) .

定义 ３　 张量型 Ｈｏｍ－双代数[６] Ｈ ＝ (Ｈꎬαꎬｍꎬ１ＨꎬΔꎬε)是张量范畴 􀭾Ｈ(Ｍｋ)中的双代数ꎬ也就是说

(Ｈꎬαꎬｍꎬ１Ｈ)是张量型 Ｈｏｍ－代数ꎬ(ＨꎬαꎬΔꎬε)是张量型 Ｈｏｍ－余代数ꎬ且 Δ和 ε是 Ｈｏｍ－代数同态ꎬ即ꎬ对
任意的 ｈꎬｇ∈Ｈꎬ有

Δ(ｈｇ)＝ Δ(ｈ)Δ(ｇ)ꎬ　 Δ(１Ｈ)＝ １Ｈ⊗１Ｈꎬ
ε(ｈｇ)＝ ε(ｈ)ε(ｇ)ꎬ　 ε(１Ｈ)＝ １ｋ .

定义 ４　 设(Ｃꎬβ)是张量型 Ｈｏｍ－余代数ꎬ左(Ｃꎬβ)－Ｈｏｍ－余模[６]是范畴 􀭾Ｈ(Ｍｋ)中对象(Ｍꎬγ)ꎬ且存

在线性映射 ρＭ:Ｍ→Ｃ⊗ＭꎬρＭ(ｍ)＝ ｍ(－１)⊗ｍ(０)ꎬ使得对任意的 ｍ∈Ｍꎬ有
Δ(ｍ(－１))⊗γ

－１(ｍ(０))＝ β
－１(ｍ(－１))⊗(ｍ(０)(－１)⊗ｍ(０)(０))ꎬ

ρＭ(γ(ｍ))＝ β(ｍ(－１))⊗γ(ｍ(０))ꎬε(ｍ(－１))ｍ(０)＝ γ
－１(ｍ) .

定义 ５　 设(ＨꎬαＨ)是张量型 Ｈｏｍ－双代数ꎬ(ＡꎬαＡ)是张量型 Ｈｏｍ－代数ꎬ如果(ＡꎬαＡ)是左(ＨꎬαＨ) －
Ｈｏｍ－余模ꎬ且对任意 ａꎬｂ∈Ａꎬ有 ρＡ(ａｂ)＝ ａ(－１) ｂ(－１)⊗ａ(０) ｂ(０)ꎬρＡ(１Ａ)＝ １Ｈ⊗１Ａꎬ则称(ＡꎬαＡ)为左(ＨꎬαＨ)－
Ｈｏｍ－余模代数[７] .

定义 ６　 设(ＨꎬαＨ)是张量型 Ｈｏｍ－双代数ꎬ线性映射 σ:Ｈ⊗Ｈ→ｋ卷积可逆ꎬ且对任意的 ｈꎬｇꎬｌ∈Ｈꎬ有
下列条件成立

σ(ｈｇꎬαＨ( ｌ))＝ σ(αＨ(ｈ)ꎬｌ１)σ(αＨ(ｇ)ꎬｌ２)ꎬ
σ(αＨ(ｈ)ꎬｇｌ)＝ σ(ｈ１ꎬαＨ( ｌ))σ(ｈ２ꎬαＨ(ｇ))ꎬ
σ(ｈ１ꎬｇ１)ｈ２ｇ２ ＝ｇ１ｈ１σ(ｈ１ꎬｇ２)ꎬ

则称(ＨꎬαＨ)为张量型余拟三角 Ｈｏｍ－双代数. 若 σ－１(ｈꎬｇ)＝ σ(ｇꎬｈ)ꎬ则称(ＨꎬαＨ)为余三角的.若 σ(αＨ(ｈ)ꎬ
αＨ(ｇ))＝ σ(ｈꎬｇ)ꎬ则称 σ为 αＨ－不变的[１５] .

２　 广义张量型 Ｈｏｍ－李代数

设(ＨꎬαＨ)为张量型余三角 Ｈｏｍ－双代数ꎬ本节将给出广义张量型 Ｈｏｍ－李代数的定义ꎬ并证明由左

(ＨꎬαＨ)－Ｈｏｍ－余模代数(ＡꎬαＡ)可以得到一个广义张量型 Ｈｏｍ－李代数.
定义 ７　 设(ＨꎬαＨ)为张量型余三角 Ｈｏｍ－双代数ꎬ且 σ 为 αＨ－不变的ꎬ(ＬꎬαＬ)是范畴 􀭾Ｈ(Ｍｋ)中的对

象ꎬ同时也是左(ＨꎬαＨ) －Ｈｏｍ－余模ꎬ[ꎬ]:Ｌ⊗Ｌ→Ｌ 为 􀭾Ｈ(Ｍｋ)中态射ꎬ同时也是左(ＨꎬαＨ) －Ｈｏｍ－余模态

射.如果任意的 ｘꎬｙꎬｚ∈Ｌꎬ有下列条件成立:
σ－Ｈｏｍ－反交换性:

[ｘꎬｙ] ＝ －σ(ｙ(－１)ꎬｘ(－１))[αＬ(ｙ(０))ꎬαＬ(ｘ(０))]ꎬ
σ－Ｈｏｍ￣Ｊａｃｏｂｉ 恒等式:

[αＬ(ｘ)ꎬ[ｙꎬｚ]]＋σ(ｙ(－１) ｚ(－１)ꎬαＨ(ｘ(－１)))[α２
Ｌ(ｙ(０))ꎬ[αＬ( ｚ(０))ꎬαＬ(ｘ(０))]]＋

σ(αＨ( ｚ(－１))ꎬｘ(－１) ｙ(－１))[α２
Ｌ( ｚ(０))ꎬ[αＬ(ｘ(０))ꎬαＬ(ｙ(０))]] ＝ ０ꎬ

—８—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉



周　 璇ꎬ等:广义张量型 Ｈｏｍ－李代数 Ｋｅｇｅｌ 定理

则称(ＬꎬαＬ)为广义张量型 Ｈｏｍ－李代数.
命题 １　 设(ＨꎬαＨ)为张量型余三角 Ｈｏｍ－双代数ꎬ且 σ为 αＨ－不变的ꎬ(ＡꎬαＡ)ꎬ(ＢꎬαＢ)为左(ＨꎬαＨ)－

Ｈｏｍ－余模代数ꎬ则(Ａ⊗ＢꎬαＡ⊗αＢ)为左(ＨꎬαＨ) －Ｈｏｍ－余模代数ꎬ其中对任意的 ａꎬｃ∈Ａꎬｂꎬｄ∈Ｂꎬ乘法和

余模结构分别定义为:
(ａ⊗ｂ)(ｃ⊗ｄ)＝ σ(ｃ(－１)ꎬｂ(－１))ａαＡ(ｃ(０))⊗αＢ(ｂ(０))ｄꎬ
ρＡ⊗Ｂ(ａ⊗ｂ)＝ ａ(－１) ｂ(－１)⊗ａ(０)⊗ｂ(０) .

定理 １　 设(ＨꎬαＨ)为张量型余三角 Ｈｏｍ－双代数ꎬ且 σ为 αＨ－不变的ꎬ(ＡꎬαＡ)为左(ＨꎬαＨ)－Ｈｏｍ－余
模代数ꎬ定义

[ꎬ]:Ａ⊗Ａ→Ａꎬ[ａꎬｂ] ＝ａｂ－σ(ｂ(－１)ꎬａ(－１))αＡ(ｂ(０))αＡ(ａ(０))ꎬａꎬｂ∈Ａꎬ
则(ＡꎬαＡ)为广义张量型 Ｈｏｍ－李代数.

证明　 显然ꎬ对任意的 ａꎬｂ∈Ａꎬ[αＡ(ａ)ꎬαＡ(ｂ)] ＝αＡ[ａꎬｂ]成立. 下证[ꎬ]为左(ＨꎬαＨ)－Ｈｏｍ－余模态

射ꎬ事实上ꎬ对任意的 ａꎬｂ∈Ａꎬ有
ρＡ([ａꎬｂ])＝ ρＡ(ａｂ)－σ(ｂ(－１)ꎬａ(－１))ρＡ(αＡ(ｂ(０))αＡ(ａ(０)))＝ ａ(－１) ｂ(－１)⊗ａ(０) ｂ(０) －σ(ｂ(－１)ꎬａ(－１))×
αＡ(ｂ(０)) (－１)αＡ(ａ(０)) (－１)⊗αＡ(ｂ(０)) (０)αＡ(ａ(０)) (０)＝ ａ(－１) ｂ(－１)⊗ａ(０) ｂ(０) －σ(ｂ(－１)２ꎬａ(－１)２)×

αＨ(ａ(－１)１)αＨ(ｂ(－１)１)⊗ｂ(０)ａ(０)＝ ａ(－１) ｂ(－１)⊗[ａ(０)ꎬｂ(０)] .
其次ꎬ证明满足 σ－Ｈｏｍ－反交换性ꎬ对任意的 ａꎬｂ∈Ａꎬ有

－σ(ｂ(－１)ꎬａ(－１))[αＡ(ｂ(０))ꎬαＡ(ａ(０))] ＝ －σ(ｂ(－１)ꎬａ(－１))αＡ(ｂ(０))αＡ(ａ(０))＋σ(ｂ(－１)ꎬａ(－１))×
σ(αＨ(ａ(０) (－１))ꎬαＨ(ｂ(０) (－１)))α２

Ａ(ａ(０) (０))α２
Ａ(ｂ(０) (０))＝ －σ(ｂ(－１)ꎬａ(－１))×

αＡ(ｂ(０))αＡ(ａ(０))＋σ(ｂ(－１)１ꎬａ(－１)１)σ(ａ(－１)２ꎬｂ(－１)２)αＡ(ａ(０))×
αＡ(ｂ(０))＝ －σ(ｂ(－１)ꎬａ(－１))αＡ(ｂ(０))αＡ(ａ(０))＋ａｂ＝[ａꎬｂ] .

最后ꎬ为证满足 σ－Ｈｏｍ￣Ｊａｃｏｂｉ 恒等式ꎬ分步计算等式中的三部分.对任意的 ａꎬｂꎬｃ∈Ａꎬ计算第一部分ꎬ
可得

[αＡ(ａ)ꎬ[ｂꎬｃ]] ＝[αＡ(ａ)ꎬｂｃ－σ(ｃ(－１)ꎬｂ(－１))αＡ(ｃ(０))αＡ(ｂ(０))] ＝αＡ(ａ)(ｂｃ)－σ(ｂ(－１) ｃ(－１)ꎬαＨ(ａ(－１)))×
(αＡ(ｂ(０))αＡ(ｃ(０)))α２

Ａ(ａ(０))－σ(ｃ(－１)ꎬｂ(－１))αＡ(ａ)(αＡ(ｃ(０))αＡ(ｂ(０)))＋σ(ｃ(－１)ꎬｂ(－１))×
σ(ｃ(０)(－１) ｂ(０)(－１)ꎬａ(－１))(α２

Ａ(ｃ(０)(０))α２
Ａ(ｂ(０)(０)))α２

Ａ(ａ(０))＝ αＡ(ａ)(ｂｃ)－σ(ｂ(－１) ｃ(－１)ꎬαＨ(ａ(－１)))×
(αＡ(ｂ(０))αＡ(ｃ(０)))α２

Ａ(ａ(０))－σ(ｃ(－１)ꎬｂ(－１))αＡ(ａ)(αＡ(ｃ(０))αＡ(ｂ(０)))＋
σ(ｃ(－１)１ꎬｂ(－１)１)σ(ｃ(－１)２ｂ(－１)２ꎬａ(－１))(αＡ(ｃ(０))αＡ(ｂ(０)))α２

Ａ(ａ(０)) .
计算等式的第二部分ꎬ可得

σ(ｂ(－１) ｃ(－１)ꎬαＨ(ａ(－１)))[α２
Ａ(ｂ(０))ꎬ[αＡ(ｃ(０))ꎬαＡ(ａ(０))]] ＝σ(ｂ(－１) ｃ(－１)ꎬαＨ(ａ(－１)))[α２

Ａ(ｂ(０))ꎬ
αＡ(ｃ(０))αＡ(ａ(０))－σ(ａ(０)(－１)ꎬｃ(０)(－１))α２

Ａ(ａ(０)(０))α２
Ａ(ｃ(０)(０))] ＝σ(ｂ(－１) ｃ(－１)ꎬαＨ(ａ(－１)))×

α２
Ａ(ｂ(０))(αＡ(ｃ(０))αＡ(ａ(０)))－σ(ｂ(－１)１ｃ(－１)１ꎬαＨ(ａ(－１)１))σ(ｃ(－１)２ａ(－１)２ꎬαＨ(ｂ(－１)２))×

(αＡ(ｃ(０))αＡ(ａ(０)))α２
Ａ(ｂ(０))－σ(ｂ(－１)αＨ(ｃ(－１)１)ꎬα２

Ｈ(ａ(－１)１))σ(ａ(－１)２ꎬｃ(－１)２)[α２
Ａ(ｂ(０))ꎬ

αＡ(ａ(０))αＡ(ｃ(０))] ＝σ(ｂ(－１) ｃ(－１)ꎬαＨ(ａ(－１)))α２
Ａ(ｂ(０))(αＡ(ｃ(０))αＡ(ａ(０)))－σ(ｂ(－１)１ꎬａ(－１)１)×

σ(αＨ(ｃ(－１)１)ꎬａ(－１)２１)σ(ｃ(－１)２αＨ(ａ(－１)２２)ꎬαＨ(ｂ(－１)２))(αＡ(ｃ(０))αＡ(ａ(０)))α２
Ａ(ｂ(０))－

σ(ｂ(－１)ꎬαＨ(ａ(－１)１))σ(αＨ(ｃ(－１)１)ꎬａ(－１)２１)σ(αＨ(ａ(－１)２２)ꎬｃ(－１)２)[α２
Ａ(ｂ(０))ꎬαＡ(ａ(０))×

αＡ(ｃ(０))] ＝σ(ｂ(－１) ｃ(－１)ꎬαＨ(ａ(－１)))α２
Ａ(ｂ(０))(αＡ(ｃ(０))αＡ(ａ(０)))－σ(ｂ(－１)ꎬａ(－１))α２

Ａ(ｂ(０))×
(αＡ(ａ(０))ｃ)－σ(ｂ(－１)１ꎬａ(－１)１)σ(αＨ(ｃ(－１))ꎬｂ(－１)２１ａ(－１)２１)σ(ａ(－１)２２ꎬｂ(－１)２２)(αＡ(ｃ(０))αＡ(ａ(０)))×
α２
Ａ(ｂ(０))＋σ(ｂ(－１)ꎬａ(－１))σ(αＨ(ａ(０)(－１))ｃ(－１)ꎬα２

Ｈ(ｂ(０)(－１)))(α２
Ａ(ａ(０)(０))αＡ(ｃ(０)))α３

Ａ(ｂ(０)(０))＝
σ(ｂ(－１) ｃ(－１)ꎬαＨ(ａ(－１)))α２

Ａ(ｂ(０))(αＡ(ｃ(０))αＡ(ａ(０)))－σ(ｂ(－１)ꎬａ(－１))α２
Ａ(ｂ(０))(αＡ(ａ(０))ｃ)－

σ(ｂ(－１)１１ꎬａ(－１)１)σ(ａ(－１)１２ꎬｂ(－１)１２)σ(ｃ(－１)ꎬａ(－１)２ｂ(－１)２)(αＡ(ｃ(０))αＡ(ａ(０)))α２
Ａ(ｂ(０))＋

σ(ｂ(－１)１ꎬａ(－１)１)σ(αＨ(ａ(－１)２)ꎬｂ(－１)２１)σ(ｃ(－１)ꎬｂ(－１)２２)(αＡ(ａ(０))αＡ(ｃ(０)))α２
Ａ(ｂ(０))＝

σ(ｂ(－１) ｃ(－１)ꎬαＨ(ａ(－１)))α２
Ａ(ｂ(０))(αＡ(ｃ(０))αＡ(ａ(０)))－σ(ｂ(－１)ꎬａ(－１))α２

Ａ(ｂ(０))(αＡ(ａ(０))ｃ)－
σ(αＨ(ｃ(－１))ꎬａ(－１) ｂ(－１))(αＡ(ｃ(０))αＡ(ａ(０)))α２

Ａ(ｂ(０))＋σ(ｃ(－１))ꎬｂ(－１))(ａαＡ(ｃ(０)))α２
Ａ(ｂ(０)) .

计算等式的第三部分ꎬ可得

—９—
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σ(αＨ(ｃ(－１))ꎬａ(－１) ｂ(－１))[α２
Ａ(ｃ(０))ꎬ[αＡ(ａ(０))ꎬαＡ(ｂ(０))]] ＝σ(αＨ(ｃ(－１))ꎬａ(－１) ｂ(－１))×

[α２
Ａ(ｃ(０))ꎬαＡ(ａ(０))αＡ(ｂ(０))－σ(ｂ(０)(－１)ꎬａ(０)(－１))α２

Ａ(ｂ(０)(０))α２
Ａ(ａ(０)(０))] ＝

σ(αＨ(ｃ(－１))ꎬａ(－１) ｂ(－１))α２
Ａ(ｃ(０))(αＡ(ａ(０))αＡ(ｂ(０)))－σ(αＨ(ｃ(－１)１)ꎬａ(－１)１ｂ(－１)１)×

σ(ａ(－１)２ｂ(－１)２ꎬαＨ(ｃ(０)(－１)))(αＡ(ａ(０))αＡ(ｂ(０)))α２
Ａ(ｃ(０))－σ(ｃ(－１)ꎬａ(－１)１ｂ(－１)１)σ(ｂ(－１)２ꎬａ(－１)２)×

α２
Ａ(ｃ(０))(αＡ(ｂ(０))αＡ(ａ(０)))＋σ(ｃ(－１)ꎬａ(－１)１ｂ(－１)１)σ(ｂ(－１)２ꎬａ(－１)２)σ(ｂ(０)(－１)ａ(０)(－１)ꎬαＨ(ｃ(０)(－１)))×

(α２
Ａ(ｂ(０)(０))α２

Ａ(ａ(０)(０)))α３
Ａ(ｃ(０)(０))＝ σ(αＨ(ｃ(－１))ꎬａ(－１) ｂ(－１))α２

Ａ(ｃ(０))(αＡ(ａ(０))αＡ(ｂ(０)))－
(ａｂ)αＡ(ｃ)－σ(ｃ(－１)１ꎬｂ(－１)１)σ(ｃ(－１)２ｂ(－１)２ꎬａ(－１))α２

Ａ(ｃ(０))(αＡ(ｂ(０))αＡ(ａ(０)))＋
σ(αＨ(ｃ(－１)１)ꎬｂ(－１)２αＨ(ａ(－１)１２))σ(ｂ(－１)１ꎬαＨ(ａ(－１)１１))σ(ｂ(０)(－１)ａ(－１)２ꎬαＨ(ｃ(－１)２))×

(α２
Ａ(ｂ(０)(０))α２

Ａ(ａ(０)(０)))α２
Ａ(ｃ(０))＝ σ(αＨ(ｃ(－１))ꎬａ(－１) ｂ(－１))α２

Ａ(ｃ(０))(αＡ(ａ(０))αＡ(ｂ(０)))－
(ａｂ)αＡ(ｃ)－σ(ｃ(－１)１ꎬｂ(－１)１)σ(ｃ(－１)２ｂ(－１)２ꎬａ(－１))α２

Ａ(ｃ(０))(αＡ(ｂ(０))αＡ(ａ(０)))＋
σ(ｃ(－１)１ꎬｂ(－１)２１ａ(－１)２１)σ(ｂ(－１)１ꎬａ(－１)１)σ(ｂ(－１)２２ａ(－１)２２ꎬｃ(－１)２)(αＡ(ｂ(０))αＡ(ａ(０)))α２

Ａ(ｃ(０))＝
σ(αＨ(ｃ(－１))ꎬａ(－１) ｂ(－１))α２

Ａ(ｃ(０))(αＡ(ａ(０))αＡ(ｂ(０)))－(ａｂ)αＡ(ｃ)－σ(ｃ(－１)１ꎬｂ(－１)１)×
σ(ｃ(－１)２ｂ(－１)２ꎬａ(－１))α２

Ａ(ｃ(０))(αＡ(ｂ(０))αＡ(ａ(０)))＋σ(ｂ(－１)ꎬａ(－１))(αＡ(ｂ(０))αＡ(ａ(０)))αＡ(ｃ) .
综合以上结果可得ꎬ

[αＡ(ａ)ꎬ[ｂꎬｃ]]＋σ(ｂ(－１) ｃ(－１)ꎬαＨ(ａ(－１)))[α２
Ａ(ｂ(０))ꎬ[αＡ(ｃ(０))ꎬαＡ(ａ(０))]]＋

σ(αＨ(ｃ(－１))ꎬａ(－１) ｂ(－１))[α２
Ａ(ｃ(０))ꎬ[αＡ(ａ(０))ꎬαＡ(ｂ(０))]] ＝ ０.

定理得证.

３　 Ｋｅｇｅｌ 定理

设(ＨꎬαＨ)为张量型余三角 Ｈｏｍ－双代数.本节将讨论可以分解成两个 Ｈ－可换 Ｈｏｍ－子代数的和的左

(ＨꎬαＨ)－Ｈｏｍ－余模代数(ＭꎬαＭ)ꎬ证明此种情形下的 Ｋｅｇｅｌ 定理ꎬ推广了文献[１１]中的结果.
定义 ８　 设(ＨꎬαＨ)为张量型余三角 Ｈｏｍ－双代数ꎬ(ＡꎬαＡ)为左(ＨꎬαＨ)－Ｈｏｍ－余模代数ꎬ如果[ＡꎬＡ] ＝ ０ꎬ

则称(ＡꎬαＡ)为 Ｈ－可换的.
以下给出本文主要结果ꎬ即 Ｋｅｇｅｌ 定理.
定理 ２　 设(ＨꎬαＨ)为张量型余三角 Ｈｏｍ－双代数ꎬ且 σ为 αＨ－不变的ꎬ(ＭꎬαＭ)为左(ＨꎬαＨ)－Ｈｏｍ－余

模代数ꎬＭ＝Ｙ＋Ｘꎬ其中 ＸꎬＹ为(ＭꎬαＭ)的 Ｈｏｍ－子代数ꎬ且均为左(ＨꎬαＨ)－Ｈｏｍ－余模代数及 Ｈ－可换的ꎬ则
[ＭꎬＭ][ＭꎬＭ] ＝ ０.

证明　 为了证明此定理ꎬ先证明如下结论ꎬ对任意的 ａꎬｂ∈Ｙꎬｘꎬｙ∈Ｘꎬ记 ａ(０) ｙ(０) ＝ λ(ａ(０)ꎬｙ(０) ) ＋
θ(ａ(０)ꎬｙ(０))∈Ｙ＋Ｘꎬ则有

σ(ｘ(－１)ꎬａ(－１))σ(ｙ(－１)ꎬｂ(－１))(αＭ(ｘ(０))αＭ(ａ(０)))(αＭ(ｙ(０))αＭ(ｂ(０)))＝
σ(ｘ(－１) ｂ(－１)ꎬαＨ(ａ(－１)))ε(ｙ(－１))α２

Ｍ(ｘ(０))(αＭ(ｂ(０))λ(ａ(０)ꎬｙ(０)))＋
σ(αＨ(ｙ(－１)１)ꎬｘ(－１) ｂ(－１))ε(ａ(－１))(θ(ａ(０)ꎬｙ(０))αＭ(ｘ(０)))α２

Ｍ(ｂ(０)) .
事实上ꎬ对任意的 ａꎬｂ∈Ｙꎬｘꎬｙ∈Ｘꎬ有

σ(ｘ(－１)ꎬａ(－１))σ(ｙ(－１)ꎬｂ(－１))(αＭ(ｘ(０))αＭ(ａ(０)))(αＭ(ｙ(０))αＭ(ｂ(０)))＝ σ(ｘ(－１)ꎬａ(－１))σ(ｙ(－１)ꎬｂ(－１))×
α２
Ｍ(ｘ(０))(λ(ａ(０) ｙ(０))αＭ(ｂ(０)))＋σ(ｘ(－１)ꎬａ(－１))σ(ｙ(－１)ꎬｂ(－１))α２

Ｍ(ｘ(０))(θ(ａ(０)ꎬｙ(０))αＭ(ｂ(０)))＝
σ(ｘ(－１)ꎬαＨ(ａ(－１)１))σ(ｙ(－１)１ꎬｂ(－１)１)σ(αＨ(ｂ(－１)２)ꎬａ(－１)２ｙ(－１)２)α２

Ｍ(ｘ(０))(αＭ(ｂ(０))λ(ａ(０)ꎬｙ(０)))＋
σ(ｘ(－１)ꎬａ(－１))α(ｙ(－１)ꎬｂ(－１))σ(αＨ(θ(ａ(０)ꎬｙ(０)) (－１))ꎬｘ(０)(－１))(αＭ(θ(ａ(０)ꎬｙ(０)) (０))α２

Ｍ(ｘ(０)(０)))×
α２
Ｍ(ｂ(０))＝ σ(ｘ(－１) ｂ(－１)ꎬαＨ(ａ(－１)))ε(ｙ(－１))α２

Ｍ(ｘ(０))(αＭ(ｂ(０))λ(ａ(０)ꎬｙ(０)))＋σ(αＨ(ｙ(－１)１)ꎬｂ(－１))×
ε(ａ(－１))σ(αＨ(ｙ(－１)２)ꎬｘ(－１))(θ(ａ(０)ꎬｙ(０))αＭ(ｘ(０)))α２

Ｍ(ｂ(０))＝ σ(ｘ(－１) ｂ(－１)ꎬαＨ(ａ(－１)))ε(ｙ(－１))×
α２
Ｍ(ｘ(０))(αＭ(ｂ(０))λ(ａ(０)ꎬｙ(０)))＋σ(αＨ(ｙ(－１)１)ꎬｘ(－１) ｂ(－１))ε(ａ(－１))(θ(ａ(０)ꎬｙ(０))αＭ(ｘ(０)))α２

Ｍ(ｂ(０)) .
由于 ＸꎬＹ为 Ｈ－可换的ꎬ以及[ꎬ]满足 σ－Ｈｏｍ－反交换性ꎬ只需证明对任意的 ａꎬｂ∈Ｙꎬｘꎬｙ∈Ｘꎬ[ａꎬｘ]

[ｂꎬｙ] ＝ ０ 成立即可. 令 ｘｂ＝ ｃ＋ｚ其中 ｃ∈Ｙꎬｚ∈Ｘꎬ作如下计算:
[ａꎬｘ][ｂꎬｙ] ＝(ａｘ－σ(ｘ(－１)ꎬａ(－１))αＭ(ｘ(０))αＭ(ａ(０)))(ｂｙ－σ(ｙ(－１)ꎬｂ(－１))αＭ(ｙ(０))αＭ(ｂ(０)))＝ (ａｘ)(ｂｙ)－
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周　 璇ꎬ等:广义张量型 Ｈｏｍ－李代数 Ｋｅｇｅｌ 定理

σ(ｘ(－１)ꎬａ(－１))(αＭ(ｘ(０))αＭ(ａ(０))) (ｂｙ) －σ(ｙ(－１)ꎬｂ(－１))(ａｘ)(αＭ(ｙ(０))αＭ(ｂ(０)))＋σ(ｘ(－１)ꎬａ(－１))×
σ(ｙ(－１)ꎬｂ(－１))(αＭ(ｘ(０))αＭ(ａ(０)))(αＭ(ｙ(０))αＭ(ｂ(０)))＝ (ａα－１

Ｍ (ｃ))αＭ(ｙ)＋αＭ(ａ)(α
－１
Ｍ ( ｚ)ｙ)－

σ(ｘ(－１)ꎬａ(－１))(αＭ(ｘ(０))(ａ(０)α
－１
Ｍ (ｂ))αＭ(ｙ)－σ(ｙ(－１)ꎬｂ(－１))σ(ｙ(０)(－１)ꎬα

－１
Ｈ (ｘ(－１)))αＭ(ａ)×

((αＭ(ｙ(０)(０))ｘ(０))αＭ(ｂ(０)))＋σ(ｘ(－１) ｂ(－１)ꎬαＨ(ａ(－１)))ε(ｙ(－１))αＭ(ｘ(０) ｂ(０))αＭ(λ(ａ(０)ꎬｙ(０)))＋
σ(αＨ(ｙ(－１)１)ꎬｘ(－１) ｂ(－１))ε(ａ(－１))αＭ(θ(ａ(０)ꎬｙ(０)))αＭ(ｘ(０) ｂ(０))＝ σ(ｃ(－１)ꎬαＨ(ａ(－１)))(ｃ(０)αＭ(ａ(０)))αＭ(ｙ)＋
σ(αＨ(ｙ(－１))ꎬｚ(－１))αＭ(ａ)(αＭ(ｙ(０))ｚ(０))－σ(ｘ(－１)ꎬαＨ(ａ(－１)１))σ(ｂ(－１)ꎬαＨ(ａ(－１)２))((ｘ(０) ｂ(０))αＭ(ａ(０)))×
αＭ(ｙ)－σ(αＨ(ｙ(－１))ꎬｘ(－１) ｂ(－１))αＭ(ａ)(αＭ(ｙ(０))(ｘ(０) ｂ(０)))＋σ(ｃ(－１)ꎬαＨ(ａ(－１)))ε(ｙ(－１))αＭ(ｃ(０))ε(ａ(－１))×
αＭ(λ(ａ(０)ꎬｙ(０)))＋σ( ｚ(－１)ꎬαＨ(ａ(－１)))ε(ｙ(－１))αＭ( ｚ(０))αＭ(λ(ａ(０)ꎬｙ(０)))＋σ(αＨ(ｙ(－１)１)ꎬｚ(－１))×

σ( ｚ(０)(－１)ꎬθ(ａ(０)ꎬｙ(０)) (－１))α２
Ｍ( ｚ(０)(０))α２

Ｍ(θ(ａ(０)ꎬｙ(０)))＋σ(αＨ(ｙ(－１)１)ꎬｃ(－１))ε(ａ(－１))αＭ(θ(ａ(０)ꎬｙ(０)))×
αＭ(ｃ(０))＝ σ(ｃ(－１)ꎬαＨ(ａ(－１)))(ｃ(０)αＭ(ａ(０)))αＭ(ｙ)＋σ(αＨ(ｙ(－１))ꎬｚ(－１))αＭ(ａ)(αＭ(ｙ(０)) ｚ(０))－

σ(ｃ(－１)ꎬαＨ(ａ(－１)))(ｃ(０)αＭ(ａ(０)))αＭ(ｙ)－σ( ｚ(－１)ꎬαＨ(ａ(－１)))( ｚ(０)αＭ(ａ(０)))αＭ(ｙ)－σ(αＨ(ｙ(－１))ꎬｃ(－１))×
ε(ａ(－１))(αＭ(ａ(０))αＭ(ｙ(０)))αＭ(ｃ(０))－σ(αＨ(ｙ(－１))ꎬｚ(－１))αＭ(ａ)(αＭ(ｙ(０)) ｚ(０))＋

σ(ｃ(－１)ꎬαＨ(ａ(－１)))ε(ｙ(－１))αＭ(ｃ(０))αＭ(λ(ａ(０)ꎬｙ(０)))＋σ( ｚ(－１)ꎬαＨ(ａ(－１)))ε(ｙ(－１))αＭ( ｚ(０))×
αＭ(λ(ａ(０)ꎬｙ(０)))＋σ(ｙ(－１)１ꎬαＨ( ｚ(－１)１))σ( ｚ(－１)２２ꎬαＨ(ａ(－１)))σ( ｚ(－１)２１ꎬｙ(－１)２)αＭ( ｚ(０))×

αＭ(θ(ａ(０)ꎬｙ(０)))＋σ(αＨ(ｙ(－１)１)ꎬｃ(－１))ε(ａ(－１))αＭ(θ(ａ(０)ꎬｙ(０)))αＭ(ｃ(０))＝ σ(ｃ(－１)ꎬαＨ(ａ(－１)))×
(ｃ(０)αＭ(ａ(０)))αＭ(ｙ)＋σ(αＨ(ｙ(－１))ꎬｚ(－１))αＭ(ａ)(αＭ(ｙ(０)) ｚ(０))－σ(ｃ(－１)ꎬαＨ(ａ(－１)))(ｃ(０)αＭ(ａ(０)))×
αＭ(ｙ)－σ( ｚ(－１)ꎬαＨ(ａ(－１)))ε(ｙ(－１))αＭ( ｚ(０))αＭ(λ(ａ(０)ꎬｙ(０)))－σ( ｚ(－１)ꎬαＨ(ａ(－１)))ε(ｙ(－１))αＭ( ｚ(０))×
αＭ(θ(ａ(０)ꎬｙ(０)))－σ(αＨ(ｙ(－１))ꎬｃ(－１))ε(ａ(－１))αＭ(λ(ａ(０)ꎬｙ(０)))αＭ(ｃ(０))－σ(αＨ(ｙ(－１))ꎬｃ(－１))ε(ａ(－１))×
αＭ(θ(ａ(０)ꎬｙ(０)))αＭ(ｃ(０))－σ(αＨ(ｙ(－１))ꎬｚ(－１))αＭ(ａ)(αＭ(ｙ(０)) ｚ(０))＋σ(ｃ(－１)ꎬαＨ(ａ(－１)))ε(ｙ(－１))×

αＭ(ｃ(０))αＭ(λ(ａ(０)ꎬｙ(０)))＋σ( ｚ(－１)ꎬαＨ(ａ(－１)))ε(ｙ(－１))αＭ( ｚ(０))αＭ(λ(ａ(０)ꎬｙ(０)))＝ ０.
定理得证.
当定理 ２ 中的映射 αＨꎬαＭ 均取恒等映射时ꎬ定理 ２ 即为文献[１１]中的结果ꎬ即
推论 １　 设 Ｈ为余三角双代数ꎬＭ为左 Ｈ－余模代数ꎬＭ＝Ｙ＋Ｘꎬ其中 ＸꎬＹ为 Ｍ的子代数ꎬ且均为左 Ｈ－

余模代数及 Ｈ－可换的ꎬ则[ＭꎬＭ][ＭꎬＭ] ＝ ０.
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