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无穷区间上分数阶微分方程积分

边值问题正解的存在性

薛　 婷ꎬ刘文斌ꎬ张　 伟

(中国矿业大学数学学院ꎬ江苏 徐州 ２２１１１６)

[摘要] 　 本文讨论了一类无穷区间上分数阶耦合微分方程积分边值问题ꎬ通过运用 Ｋｒａｓｎｏｓｅｌｓｋｉｉ 不动点定理ꎬ
得到了边值问题至少存在一个正解ꎬ并举例验证了本文的结果.
[关键词] 　 无穷区间ꎬ分数阶耦合微分方程ꎬＫｒａｓｎｏｓｅｌｓｋｉｉ 不动点定理ꎬ正解
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分数阶微分方程在很多领域都有着广泛的应用. 例如:物理、化学、气体力学、电子动学、电子分析化

学、生物、控制理论等. 分数阶微分为描述各种各样的材料和工艺的记忆和遗传性质提供了一个极好的工

具ꎬ这也是分数阶微分方程相对于整数阶微分方程的一个最主要的优势. 目前ꎬ分数阶算子已经帮助人们

改善了许多在现实世界中物理和可积方面的数学模型[１－７] .
２００９ 年ꎬＸｉ 等人在文献[８]中讨论了下列二阶微分方程积分边值问题:

ｕ″１( ｔ)＋ｆ１( ｔꎬｕ１( ｔ)ꎬｕ２( ｔ))＝ ０ꎬ　 ｔ∈(０ꎬ∞ )ꎬ
ｕ″２( ｔ)＋ｆ２( ｔꎬｕ１( ｔ)ꎬｕ２( ｔ))＝ ０ꎬ　 ｔ∈(０ꎬ∞ )ꎬ
ｕ１(０)＝ ｕ２(０)＝ ０ꎬ

ｕ′１(∞ )＝ ∫
＋∞

０
ｇ１( ｓ)ｕ１( ｓ)ｄｓꎬｕ′２(∞ )＝ ∫＋∞

０
ｇ２( ｓ)ｕ２( ｓ)ｄｓ.

式中ꎬｕ′ｉ(∞ )＝ ｌｉｍ
ｔ→∞
ｕ′ｉ( ｔ)ꎬｉ＝ １ꎬ２.

无穷区间上的非线性分数阶微分方程解的存在性问题已经有很多学者研究[９－１６] . 其中ꎬ赵向奎和葛

渭高[１４]运用 Ｌｅｒａｙ￣Ｓａｃｈｕｄｅｒ 非线性迭代定理的思想研究了下面的分数阶边值问题正解的存在性.
Ｄαｕ( ｔ)＋ｆ( ｔꎬｕ( ｔ))＝ ０ꎬ １<α≤２ꎬ
ｕ(０)＝ ０ꎬ ｌｉｍ

ｔ→＋∞
Ｄα－１ｕ( ｔ)＝ βｕ(ξ) .{

式中ꎬｔ∈Ｊ＝[０ꎬ＋∞ )ꎬｆ∈Ｃ(Ｊ×Ｒꎬ[０ꎬ＋∞ ))ꎬ０≤ξ<∞且 Ｄα 是标准 Ｒｉｅｍａｎｎ￣Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 分数阶微分. 然而ꎬ非
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薛　 婷ꎬ等:无穷区间上分数阶微分方程积分边值问题正解的存在性

线性分数阶微分方程边值问题和研究还在初期阶段ꎬ许多方面的理论需要我们探究ꎬ尤其是在无穷区间

上ꎬ分数阶微分方程积分边值问题的研究相对缺乏.
在本文中ꎬ我们研究了一类非线性分数阶耦合微分方程在无穷区间上的边值问题:

Ｄα０＋ｕ( ｔ) ＋ ｆ１( ｔꎬｕ( ｔ)ꎬｖ( ｔ)) ＝ ０ꎬｔ∈ (０ꎬ∞ )ꎬα ∈ (１ꎬ２]

Ｄβ０＋ ｖ( ｔ) ＋ ｆ２( ｔꎬｕ( ｔ)ꎬｖ( ｔ)) ＝ ０ꎬｔ∈ (０ꎬ∞ )ꎬβ ∈ (１ꎬ２]
ｕ(０) ＝ ｖ(０) ＝ ０ꎬ

Ｄα－１０＋ ｕ(∞ ) ＝ ∫＋∞
０
ｇ１( ｓ)ｕ( ｓ)ｄｓꎬＤβ

－１
０＋ ｖ(∞ ) ＝ ∫＋∞

０
ｇ２( ｓ)ｖ( ｓ)ｄｓ.

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(１)

这里 Ｄα－１０＋ ｕ(∞ )＝ ｌｉｍ
ｔ→＋∞
Ｄα－１０＋ ｕ( ｔ)ꎬＤβ

－１
０＋ ｖ(∞ )＝ ｌｉｍ

ｔ→＋∞
Ｄβ－１０＋ ｖ( ｔ)ꎬｆｉ:Ｊ×Ｊ×Ｊ→ＪꎬＪ∈[０ꎬ＋∞ )且 Ｄα０＋ꎬＤβ０＋是标准

的 Ｒｉｅｍａｎｎ￣Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 分数阶微分.
本文的目的是给出积分边值问题(１)正解的存在性. 我们的证明是基于著名的 Ｋｒａｓｎｏｓｅｌｓｋｉｉ 不动点定

理[１７] . 即
定理 １　 Ｅ是一个 Ｂａｎａｃｈ 空间ꎬＰ是 Ｅ中的一个锥且 Ｐ⊂Ｅ. 设 Ω１ꎬΩ２ 是 Ｐ 中的有界开子集ꎬ０∈Ω１ꎬ

􀭺Ω１⊂Ω２ . Ａ:Ｐ→Ｐ是一个全连续算子ꎬ使得下面

‖Ａω‖≤‖ω‖ꎬω∈∂Ω１ꎬ　 ‖Ａω‖≥‖ω‖ꎬω∈∂Ω２ꎬ
或

‖Ａω‖≥‖ω‖ꎬω∈∂Ω１ꎬ　 ‖Ａω‖≤‖ω‖ꎬω∈∂Ω２ꎬ
成立ꎬ则 Ａ在 􀭺Ω２ ＼Ω１ 有一个不动点.

本文考虑的是无穷区间上的分数阶积分边值问题. 因为区间[０ꎬ＋∞ )是非紧的ꎬ所以经典的 Ａｒｚｅｌａ￣
Ａｓｃｏｌｉ 定理不能直接用来判断紧性ꎬ另外ꎬ本文讨论的是分数阶耦合方程的边值问题ꎬ而二维问题与一维

问题在某种程度上有本质不同ꎬ为了克服区间紧性的缺失和方程维数变化带来的困难ꎬ本文定义新的 Ｂａ￣
ｎａｃｈ 空间和其上的锥ꎬ构造了格林函数并分析其性质ꎬ在此基础上ꎬ运用了 Ｋｒａｓｎｏｓｅｌｓｋｉｉ 不动点定理证明

了积分边值问题(１)正解的存在性.

１　 预备知识

为了方便读者阅读ꎬ我们先给出一些基本概念.
定义 １[１８] 　 函数 ｙ:(０ꎬ＋∞ )→Ｒ的 α>０ 阶的 Ｒｉｅｍａｎｎ￣Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 分数阶定义为

Ｉα０＋ｙ( ｔ)＝
１

Γ(α) ∫
ｔ

０
( ｔ－ｓ) α－１ｙ( ｓ)ｄｓ.

等式的右端在(０ꎬ＋∞ )有定义.
定义 ２[１８] 　 连续函数 ｆ:(０ꎬ＋∞ )→Ｒ的 α>０ 阶的 Ｒｉｅｍａｎｎ￣Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 分数阶导数定义为

Ｄα０＋ ｆ( ｔ)＝ ＤｎＩｎ
－α

０＋ ｆ( ｔ)＝
１

Γ(ｎ－α)
ｄ
ｄｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

∫ｔ
０

ｆ( ｓ)
( ｔ－ｓ) α－ｎ＋１

ｄｓ.

只要等式的右端在(０ꎬ＋∞ )有定义.
定义 ３[８] 　 我们称 ｆｉ:Ｊ×Ｊ×Ｊ→Ｊ是一个 Ｌ１￣Ｃａｒａｔｈéｏｄｏｒｙ 函数ꎬ若
(１)对任何的(ｘꎬｙ)∈Ｊ×Ｊꎬｆｉ(􀅰ꎬｘꎬｙ)可测ꎻ
(２)对每个 ｔ∈Ｊꎬｆｉ( ｔꎬ􀅰ꎬ􀅰)几乎处处连续ꎻ
(３)对每个 ｒ１ꎬｒ２>０ꎬ存在 ϕｒ１ꎬｒ２∈Ｌ

∞ [０ꎬ＋∞ )ꎬ对所有的 ｘ∈[０ꎬｒ１]ꎬｙ∈[０ꎬｒ２]ꎬ
在 ｔ∈[０ꎬ＋∞ )几乎处处有

０≤ｆｉ( ｔꎬ(１＋ｔα
－１)ｘꎬ(１＋ｔβ－１)ｙ)≤ϕｒ１ꎬｒ２( ｔ) .

式中ꎬαꎬβ∈(１ꎬ２]ꎬＪ＝[０ꎬ＋∞ ) .
引理 １[１４] 　 假定 Ｄα０＋ｕ( ｔ)∈Ｃ(０ꎬ∞ )∩Ｌ(０ꎬ∞ )ꎬα>０ꎬ则

Ｉα０＋Ｄα０＋ｕ( ｔ)＝ ｕ( ｔ)＋ｃ１ ｔα
－１＋ｃ２ ｔα

－２＋􀆺＋ｃｎ ｔα
－ｎ .

式中ꎬｃｉ∈Ｒꎬｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎꎬｎ＝[α]＋１.
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􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉



南京师大学报(自然科学版) 第 ４０ 卷第 ４ 期(２０１７ 年)

在本文中ꎬ我们假设下面的条件成立:

(Ｈ１)ｇｉ∈Ｌ１[０ꎬ＋∞ )是非负的ꎬ且 ∫＋∞
０
ｇ１( ｔ) ｔα

－１ｄｔ<Γ(α)ꎬ ∫＋∞
０
ｇ２( ｔ) ｔβ

－１ｄｔ<Γ(β) .

(Ｈ２) ｆｉ 是 Ｌ１￣Ｃａｒａｔｈéｏｄｏｒｙ 函数ꎬｉ＝ １ꎬ２.
令

Ｘ１ ＝ ｘ:Ｊ→Ｒ:ｘ连续且ｓｕｐ
ｔ∈Ｊ＋

｜ ｘ( ｔ) ｜
１＋ｔα－１

<＋∞{ } ꎬ

定义范数为‖ｘ‖１ ＝ｓｕｐ
ｔ∈Ｊ

｜ ｘ( ｔ) ｜
１＋ｔα－１

ꎬ

Ｘ２ ＝ ｘ:Ｊ→Ｒ:ｘ连续且ｓｕｐ
ｔ∈Ｊ＋

｜ ｘ( ｔ) ｜
１＋ｔβ－１

<＋∞{ } ꎬ

定义范数为‖ｘ‖２ ＝ｓｕｐ
ｔ∈Ｊ

｜ ｘ( ｔ) ｜
１＋ｔβ－１

. 故(Ｘ１ꎬ‖􀅰‖１)和(Ｘ２ꎬ‖􀅰‖２)是一个 Ｂａｎａｃｈ 空间.

令

Ｘ＝ (ｘꎬｙ)∈Ｘ１×Ｘ２:ｓｕｐｔ∈Ｊ
｜ ｘ( ｔ) ｜
１＋ｔα－１

<＋∞ ꎬｓｕｐ
ｔ∈Ｊ

｜ ｙ( ｔ) ｜
１＋ｔβ－１

<＋∞{ } ꎬ

定义范数‖(ｘꎬｙ)‖＝‖ｘ‖１＋‖ｙ‖２ . 容易证明(Ｘꎬ‖􀅰‖)是一个 Ｂａｎａｃｈ 空间.
引理 ２　 假定(Ｈ１)成立ꎬ对任意的 ｙｉ∈Ｌ１[０ꎬ＋∞ )ꎬｙｉ≥０ꎬｉ ＝ １ꎬ２ꎬ则边值问题(１)有解 ｘ( ｔ)＝ (ｕ( ｔ)ꎬ

ｖ( ｔ))ꎬ且

ｕ( ｔ)＝ ∫＋∞
０
Ｇ１( ｔꎬｓ)ｙ１( ｓ)ｄｓꎬｖ( ｔ)＝ ∫＋∞

０
Ｇ２( ｔꎬｓ)ｙ２( ｓ)ｄｓ. (２)

式中ꎬ
Ｇ ｉ( ｔꎬｓ)＝ Ｇ１ｉ( ｔꎬｓ)＋Ｇ２ｉ( ｔꎬｓ)ꎬｉ＝ １ꎬ２.

Ｇ１１( ｔꎬｓ)＝
１

Γ(α)
ｔα－１－( ｔ－ｓ) α－１ꎬ ０≤ｓ≤ｔ<＋∞ ꎬ

ｔα－１ꎬ ０≤ｔ≤ｓ<＋∞ .{
Ｇ１２( ｔꎬｓ)＝

１
Γ(β)

ｔβ－１－( ｔ－ｓ) β－１ꎬ ０≤ｓ≤ｔ<＋∞ ꎬ
ｔβ－１ꎬ ０≤ｔ≤ｓ<＋∞ .{

(３)

Ｇ２１( ｔꎬｓ) ＝
ｔα－１

Γ(α) － ∫＋∞
０
ｇ１( ｔ) ｔα

－１ｄｔ
∫＋∞

０
ｇ１( ｔ)Ｇ１１( ｔꎬｓ)ｄｔꎬ

Ｇ２２( ｔꎬｓ) ＝
ｔβ －１

Γ(β) － ∫＋∞
０
ｇ２( ｔ) ｔβ

－１ｄｔ
∫＋∞

０
ｇ２( ｔ)Ｇ１２( ｔꎬｓ)ｄｔ.

(４)

证明　 考察下面边值问题

Ｄα０＋ｕ( ｔ) ＋ ｙ１( ｔ) ＝ ０ꎬ ｔ∈ (０ꎬ∞ )ꎬα ∈ (１ꎬ２]

ｕ(０) ＝ ０ꎬ Ｄ ＋∞０＋ ｕ(∞ ) ＝ ∫＋∞
０
ｇ１( ｓ)ｕ( ｓ)ｄｓ.

ì

î

í

ïï

ïï

(５)

由引理 １ꎬ将式(５)转化为等价的积分方程

ｕ( ｔ)＝ ｃ１ ｔα
－１＋ｃ２ ｔα

－２－Ｉα０＋ｙ１( ｔ)ꎬ
由 ｕ１(０)＝ ０ꎬ可得 ｃ２ ＝ ０. 则

ｕ( ｔ)＝ ｃ１ ｔα
－１－ １
Γ(α) ∫

ｔ

０
( ｔ－ｓ) α－１ｙ１( ｓ)ｄｓꎬ (６)

Ｄα－１０＋ ｕ(∞ )＝ ｃ１Γ(α)－ ∫＋∞
０
ｙ１( ｓ)ｄｓꎬ

结合边值条件 Ｄα－１０＋ ｕ(∞ )＝ ∫＋∞
０
ｇ１( ｓ)ｕ( ｓ)ｄｓꎬ可得

—８３—
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ｃ１ ＝
１

Γ(α) ∫＋∞
０
ｙ１( ｓ)ｄｓ ＋ ∫＋∞

０
ｇ１( ｓ)ｕ( ｓ)ｄｓ( ) ꎬ (７)

将(７)代入(６)得

ｕ( ｔ)＝ ｔα－１

Γ(α) ∫＋∞
０
ｙ１( ｓ)ｄｓ ＋ ∫＋∞

０
ｇ１( ｓ)ｕ( ｓ)ｄｓ( ) － １

Γ(α) ∫
ｔ

０
( ｔ－ｓ) α－１ｙ１( ｓ)ｄｓ＝

∫＋∞
０
Ｇ１１( ｔꎬｓ)ｙ１( ｓ)ｄｓ＋

１
Γ(α)

ｔα－１∫＋∞
０
ｇ１( ｓ)ｕ( ｓ)ｄｓꎬ (８)

将(８)两端乘以 ｇ１( ｔ)ꎬ并关于 ｔ从 ０ 到＋∞积分得

∫＋∞
０
ｇ１( ｓ)ｕ( ｓ)ｄｓ＝

Γ(α)

Γ(α) － ∫＋∞
０
ｇ１( ｓ) ｓα

－１ｄｓ
∫＋∞

０
ｇ１( ｓ)∫＋∞

０
Ｇ１１( ｓꎬ )ｙ１( )ｄ ｄｓꎬ (９)

将式(９)代入式(８)ꎬ得

ｕ( ｔ)＝ ∫＋∞
０
Ｇ１１( ｔꎬｓ)ｙ１( ｓ)ｄｓ＋

ｔα－１

Γ(α)
Γ(α)

Γ(α) － ∫＋∞
０
ｇ１( ｓ) ｓα

－１ｄｓ
∫＋∞

０
ｇ１( ｓ)∫＋∞

０
Ｇ１１( ｓꎬ )ｙ１( )ｄ ｄｓ＝

∫＋∞
０
Ｇ１１( ｔꎬｓ)ｙ１( ｓ)ｄｓ＋ ∫＋∞

０
Ｇ２１( ｔꎬ )ｙ１( )ｄ ＝ ∫＋∞

０
Ｇ１( ｔꎬｓ)ｙ１( ｓ)ｄｓ.

同理ꎬ可求得 ｖ( ｔ)及相应的 Ｇ１２( ｔꎬｓ)ꎬＧ２２( ｔꎬｓ)ꎬ进而定理得证.
引理 ３[１９] 　 由(３)定义的 Ｇ１ｉ( ｔꎬｓ)ꎬｉ＝ １ꎬ２ 满足:
( ｉ)Ｇ１ｉ( ｔꎬｓ)连续ꎬ且 Ｇ１ｉ( ｔꎬｓ)≥０ꎬ( ｔꎬｓ)∈[０ꎬ＋∞ )×[０ꎬ＋∞ )ꎻ
( ｉｉ)Ｇ１ｉ( ｔꎬｓ)关于 ｔ严格增ꎻ
( ｉｉｉ)Ｇ１ｉ( ｔꎬｓ)关于 ｔ是个凹函数ꎬ当 ０<ｓ<ｔ<＋∞ ꎻ
( ｉｖ)ｋ>１ꎬ( ｔꎬｓ)∈[０ꎬ＋∞ )×[０ꎬ＋∞ )ꎬＧ１ｉ( ｔꎬｓ)有下面性质:

ｍｉｎ
１
ｋ≤ｔ≤ｋ

Ｇ１１( ｔꎬｓ)
１＋ｔα－１

≥ １
４ｋ２(１＋ｋα－１)

ｓｕｐ
ｔ∈[０ꎬ＋∞ )

Ｇ１１( ｔꎬｓ)
１＋ｔα－１

ꎬ
Ｇ１１( ｔꎬｓ)
１＋ｔα－１

≤ １
Γ(α)

ꎬ

ｍｉｎ
１
ｋ≤ｔ≤ｋ

Ｇ１２( ｔꎬｓ)
１＋ｔβ－１

≥ １
４ｋ２(１＋ｋβ－１)

ｓｕｐ
ｔ∈[０ꎬ＋∞ )

Ｇ１２( ｔꎬｓ)
１＋ｔβ－１

ꎬ
Ｇ１２( ｔꎬｓ)
１＋ｔβ－１

≤ １
Γ(β)

.

引理 ４　 ｋ>１ꎬ由(４)定义的 Ｇ２ｉ( ｔꎬｓ)ꎬｉ＝ １ꎬ２ 满足

ｍｉｎ
１
ｋ≤ｔ≤ｋ

Ｇ２１( ｔꎬｓ)
１＋ｔα－１

≥ １
ｋ２α－２(１＋ｋα－１)

ｓｕｐ
ｔ∈[０ꎬ＋∞ )

Ｇ２１( ｔꎬｓ)
１＋ｔα－１

ꎬ (１０)

ｍｉｎ
１
ｋ≤ｔ≤ｋ

Ｇ２２( ｔꎬｓ)
１＋ｔβ－１

≥ １
ｋ２β－２(１＋ｋβ－１)

ｓｕｐ
ｔ∈[０ꎬ＋∞ )

Ｇ２２( ｔꎬｓ)
１＋ｔβ－１

. (１１)

证明　 对∀ｋ>１ꎬ有

ｍｉｎ
１
ｋ≤ｔ≤ｋ

Ｇ２１( ｔꎬｓ)
１＋ｔα－１

≥

１
ｋα－１

１＋ｋα－１

１＋ １
ｋα－１

ｋα－１
ｓｕｐ

ｔ∈[０ꎬ＋∞ )

ｔα－１∫＋∞
０
ｇ１( ｔ)Ｇ１１( ｔꎬｓ)ｄｔ

(１ ＋ ｔα－１)(Γ(α) － ∫＋∞
０
ｇ１( ｔ) ｔα

－１ｄｔ)
≥ １
ｋ２α－２(１＋ｋα－１)

ｓｕｐ
ｔ∈[０ꎬ＋∞ )

Ｇ２１( ｔꎬｓ)
１＋ｔα－１

.

即(１０)成立ꎬ同理可证得(１１)成立.
引理 ５　 对固定的 ｋ>１ꎬ令

λ１ｋ ＝ｍｉｎ
１

４ｋ２(１＋ｋα－１)
ꎬ １
ｋ２α－２(１＋ｋα－１){ } ꎬＬ１ ＝

１

Γ(α) － ∫＋∞
０
ｇ１( ｔ) ｔα

－１ｄｔ
ꎬ

λ２ｋ ＝ｍｉｎ
１

４ｋ２(１＋ｋβ－１)
ꎬ １
ｋ２β－２(１＋ｋβ－１){ } ꎬＬ２ ＝

１

Γ(β) － ∫＋∞
０
ｇ２( ｔ) ｔβ

－１ｄｔ
.

则有

—９３—
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ｍｉｎ
１
ｋ≤ｔ≤ｋ

Ｇ１( ｔꎬｓ)
１＋ｔα－１

≥λ１ｋ ｓｕｐ
ｔ∈[０ꎬ＋∞ )

Ｇ１( ｔꎬｓ)
１＋ｔα－１

ꎬ０≤
Ｇ１( ｔꎬｓ)
１＋ｔα－１

≤Ｌ１ꎬ (１２)

ｍｉｎ
１
ｋ≤ｔ≤ｋ

Ｇ２( ｔꎬｓ)
１＋ｔβ－１

≥λ２ｋ ｓｕｐ
ｔ∈[０ꎬ＋∞ )

Ｇ２( ｔꎬｓ)
１＋ｔβ－１

ꎬ０≤
Ｇ２( ｔꎬｓ)
１＋ｔβ－１

≤Ｌ２ . (１３)

证明　 由引理 ３ꎬ引理 ４ꎬ可得 ｍｉｎ
１
ｋ≤ｔ≤ｋ

Ｇ１( ｔꎬｓ)
１＋ｔα－１

≥λ１ｋ ｓｕｐ
ｔ∈[０ꎬ＋∞ )

Ｇ１( ｔꎬｓ)
１＋ｔα－１

显然成立. 又

Ｇ１( ｔꎬｓ)
１＋ｔα－１

≤
Ｇ１１( ｔꎬｓ)＋Ｇ２１( ｔꎬｓ)

１＋ｔα－１
≤ １
Γ(α)

＋
∫＋∞

０
ｇ１( ｔ) ｔα

－１ｄｔ

Γ(α)(Γ(α) － ∫＋∞
０
ｇ１( ｔ) ｔα

－１ｄｔ)
＝ Ｌ１ .

故式(１２)得证ꎬ同理可证式(１３)成立.
引理 ６　 假定(Ｈ１)成立ꎬ则对 ｙｉ∈Ｌ１ [０ꎬ＋∞ )ꎬｙｉ≥０ꎬ ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ以及 ｋ>１ꎬ边值问题(１)的解 ｘ( ｔ) ＝

(ｕ( ｔ)ꎬｖ( ｔ))满足

ｕ( ｔ)≥０ꎬ ｍｉｎ
１
ｋ≤ｔ≤ｋ

ｕ( ｔ)
１＋ｔα－１

≥λ１ｋ‖ｕ‖１ꎬｖ( ｔ)≥０ꎬ ｍｉｎ
１
ｋ≤ｔ≤ｋ

ｖ( ｔ)
１＋ｔβ－１

≥λ２ｋ‖ｖ‖２ .

证明　 对任意的 ｔ∈Ｊꎬ由 Ｇ ｉ( ｔꎬｓ)≥０ꎬｙｉ≥０ꎬ有 ｕ( ｔ)≥０ꎬｖ( ｔ)≥０. 再由引理 ５ꎬ对任意的 ｔ∈[ １
ｋ
ꎬｋ]ꎬ

(ｋ>１)ꎬ

ｍｉｎ
１
ｋ≤ｔ≤ｋ

ｕ( ｔ)
１＋ｔα－１

≥ ∫＋∞
０

ｍｉｎ
１
ｋ≤ｔ≤ｋ

Ｇ１( ｔꎬｓ)
１＋ｔα－１

ｙ１( ｓ)ｄｓ≥λ１ｋ ｓｕｐ
ｔ∈[０ꎬ＋∞ )

∫＋∞
０
Ｇ１( ｔꎬｓ)ｙ１( ｓ)ｄｓ

１ ＋ ｔα－１
＝λ１ｋ‖ｕ‖１ .

同理可证 ｍｉｎ
１
ｋ≤ｔ≤ｋ

ｖ( ｔ)
１＋ｔβ－１

≥λ２ｋ‖ｖ‖２ .

令

Ｐ１ ＝ ｕ∈Ｘ１:ｕ( ｔ)≥０ꎬ ｍｉｎ
１
ｋ≤ｔ≤ｋ

ｕ( ｔ)
１＋ｔα－１

≥λ１ｋ‖ｕ‖１ꎬｋ>１{ } ꎬ

Ｐ２ ＝ ｖ∈Ｘ２:ｖ( ｔ)≥０ꎬ ｍｉｎ
１
ｋ≤ｔ≤ｋ

ｖ( ｔ)
１＋ｔβ－１

≥λ２ｋ‖ｖ‖２ꎬｋ>１{ } ꎬ

Ｐ＝Ｐ１×Ｐ２ꎬ显然 Ｐ⊂Ｘ１×Ｘ２ 是 Ｘ中的一个锥.
由引理 ２ꎬ问题(１)等价于

ｘ( ｔ)＝ (ｕ( ｔ)ꎬｖ( ｔ))＝ ∫＋∞
０
Ｇ１( ｔꎬｓ) ｆ１( ｓꎬｕ( ｓ)ꎬｖ( ｓ))ｄｓꎬ∫＋∞

０
Ｇ２( ｔꎬｓ) ｆ２( ｓꎬｕ( ｓ)ꎬｖ( ｓ))ｄｓ( ) .

定义 Ｔ１:Ｐ→Ｐ１

Ｔ１(ｕꎬｖ)( ｔ)＝ ∫＋∞
０
Ｇ１( ｔꎬｓ) ｆ１( ｓꎬｕ( ｓ)ꎬｖ( ｓ))ｄｓ.

定义 Ｔ２:Ｐ→Ｐ２

Ｔ２(ｕꎬｖ)( ｔ)＝ ∫＋∞
０
Ｇ２( ｔꎬｓ) ｆ２( ｓꎬｕ( ｓ)ꎬｖ( ｓ))ｄｓꎬ

令

Ｔ(ｕꎬｖ)( ｔ)＝ (Ｔ１(ｕꎬｖ)( ｔ)ꎬＴ２(ｕꎬｖ)( ｔ)) .
引理 ７[８ꎬ２０] 　 Ｘ是[０ꎬ＋∞ )上的有界连续向量函数全体ꎬ令 Ｓ⊂ＸꎬＳ 是相对紧的ꎬ如果下面的条件

满足:
(ａ)Ｓ中的函数在 Ｘ上是一致有界的ꎻ
(ｂ)Ｓ中的函数在[０ꎬ＋∞ )的任意紧区间上是等度连续的ꎻ
(ｃ)Ｓ中的函数在无穷区间上等度收敛. 即对任意的 ε>０ꎬ存在 Ｔ ＝ Ｔ(ε) >０ꎬ使得对任意的 ｔ１ꎬｔ２≥Ｔꎬ

—０４—
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ｙ∈Ｓꎬ有
｜ ｙ( ｔ１)－ｙ( ｔ２) ｜ <ε.

引理 ８　 假定(Ｈ１)ꎬ(Ｈ２)成立ꎬ则 Ｔ:Ｐ→Ｐ是全连续的.
证明　 (１)Ｔ:Ｐ→Ｐ. 对任意的(ｕꎬｖ)∈Ｐꎬ由引理 ６ꎬ有

Ｔ１(ｕꎬｖ)≥０ꎬ ｍｉｎ
１
ｋ≤ｔ≤ｋ

Ｔ１(ｕꎬｖ)( ｔ)
１＋ｔα－１

≥λ１ｋ‖Ｔ１(ｕꎬｖ)‖１ꎬ

Ｔ２(ｕꎬｖ)≥０ꎬ ｍｉｎ
１
ｋ≤ｔ≤ｋ

Ｔ２(ｕꎬｖ)( ｔ)
１＋ｔβ－１

≥λ２ｋ‖Ｔ２(ｕꎬｖ)‖２ꎬ

所以ꎬＴ(ｕꎬｖ)∈Ｐ.
(２)Ｔ:Ｐ→Ｐ是连续的. 对任意的收敛序列{(ｕｎꎬｖｎ)}→(ｕꎬｖ)ꎬ即当 ｎ→＋∞时ꎬｕｎ→ｕꎬｖｎ→ｖꎬ则存在常

数 ｒ１ꎬｒ２>０ꎬ使得

‖ｕｎ‖１ꎬ‖ｕ‖１≤ｒ１ 和‖ｖｎ‖２ꎬ‖ｖ‖２≤ｒ２ .
由(Ｈ２)ꎬ对几乎处处的 ｓ∈[０ꎬ＋∞ )ꎬ当 ｎ→＋∞有

｜ ｆ１( ｓꎬｕｎ( ｓ)ꎬｖｎ( ｓ))－ｆ１( ｓꎬｕ( ｓ)ꎬｖ( ｓ)) ｜→０ꎬｎ→＋∞ ꎬ
｜ ｆ１( ｓꎬｕｎ( ｓ)ꎬｖｎ( ｓ))－ｆ１( ｓꎬｕ( ｓ)ꎬｖ( ｓ)) ｜≤２ϕｒ１ꎬｒ２( ｓ) .

由勒贝格控制收敛定理ꎬ有

‖Ｔ１(ｕｎꎬｖｎ)－Ｔ１(ｕꎬｖ)‖１≤ ｓｕｐ
ｔ∈[０ꎬ＋∞ )∫

＋∞

０

Ｇ１( ｔꎬｓ)
１＋ｔα－１

｜ ｆ１( ｓꎬｕｎ( ｓ)ꎬｖｎ( ｓ))－ｆ１( ｓꎬｕ( ｓ)ꎬｖ( ｓ)) ｜ ｄｓ→０ꎬ

所以

‖Ｔ１(ｕｎꎬｖｎ)－Ｔ１(ｕꎬｖ)‖１→０ꎬｎ→＋∞ .
因此ꎬＴ１ 是连续的ꎬ同理可证 Ｔ２ 是连续的ꎬ从而 Ｔ:Ｐ→Ｐ是连续的.
(３)Ｔ:Ｐ→Ｐ是相对紧的.
１°　 Ｔ是一致有界的.
设 Ω是 Ｐ中的有界集ꎬ对任意的(ｕꎬｖ)∈Ωꎬ则存在 ｒ１ꎬｒ２>０ꎬ使‖ｕ‖１≤ｒ１ꎬ‖ｖ‖２≤ｒ２ .

‖Ｔ１(ｕꎬｖ)( ｔ)‖１ ＝ ｓｕｐ
ｔ∈[０ꎬ＋∞ )

１
１＋ｔα－１

｜ ∫＋∞
０
Ｇ１( ｔꎬｓ) ｆ１( ｓꎬｕ( ｓ)ꎬｖ( ｓ))ｄｓ ｜≤Ｌ１ ∫＋∞

０
ϕｒ１ꎬｒ２( ｓ)ｄｓ<＋∞ ꎬ

同理

‖Ｔ２(ｕꎬｖ)( ｔ)‖２<＋∞ ꎬ从而‖Ｔ(ｕꎬｖ)( ｔ)‖<＋∞ ꎬ即 ＴΩ是有界的.
２°　 Ｔ在[０ꎬ＋∞ )的任意紧区间上等度连续.
对任意的 Ｎ０∈Ｊ＋ꎬｔ１ꎬｔ２∈[０ꎬＮ０]ꎬ不失一般性ꎬ假设 ｔ１<ｔ２ꎬ则有

Ｔ１(ｕꎬｖ)( ｔ１)
１＋ｔα－１１

－
Ｔ１(ｕꎬｖ)( ｔ２)

１＋ｔα－１２

≤ ∫＋∞
０

Ｇ１１( ｔ１ꎬｓ)
１＋ｔα－１１

－
Ｇ１１( ｔ２ꎬｓ)
１＋ｔα－１１

ｆ１( ｓꎬｕ( ｓ)ꎬｖ( ｓ))ｄｓ＋

∫＋∞
０

Ｇ１１( ｔ２ꎬｓ)
１＋ｔα－１１

－
Ｇ１１( ｔ２ꎬｓ)
１＋ｔα－１２

ｆ１( ｓꎬｕ( ｓ)ꎬｖ( ｓ))ｄｓ＋
∫＋∞

０
ｇ１( ｓ) ｓα

－１ｄｓ

Γ(α)(Γ(α) － ∫＋∞
０
ｇ１( ｓ) ｓα

－１ｄｓ)
×

ｔα－１１

１＋ｔα－１１

－
ｔα－１２

１＋ｔα－１２
∫＋∞

０
ｆ１( ｓꎬｕ( ｓ)ꎬｖ( ｓ))ｄｓ.

式中ꎬ

∫＋∞
０

Ｇ１１( ｔ１ꎬｓ)
１＋ｔα－１１

－
Ｇ１１( ｔ２ꎬｓ)
１＋ｔα－１１

ｆ１( ｓꎬｕ( ｓ)ꎬｖ( ｓ))ｄｓ≤
１
Γ(α) ∫

ｔ １

０

( ｔα－１２ －ｔα－１１ )＋[( ｔ２－ｓ) α
－１－( ｔ１－ｓ) α

－１]
１＋ｔα－１１

ϕｒ１ꎬｒ２( ｓ)ｄｓ ＋

１
Γ(α) ∫

ｔ ２

ｔ１

( ｔα－１２ －ｔα－１１ )＋( ｔ２－ｓ) α
－１

１＋ｔα－１１

ϕｒ１ꎬｒ２( ｓ)ｄｓ＋
１

Γ(α) ∫
＋∞

ｔ２

ｔα－１２ －ｔα－１１

１＋ｔα－１１

ϕｒ１ꎬｒ２( ｓ)ｄｓ→０ꎬ　 ( ｔ１→ｔ２) .

类似的ꎬ有
—１４—
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∫＋∞
０

Ｇ１１( ｔ２ꎬｓ)
１＋ｔα－１１

－
Ｇ１１( ｔ２ꎬｓ)
１＋ｔα－１２

ｆ１( ｓꎬｕ( ｓ)ꎬｖ( ｓ))ｄｓ→０ꎬ　 ( ｔ１→ｔ２) .

所以

Ｔ１(ｕ１ꎬｕ２)( ｔ１)
１＋ｔα－１１

－
Ｔ１(ｕ１ꎬｕ２)( ｔ２)

１＋ｔα－１２

→０ꎬ　 ( ｔ１→ｔ２) .

因此ꎬＴ１Ω在[０ꎬ＋∞ )的任意紧区间上等度连续ꎬ同理可证 Ｔ２Ω 在[０ꎬ＋∞ )的任意紧区间上等度连

续ꎬ从而可得 ＴΩ在[０ꎬ＋∞ )的任意紧区间上等度连续.
３°　 Ｔ在无穷远处等度收敛.

因为 ϕｒ１ꎬｒ２( ｔ)∈Ｌ
１[０ꎬ＋∞ )ꎬ有 ∫＋∞

０
ϕｒ１ꎬｒ２( ｓ)ｄｓ<＋∞ .故对任意的 ε>０ꎬ存在 Ｌ３>０ 使

∫＋∞
Ｌ３
ϕｒ１ꎬｒ２( ｓ)ｄｓ<ε. (１４)

由于 ｌｉｍ
ｔ→＋∞

ｔα－１

１＋ｔα－１
＝ １ꎬ故存在 Ｌ４>０ꎬ当 ｔ１ꎬｔ２>Ｌ４ 时ꎬ

ｔα－１１

１＋ｔα－１１

－
ｔα－１２

１＋ｔα－１２

≤ １－
ｔα－１１

１＋ｔα－１１

＋ １－
ｔα－１２

１＋ｔα－１２

<ε. (１５)

类似的ꎬ由 ｌｉｍ
ｔ→＋∞

( ｔ－Ｌ３) α
－１

１＋ｔα－１
＝ １ꎬ存在 Ｌ５>Ｌ３>０ꎬ当 ｔ１ꎬｔ２>Ｌ５ 时ꎬ且 ０≤ｓ≤Ｌ３ꎬ有

( ｔ１－ｓ) α
－１

１＋ｔα－１１

－
( ｔ２－ｓ) α

－１

１＋ｔα－１２

≤ １－
( ｔ１－ｓ) α

－１

１＋ｔα－１１

＋ １－
( ｔ２－ｓ) α

－１

１＋ｔα－１２

≤ １－
( ｔ１－Ｌ３) α

－１

１＋ｔα－１１

＋ １－
( ｔ２－Ｌ３) α

－１

１＋ｔα－１２

<ε. (１６)

取 Ｌ０>ｍａｘ{Ｌ４ꎬＬ５}ꎬｔ１ꎬｔ２>Ｌ０ꎬ由(１４)－(１６)ꎬ可得

∫＋∞
０

Ｇ１１( ｔ２ꎬｓ)
１ ＋ ｔα－１２

ｆ１( ｓꎬｕ( ｓ)ꎬｖ( ｓ))ｄｓ － ∫＋∞
０

Ｇ１１( ｔ１ꎬｓ)
１ ＋ ｔα－１１

ｆ１( ｓꎬｕ( ｓ)ꎬｖ( ｓ))ｄｓ ≤

２ε
Γ(α) ∫

＋∞

０
ϕｒ１ꎬｒ２( ｓ)ｄｓ＋

ε＋１
Γ(α) ∫

＋∞

Ｌ３
ϕｒ１ꎬｒ２( ｓ)ｄｓ＋

ε
Γ(α) ∫

＋∞

Ｌ３
ϕｒ１ꎬｒ２( ｓ)ｄｓ≤

２
Γ(α)∫

＋∞

０
ϕｒ１ꎬｒ２( ｓ)ｄｓ ＋

２ε ＋ １
Γ(α)

æ

è
ç

ö

ø
÷ ε. (１７)

∫＋∞
０

Ｇ２１( ｔ２ꎬｓ)
１ ＋ ｔα－１２

ｆ１( ｓꎬｕ( ｓ)ꎬｖ( ｓ))ｄｓ － ∫＋∞
０

Ｇ２１( ｔ１ꎬｓ)
１ ＋ ｔα－１１

ｆ１( ｓꎬｕ( ｓ)ꎬｖ( ｓ))ｄｓ ≤

ε∫＋∞
０
ｇ１( ｓ) ｓα

－１ｄｓ

Γ(α)(Γ(α) － ∫＋∞
０
ｇ１( ｓ) ｓα

－１ｄｓ)
∫＋∞

０
ϕｒ１ꎬｒ２( ｓ)ｄｓ (１８)

由式(１７)ꎬ(１８)可得ꎬ对任意的 ε>０ꎬ(ｕꎬｖ)∈Ωꎬ存在一个充分大的 Ｎ>０ꎬ当 ｔ１ꎬｔ２>Ｎ时ꎬ有
Ｔ１(ｕꎬｖ)( ｔ１)

１＋ｔα－１１

－
Ｔ１(ｕꎬｖ)( ｔ２)

１＋ｔα－１２

<ε.

所以ꎬＴ１ 在无穷区间上等度收敛ꎬ同理可证 Ｔ１ 在无穷区间上等度收敛ꎬ从而 Ｔ:Ｐ→Ｐ在无穷区间上等

度收敛.
故 ＴΩ在 Ｐ上是相对紧的ꎬ进而 Ｔ:Ｐ→Ｐ是全连续的.

２　 主要结论

我们假定:
(Ｈ３)存在 Ｊ上非负函数 ａｉ∈Ｌ１[０ꎬ＋∞ )ꎬａｉ( ｔ)≠０ 和连续函数 ｈｉ∈Ｃ[Ｊ×ＪꎬＪ]ꎬｉ＝ １ꎬ２ꎬ有

ｆｉ( ｔꎬｘꎬｙ)≤ａｉ( ｔ)ｈｉ(ｘꎬｙ)ꎬｔꎬｘꎬｙ∈Ｊꎬ

∫＋∞
０
ｓα－１ａ１( ｓ)ｄｓ<＋∞ ꎬ ∫＋∞

０
ｓβ－１ａ２( ｓ)ｄｓ<＋∞ .

—２４—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉
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定义

ｈ０ｉ ＝ ｌｉｍ
ｘ＋ｙ→０＋

ｈｉ(ｘꎬｙ)
ｘ＋ｙ

ꎬ　 ｈ∞ｉ ＝ ｌｉｍ
ｘ＋ｙ→＋∞

ｈｉ(ｘꎬｙ)
ｘ＋ｙ

ꎬ

ｆ０ｉ ＝ ｌｉｍ
ｘ＋ｙ→０＋

ｉｎｆ
１
ｋ≤ｔ≤ｋ

ｆｉ( ｔꎬｘꎬｙ)
ｘ＋ｙ

ꎬ　 ｆ∞ｉ ＝ ｌｉｍ
ｘ＋ｙ→＋∞

ｉｎｆ
１
ｋ≤ｔ≤ｋ

ｆｉ( ｔꎬｘꎬｙ)
ｘ＋ｙ

ꎬ

Ｎ１ ＝ｍｉｎ ｉｎｆ
１
ｋ≤ｔ≤ｋ

∫ｋ
１ / ｋ

Ｇ１( ｔꎬｓ)
１ ＋ ｔα－１

(１ ＋ ｓα－１)ｄｓꎬ ｉｎｆ
１
ｋ≤ｔ≤ｋ

∫ｋ
１ / ｋ

Ｇ１( ｔꎬｓ)
１ ＋ ｔα－１

(１ ＋ ｓβ －１)ｄｓ{ } ꎬ

Ｎ２ ＝ｍｉｎ ｉｎｆ
１
ｋ≤ｔ≤ｋ

∫ｋ
１ / ｋ

Ｇ２( ｔꎬｓ)
１ ＋ ｔβ －１

(１ ＋ ｓα－１)ｄｓꎬ ｉｎｆ
１
ｋ≤ｔ≤ｋ

∫ｋ
１ / ｋ

Ｇ２( ｔꎬｓ)
１ ＋ ｔβ －１

(１ ＋ ｓβ －１)ｄｓ{ } ꎬ

ｎ１ ＝ｍａｘ ｓｕｐ
ｔ∈Ｊ ∫

＋∞

０

Ｇ１( ｔꎬｓ)
１ ＋ ｔα－１

(１ ＋ ｓα－１)ａ１( ｓ)ｄｓꎬｓｕｐｔ∈Ｊ ∫
＋∞

０

Ｇ１( ｔꎬｓ)
１ ＋ ｔα－１

(１ ＋ ｓβ －１)ａ１( ｓ)ｄｓ{ } ꎬ

ｎ２ ＝ｍａｘ ｓｕｐ
ｔ∈Ｊ ∫

＋∞

０

Ｇ２( ｔꎬｓ)
１ ＋ ｔβ －１

(１ ＋ ｓα－１)ａ２( ｓ)ｄｓꎬｓｕｐｔ∈Ｊ ∫
＋∞

０

Ｇ２( ｔꎬｓ)
１ ＋ ｔβ －１

(１ ＋ ｓβ －１)ａ２( ｓ)ｄｓ{ } .
式中ꎬｉ＝ １ꎬ２.

定理 ２　 假定(Ｈ１)－(Ｈ３)成立ꎬ并满足

(１)令 λｋ ＝ｍｉｎ{λ１ｋꎬλ２ｋ}ꎬ存在正整数 ｋꎬｍｉꎬＭｉꎬｋ>１ꎬ使得

ｍ１ｎ１＋ｍ２ｎ２≤１ꎬλｋＭ１Ｎ１＋λｋＭ２Ｎ２≥１ꎻ
(２)０≤ｈ０ｉ <ｍｉꎬＭｉ<ｆ∞ｉ <＋∞ .
则边值问题(１)至少有一个正解.
证明　 由 ０≤ｈ０ｉ <ｍｉꎬ则存在 δ１>０(δ１<１)ꎬ使得

ｈｉ(ｕ１ꎬｕ２)≤ｍｉ(ｕ＋ｖ)ꎬｕ＋ｖ∈(０ꎬδ１]ꎬ
令

Ω１ ＝{(ｕꎬｖ)∈Ｐ:‖(ｕꎬｖ)‖<δ１}ꎬ
对任意的(ｕꎬｖ)∈∂Ω１ꎬｔ∈Ｊꎬ有
Ｔ１(ｕꎬｖ)( ｔ)

１＋ｔα－１
≤ ∫＋∞

０

Ｇ１( ｔꎬｓ)
１＋ｔα－１

ａ１( ｓ)ｍ１(ｕ( ｓ)＋ｖ( ｓ))ｄｓ≤ｍ１‖ｕ‖１ ∫＋∞
０

Ｇ１( ｔꎬｓ)
１＋ｔα－１

ａ１( ｓ)(１＋ｓα
－１)ｄｓ＋

ｍ１‖ｖ‖２ ∫＋∞
０

Ｇ１( ｔꎬｓ)
１＋ｔα－１

ａ１( ｓ)(１＋ｓβ
－１)ｄｓ≤ｍ１ｎ１(‖ｕ‖１＋‖ｖ‖２) .

同理可得
Ｔ２(ｕꎬｖ)( ｔ)

１＋ｔβ－１
≤ｍ２ｎ２(‖ｕ‖１＋‖ｖ‖２) .

所以

‖Ｔ(ｕꎬｖ)( ｔ)‖≤ｍ１ｎ１(‖ｕ‖１＋‖ｖ‖２)＋ｍ２ｎ２(‖ｕ‖１＋‖ｖ‖２)≤‖(ｕꎬｖ)‖ꎬ
因此

‖Ｔ(ｕꎬｖ)‖≤‖(ｕꎬｖ)‖ꎬ(ｕꎬｖ)∈∂Ω１ . (１９)
由 Ｍｉ≤ｆ∞ｉ <＋∞ ꎬ则存在 δ２>１ꎬ使得

ｆｉ( ｔꎬｕꎬｖ)≥Ｍｉ(ｕ＋ｖ)ꎬｔ∈[ １
ｋ
ꎬｋ]ꎬｕ＋ｖ>λｋδ２ .

令

Ω２ ＝{(ｕꎬｖ)∈Ｐ:‖(ｕꎬｖ)‖<δ２} .
对任意的(ｕꎬｖ)∈􀭺Ω２⊂Ｐꎬ由引理 ６ꎬ有

ｍｉｎ
１
ｋ≤ｔ≤ｋ

ｕ( ｔ)
１＋ｔα－１

＋ ｖ( ｔ)
１＋ｔβ－１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≥λｋ(‖ｕ‖１＋‖ｖ‖２) .

对任意的(ｕꎬｖ)∈∂Ω２ꎬｔ∈Ｊꎬ有

—３４—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉
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Ｔ１(ｕꎬｖ)( ｔ)
１＋ｔα－１

≥ ∫ｋ
１ / ｋ

Ｇ１( ｔꎬｓ)
１＋ｔα－１

Ｍ１(ｕ( ｓ)＋ｖ( ｓ))ｄｓ≥λｋＭ１‖ｕ‖１ ∫ｋ
１ / ｋ

Ｇ１( ｔꎬｓ)
１＋ｔα－１

(１＋ｓα－１)ｄｓ＋

λｋＭ１‖ｖ‖２ ∫ｋ
１ / ｋ

Ｇ１( ｔꎬｓ)
１＋ｔα－１

(１＋ｓβ－１)ｄｓ≥λｋＭ１Ｎ１(‖ｕ‖１＋‖ｖ‖２) .

同理可得

Ｔ２(ｕꎬｖ)( ｔ)
１＋ｔβ－１

≥λｋＭ２Ｎ２(‖ｕ‖１＋‖ｖ‖２)

所以

‖Ｔ(ｕꎬｖ)( ｔ)‖≥λｋＭ１Ｎ１(‖ｕ‖１＋‖ｖ‖２)＋λｋＭ２Ｎ２(‖ｕ‖１＋‖ｖ‖２)≥‖(ｕꎬｖ)‖ꎬ
因此

‖Ｔ(ｕꎬｖ)‖≥‖(ｕꎬｖ)‖ꎬ(ｕꎬｖ)∈∂Ω２ . (２０)

由(１９)ꎬ(２０)和定理 １ꎬ我们知道 Ｔ在 Ｐ∩(􀭺Ω２ ＼Ω１)至少有一个不动点ꎬ因此边值问题(１)至少有一个

正解.
定理 ３　 假定(Ｈ１)－(Ｈ３)成立ꎬ并满足

(１)令 λｋ ＝ｍｉｎ{λ１ｋꎬλ２ｋ}ꎬ存在正整数 ｋꎬｑｉꎬＱｉꎬｋ>１ꎬ使得

０≤ｈ∞ｉ <ｑｉꎬＱｉ<ｆ０ｉ <＋∞ ꎻ
(２)ｑ１ｎ１＋ｑ２ｎ２≤１ꎬλｋＱ１Ｎ１＋λｋＱ２Ｎ２≥１.
则边值问题(１)至少有一个正解.
证明　 由 Ｑｉ≤ｆ０ｉ <＋∞ ꎬ则存在 δ３>０(δ３<１)ꎬ使得

ｆｉ( ｔꎬｕꎬｖ)≥Ｑｉ(ｕ＋ｖ)ꎬｔ∈[ １
ｋ
ꎬｋ]ꎬ　 ０<ｕ＋ｖ<δ３ .

令

Ω３ ＝{(ｕꎬｖ)∈Ｐ:‖(ｕꎬｖ)‖<δ３} .

对任意的(ｕꎬｖ)∈􀭺Ω３⊂Ｐꎬ由定理 ２ 的证明ꎬ可得对任意的(ｕꎬｖ)∈∂Ω３ꎬｔ∈Ｊꎬ有
Ｔ１(ｕꎬｖ)( ｔ)

１＋ｔα－１
≥λｋＱ１‖ｕ‖１ ∫ｋ

１ / ｋ

Ｇ１( ｔꎬｓ)
１＋ｔα－１

(１＋ｓα－１)ｄｓ＋λｋＱ１‖ｖ‖２ ∫ｋ
１ / ｋ

Ｇ１( ｔꎬｓ)
１＋ｔα－１

(１＋ｓβ－１)ｄｓ≥

λｋＱ１Ｎ１(‖ｕ‖１＋‖ｖ‖２) .

同理可得
Ｔ２(ｕꎬｖ)( ｔ)

１＋ｔβ－１
≥λｋＱ２Ｎ２(‖ｕ‖１＋‖ｖ‖２) .

所以

‖Ｔ(ｕꎬｖ)( ｔ)‖≥λｋＱ１Ｎ１(‖ｕ‖１＋‖ｖ‖２)＋λｋＱ２Ｎ２(‖ｕ‖１＋‖ｖ‖２)≥‖(ｕꎬｖ)‖.
因此

‖Ｔ(ｕꎬｖ)‖≥‖(ｕꎬｖ)‖ꎬ(ｕꎬｖ)∈∂Ω３ . (２１)
由 ０≤ｈ∞ｉ <ｑｉꎬ则存在一个 Ｒ０>０ꎬ使得

ｈｉ(ｕꎬｖ)≤ｑｉ(ｕ＋ｖ)ꎬ(ｕ＋ｖ>Ｒ０)ꎬ (２２)
定义 ｐｉ ＝ ｍａｘ

０≤ｕ１＋ｕ２≤Ｒ
０ｈｉ(ｕꎬｖ)ꎬ结合(２２)有

ｈｉ(ｕꎬｖ)≤ｐｉ＋ｑｉ(ｕ＋ｖ)ꎬ(ｕꎬｖ)∈Ｘ１×Ｘ２ .
存在 δ４(δ４>ｍａｘ{１ꎬδ３ꎬ(ｐ１ｎ１＋ｐ２ｎ２)(１－ｑ１ｎ１－ｑ２ｎ２)

－１}) .
令

Ω４ ＝{(ｕꎬｖ)∈Ｐ:‖(ｕꎬｖ)‖<δ４} .
对任意的(ｕꎬｖ)∈∂Ω４ꎬｔ∈Ｊꎬ有
Ｔ１(ｕꎬｖ)( ｔ)

１＋ｔα－１
≤ｑ１‖ｕ‖１ ∫＋∞

０

Ｇ１( ｔꎬｓ)
１＋ｔα－１

ａ１( ｓ)(１＋ｓα
－１)ｄｓ＋ｑ１‖ｖ‖２ ∫＋∞

０

Ｇ１( ｔꎬｓ)
１＋ｔα－１

ａ１( ｓ)(１＋ｓβ
－１)ｄｓ＋

—４４—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉
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ｐ１ ∫＋∞
０

Ｇ１( ｔꎬｓ)
１＋ｔα－１

ａ１( ｓ)(１＋ｓα
－１)ｄｓ≤ｑ１ｎ１(‖ｕ‖１＋‖ｖ‖２)＋ｐ１ｎ１ .

同理可得
Ｔ２(ｕꎬｖ)( ｔ)

１＋ｔβ－１
≤ｑ２ｎ２(‖ｕ‖１＋‖ｖ‖２)＋ｐ２ｎ２ .

所以

‖Ｔ(ｕꎬｖ)( ｔ)‖≤(ｑ１ｎ１＋ｑ２ｎ２)(‖ｕ‖１＋‖ｖ‖２)＋ｐ１ｎ１＋ｐ２ｎ２≤

(‖ｕ‖１＋‖ｖ‖２) ｑ１ｎ１＋ｑ２ｎ２＋
ｐ１ｎ１＋ｐ２ｎ２

‖ｕ‖１＋‖ｖ‖２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≤‖(ｕꎬｖ)‖.

因此

‖Ｔ(ｕꎬｖ)‖≤‖(ｕꎬｖ)‖ꎬ(ｕꎬｖ)∈∂Ω４ . (２３)
由(２１)ꎬ(２３)和定理 １ꎬ我们知道 Ｔ在 Ｐ∩(􀭺Ω４ ＼Ω３)至少有一个不动点ꎬ因此边值问题(１)至少有一个

正解.

３　 例子

考虑下面的边值问题:

Ｄ
３
２
０ ＋ｕ( ｔ) ＋ (ｕ ＋ ｖ) ２ｅ －ｔ ＝ ０ꎬ

Ｄ
３
２
０ ＋ ｖ( ｔ) ＋ (ｕ ＋ ｖ) ２ｅ －ｔ ＝ ０ꎬ
ｕ(０) ＝ ｖ(０) ＝ ０ꎬ

Ｄꎬ１ / ２
０ ＋ ｕ(∞ ) ＝ ∫＋∞

０
ｅ －２ｓｕ( ｓ)ｄｓꎬＤꎬ１ / ２

０ ＋ ｖ(∞ ) ＝ ∫＋∞
０

ｅ －２ｓｖ( ｓ)ｄｓ.

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

式中ꎬｆ１( ｔꎬｕꎬｖ)＝ (ｕ＋ｖ) ２ｅ－ｔꎬｆ２( ｔꎬｕꎬｖ)＝ (ｕ＋ｖ)
３
２ ｅ－ｔꎬｇ１( ｓ)＝ ｇ２( ｓ)＝ ｅ－２ｓꎬａ１( ｔ)＝ ａ２( ｔ)＝ ｅ－ｔꎬｈ１(ｕꎬｖ)＝ (ｕ＋

ｖ) ２ꎬｈ２(ｕꎬｖ)＝ (ｕ＋ｖ)
３
２ .

常数 ｒ１ꎬｒ２>０ꎬ取 ϕｒ１ꎬｒ２( ｔ)＝ (１＋ｒ１＋ｒ２) ２(１＋ｔ) ２ｅ－ｔ . 取 ｋ＝ ２ꎬ则 λｋ≈
１
３９
.

由于 ｎｉ≤１.８９ꎬＮｉ≥０.０８ꎬ取 ｍｉ ＝
１
４
ꎬＭｉ ＝ ２５０. 则定理 ２ 的条件满足. 所以由定理 １ꎬ上述例子中的边值

问题至少有一个正解.

[参考文献]

[１] 　 ＢＡＬＥＡＮＵ ＤꎬＤＩＥＴＨＥＬＭ ＫꎬＳＣＡＬＡＳ Ｅꎬｅｔ ａｌ. Ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｃａｌｃｕｌｕｓ ｍｏｄｅｌｓ ａｎｄ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｍｅｔｈｏｄｓꎬｓｅｒｉｅｓ ｏｎ ｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙ[ Ｊ] .
Ｃｎｃꎬ２０１２.

[２] ＫＩＬＢＡＳ Ａ ＡꎬＳＲＩＶＡＳＴＡＶＡ Ｈ ＭꎬＴＲＵＪＩＬＬＯ Ｊ Ｊ. Ｔｈｅｏｒｙ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ ｏｆ Ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ＥｑｕａｔｉｏｎｓꎬＶｏｌｕｍｅ ２０４
(Ｎｏｒｔｈ￣Ｈｏｌｌａｎｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ Ｓｔｕｄｉｅｓ)[Ｍ] . Ｅｌｓｅｖｉｅｒꎬ２００６.

[３] ＬＡＳＫＳＨＭＩＫＡＮＴＨＡＭ ＶꎬＬＥＥＬＡ ＳꎬＶＡＳＵＮＤＨＡＲＡ Ｄ Ｊ. Ｔｈｅｏｒｙ ｏｆ Ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ Ｄｙｎａｍｉｃ Ｓｙｓｔｅｍｓ[Ｍ] . Ｃａｍｂｒｉｄｇｅ:Ｃａｍｂｒｉｄｇｅ
Ｓｃｉｅｎｔｉｆｉｃ Ｐｕｂｌｉｓｈｅｒｓꎬ２００９.

[４] ＰＯＤＬＵＢＮＹ Ｉ. Ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ[Ｃ] . Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ｉｎ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇꎬ１９９９.
[５] ＳＡＢＡＴＩＥＲ ＪꎬＡＧＲＡＷＡＬ Ｏ ＰꎬＭＡＣＨＡＤＯ Ｊ Ａ Ｔ. Ａｄｖａｎｃｅｓ ｉｎ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｃａｌｃｕｌｕｓ. Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｄｅｖｅｌｏｐｍｅｎｔｓ ａｎｄ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ

ｉｎ ｐｈｙｓｉｃｓ ａｎｄ ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ[Ｊ] . Ｂｉｏｃｈｅｍｉｃａｌ ｊｏｕｒｎａｌꎬ２０１４ꎬ３６１:９７－１０３.
[６] ＥＬ￣ＢＯＲＡＩ Ｍ Ｍ. Ｓｏｍｅ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｄｅｎｓｉｔｉｅｓ ａｎｄ ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ[ Ｊ] . Ｃｈａｏｓ ｓｏｌｉｔｏｎｓ

ｆｒａｃｔａｌｓꎬ２００２ꎬ１４(３):４３３－４４０.
[７] ＸＵ Ｈ. Ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ａ ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎ ｇｒｏｗｔｈ ｍｏｄｅｌ ｗｉｔｈ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｏｒｄｅｒ[ Ｊ] . Ｃｏｍｍｕｎ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｓｃｉ Ｎｕｍｅｒ

Ｓｉｍｕｌꎬ２００９ꎬ１４(５):１ ９７８－１ ９８３.
[８] ＸＩ Ｓ ＬꎬＪＩＡ ＭꎬＪＩ Ｈ Ｐ. Ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｖａｌｕｅ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｆｏｒ ｓｙｓｔｅｍｓ ｏｆ ｓｅｃｏｎｄ￣ｏｒｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ

ｉｎｔｅｇｒａｌ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｏｎ ｔｈｅ ｈａｌｆ￣ｌｉｎｅ[ Ｊ] . Ｅｌｅｃｔｒｏｎｉｃ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｑｕａｌｉｔａｔｉｖｅ Ｔｈｅｏｒｙ ｏｆ Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ Ｅｑｕａｔｉｏｎｓꎬ２００９ꎬ

—５４—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉



南京师大学报(自然科学版) 第 ４０ 卷第 ４ 期(２０１７ 年)

３１(３１):１－１３.
[９] ＡＧＡＲＷＡＬ Ｒ ＰꎬＢＥＮＣＨＯＨＲＡ ＭꎬＨＡＭＡＮＩ Ｓꎬｅｔ ａｌ. Ｂｏｕｎｄａｒｙ ｖａｌｕｅ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｉｎｖｏｌｖｉｎｇ Ｒｉｅｍａｎｎ￣

Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ ｏｎ ｔｈｅ ｈａｌｆ￣ｌｉｎｅ[Ｊ] . Ｄｙｎ Ｃｏｎｔｉｎ Ｄｉｓｃｒｅｔｅ Ｉｍｐｕｌｓ ＳｙｓｔꎬＡ Ｍａｔｈ Ａｎａｌꎬ２０１１ꎬ１８(２):２３５－２４４.
[１０] ＡＲＡＲＡ ＡꎬＢＥＮＣＨＯＨＲＡ ＭꎬＨＡＭＩＤＩ Ｎꎬｅｔ ａｌ. Ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｏｒｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｏｎ ａｎ ｕｎｂｏｕｎｄｅｄ ｄｏｍａｉｎ[Ｊ] . Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ

Ａｎａｌꎬ２０１０ꎬ７２(２):５８０－５８６.
[１１] ＣＨＥＮ ＦꎬＺＨＯＵ Ｙ. Ａｔｔｒａｃｔｉｖｉｔｙ ｏｆ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ[ Ｊ] . Ｃｏｍｐｕｔ Ｍａｔｈ Ａｐｐｌꎬ２０１１ꎬ６２(３):１ ３５９－

１ ３６９.　
[１２] ＬＩＡＮＧ ＳꎬＺＨＡＮＧ Ｊ. Ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ｏｆ ｍｕｌｔｉｐｌｅ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｍ￣ｐｏｉｎｔ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｖａｌｕｅ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｏｎ ａｎ ｉｎｆｉｎｉｔｅ

ｉｎｔｅｒｖａｌ[Ｊ] . Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ａｎｄ ｃｏｍｐｕｔｅｒ ｍｏｄｅｌｌｉｎｇꎬ２０１１ꎬ５４(５ / ６):１ ３３４－１ ３４６.
[１３] ＳＵ ＸꎬＺＨＡＮＧ Ｓ. Ｕｎｂｏｕｎｄｅｄ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｔｏ ａ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｖａｌｕｅ ｐｒｏｂｌｅｍ ｏｆ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｏｒｄｅｒ ｏｎ ｔｈｅ ｈａｌｆ￣ｌｉｎｅ[Ｊ] . Ｃｏｍｐｕｔ Ｍａｔｈ Ａｐｐｌꎬ

２０１１ꎬ６１(４):１ ０７９－１ ０８７.
[１４] ＺＨＡＯ Ｘ ＫꎬＧＥ Ｗ Ｇ. Ｕｎｂｏｕｎｄｅｄ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ａ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｖａｌｕｅ ｐｒｏｂｌｅｍ ｏｎ ｔｈｅ ｉｎｆｉｎｉｔｅ ｉｎｔｅｒｖａｌ[ Ｊ] . Ａｃｔａ Ａｐｐｌ

Ｍａｔｈꎬ２０１０ꎬ１０９(２):４９５－５０５.
[１５] ＺＨＡＮＧ Ｌ ＨꎬＡＨＭＳＤ ＢꎬＷａｎｇ Ｇ Ｔ. Ｓｕｃｃｅｓｓｉｖｅ ｉｔｅｒａｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｅｘｔｒｅｍａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ

ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｏｎ ａ ｈａｌｆ￣ｌｉｎｅ[Ｊ] . Ｂｕｌｌ Ａｕｓｔ Ｍａｔｈ Ｓｏｃꎬ２０１５ꎬ９１(１):１１６－１２８.
[１６] ＺＨＡＮＧ ＷꎬＬＩＵ Ｗ ＢꎬＣＨＥＮ Ｔ Ｙ. Ｓｏｌｕａｂｉｌｉｔｙ ｆｏｒ ａ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｐ￣Ｌａｐｌａｃｉａｎ ｍｕｌｔｉｐｏｉｎｔ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｖａｌｕｅ ｐｒｏｂｌｅｍ ａｔ ｒｅｓｏｎａｎｃｅ ｏｎ

ｉｎｆｉｎｉｔｅ ｉｎｔｅｒｖａｌ[Ｊ] . Ａｄｖａｎｃｅｓ ｉｎ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｅｑｕａｔｉｏｎｓꎬ２０１６ꎬ１:１－１４.
[１７] ＧＵＯ ＤꎬＬａｋｓｈｍｉｋａｎｔｈａｍ Ｖ. Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｉｎ ａｂｓｔｒａｃｔ ｃｏｎｅｓ[Ｍ] . Ｂｅｉｊｉｎｇ Ａｃａｄｅｍｉｃ Ｐｒｅｓｓꎬ１９８８.
[１８] 白占兵. 分数阶微分方程边值问题理论及应用[Ｍ] . 北京:中国科学技术出版社ꎬ２０１３.
[１９] ＬＩＡＮＧ Ｓ ＨꎬＺＨＡＮＧ Ｊ Ｈ. Ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ｏｆ ｔｈｒｅｅ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｍ￣ｐｏｉｎｔ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｖａｌｕｅ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｆｏｒ ｓｏｍｅ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｆｒａｃ￣

ｔｉｏｎａｌ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｏｎ ａｎ ｉｎｆｉｎｉｔｅ ｉｎｔｅｒｖａｌ[Ｊ] . Ｃｏｍｐｕｔｅｒｓ ａｎｄ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ｗｉｔｈ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓꎬ２０１１ꎬ６１(１１):３ ３４３－
３ ３５４.　

[２０] ＣＯＲＤＵＮＥＡＮＵ Ｃ. Ｉｎｔｅｇｒａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｆｅｅｄｂａｃｋ ｓｙｓｔｅｍｓ[Ｍ] . Ｎｅｗ Ｙｏｒｋ:Ａｃａｄｅｍｉｃ ｐｒｅｓｓꎬ１９７３:２０８－２０９.

[责任编辑:陆炳新]

—６４—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉


