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关于 Ｄｉｏｐｈａｎｔｉｎｅ 方程 ｘ２ －ｓ( ｓ＋１) ｙ２ ＝ １
与 ｙ２ －２ｎ ｚ２ ＝ ４ 的公解

万　 飞ꎬ杜先存

(红河学院教师教育学院ꎬ云南 蒙自 ６６１１９９)

[摘要] 　 本文证明了当 ｓꎬｎ∈Ｚ＋时 Ｄｉｏｐｈａｎｔｉｎｅ 方程 ｘ２－ｓ( ｓ＋１)ｙ２ ＝ １ 与 ｙ２－２ｎ ｚ２ ＝ ４ 除开 ｓ＝ ２ 且 ｎ＝ １ꎬ３ꎬ５ 外仅有

平凡解(ｘꎬｙꎬｚ)＝ (±５ꎬ±２ꎬ０) .
[关键词] 　 整数解ꎬ公解ꎬ基本解ꎬＰｅｌｌ 方程ꎬ递归序列ꎬ奇素数
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Ａｂｓｔｒａｃｔ:Ｉｎ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒꎬｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎｓ ａｒｅ ｐｒｏｖｅｄ:Ｉｆ ｓꎬｎ∈Ｚ＋ꎬｔｈｅｎ ｔｈｅ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｉｎ ｔｉｔｌｅ ｈａｓ ｏｎｌｙ ｔｒｉｖｉａｌ ｓｏｌｕ￣
ｔｉｏｎ(ｘꎬｙꎬｚ)＝ (±５ꎬ±２ꎬ０) ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｅｘｃｅｐｔｉｏｎｓ ｔｈａｔ ｓ＝ ２ ａｎｄ ｎ＝ １ꎬ３ꎬ５.
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ:ｉｎｔｅｇｅｒ ｓｏｌｕｔｉｏｎꎬｃｏｍｍｏｎ ｓｏｌｕｔｉｏｎꎬｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎꎬＰｅｌｌ ｅｑｕａｔｉｏｎꎬｒｅｃｕｒｓｉｖｅ ｓｅｑｕｅｎｃｅꎬｏｄｄ ｐｒｉｍｅ

Ｄｉｏｐｈａｎｔｉｎｅ 方程 ｘ２－Ｄ１ｙ２ ＝ ｋ 与 ｙ２－Ｄｚ２ ＝ｍ的求解问题一直受到人们的关注.ｋ＝ １ꎬｍ＝ ４ 时ꎬ方程变为

ｘ２－Ｄ１ｙ２ ＝ １ 与 ｙ２－Ｄｚ２ ＝ ４. (１)
关于方程(１)的解的情况ꎬ目前已有如下一些结果:
(１)Ｄ１ ＝ ２ꎬ陈建华[１]解决了 Ｄ最多为 ２ 个不同奇素数之积的情况ꎻ曹珍富[２]、曾登高[３]等解决了 Ｄ最

多为 ４ 个不同奇素数之积的情况ꎻ陈永高[４]解决了 Ｄ≡－１(ｍｏｄ １２)且 Ｄ最多为 ６ 个不同的奇素数之积的

情况ꎻ任小枝[５]解决了 Ｄ≡－１(ｍｏｄ １２)且 Ｄ最多为 ８ 个不同的奇素数之积的情况ꎻ胡永忠、韩清[６]ꎬ管训

贵[７]等对 Ｄ＝ ２∏
ｋ

ｉ ＝ １
ｐｉ(ｐｉ 是互异的奇素数)的不同情况做过一些研究ꎻ陈志云[８] 解决了 Ｄ ＝ ２ｎ(ｎ∈Ｚ＋)的

情况.

(２)Ｄ１ ＝ ６ꎬＤ＝ ２∏
ｋ

ｉ ＝ １
ｐｉ(ｐｉ 是互异的奇素数)时ꎬ贺腊荣等[９]已经对 ｐｉ 受某些条件限制的情况做过一些

工作ꎻＤ＝ ２ｎ(ｎ∈Ｚ＋)时ꎬ王冠闽、李炳荣[１０]已经解决.
(３)Ｄ１ ＝ ３０ꎬＤ＝ ２ｎ(ｎ∈Ｚ＋)时ꎬ贺腊梅[１１]已经解决.

(４)Ｄ１ ＝ｍ(ｍ＋１)ꎬＤ＝ ２ｎ(ｎ∈Ｚ＋)时ꎬ贺腊梅[１１]已经解决了
ｍ(ｍ＋１)

２
≡３(ｍｏｄ ８)(ｍ∈Ｚ＋)时的情形.

在此基础上ꎬ本文将利用与文[１１]不同的方法研究 Ｄ１ ＝ ｓ( ｓ＋１)( ｓ∈Ｚ＋)ꎬＤ＝ ２ｎ(ｎ∈Ｚ＋)时方程(１)的
解的情况.
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１　 主要引理

引理 １[１２] 　 当 ａ>１ 且 ａ是平方数时ꎬ方程 ａｘ４－ｂｙ２ ＝ １ 至多有一组正整数解.
引理 ２　 Ｄｉｏｐｈａｎｔｉｎｅ 方程(２ｓ＋１) ２ｘ４－ｓ( ｓ＋１)ｙ２ ＝ １ 仅有正整数解(ｘꎬｙ)＝ (１ꎬ２) .
证明　 由引理 １ 知ꎬ方程(２ｓ＋１)２ｘ４－ｓ(ｓ＋１)ｙ２ ＝ １ 至多只有一组正整数解ꎬ而(１ꎬ２)为方程(２ｓ＋１)２ｘ４－

ｓ(ｓ＋１)ｙ２ ＝１ 的正整数解ꎬ故方程(２ｓ＋１)２ｘ４－ｓ(ｓ＋１)ｙ２ ＝１ 仅有正整数解(ｘꎬｙ)＝ (１ꎬ２) .
引理 ３[１３] 　 设 ｄ∈Ｚ＋且不是一个完全平方数ꎬ设(ｘ１ꎬｙ１)为方程 ｘ２－ｄｙ２ ＝ １ 的最小解ꎬ则 ｘ２－ｄｙ２ ＝ １ 的

全部正整数解(ｘｎꎬｙｎ)可以由下式给出:

ｘｎ ＝
１
２
[(ｘ１＋ ｄ ｙ１) ｎ＋(ｘ１－ ｄ ｙ１) ｎ]ꎬ

ｙｎ ＝
１

２ ｄ
[(ｘ１＋ ｄ ｙ１) ｎ－(ｘ１－ ｄ ｙ１) ｎ]ꎬ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

　 ｎ∈Ｎ.

引理 ４[１４] 　 设 ａꎬｂ是 ｘ２－Ｄｙ２ ＝ １ 的基本解ꎬ则有下面递归序列成立:
ｘｎ＋２ ＝ ２ａｘｎ＋１－ｘｎꎬｙｎ＋２ ＝ ２ａｙｎ＋１－ｙｎꎬ
ｘ０ ＝ １ꎬｘ１ ＝ａꎻｙ０ ＝ ０ꎬｙ１ ＝ ｂ.

{
引理 ５　 设 Ｐｅｌｌ 方程 ｘ２－ｓ( ｓ＋１)ｙ２ ＝ １ 的全部整数解为(ｘｎꎬｙｎ)ꎬｎ∈Ｚꎬ则

ｘｎ
２ｓ＋１

为平方数当且仅当 ｎ＝ １.

证明　 若
ｘｎ

２ｓ＋１
＝ａ２ꎬ则 ｘｎ ＝(２ｓ＋１)ａ２ꎬ代入原方程得(２ｓ＋１) ２ａ４－ｓ( ｓ＋１)ｙ２ ＝ １. 由引理 ２ 得ꎬ(２ｓ＋１) ２ａ４－

ｓ( ｓ＋１)ｙ２ ＝ １ 仅有整数解(ａꎬｙ)＝ (±１ꎬ±２)ꎬ此时 ｘｎ ＝ ２ｓ＋１ꎬ从而 ｎ＝ １.反之ꎬ显然.
引理 ６　 设 Ｐｅｌｌ 方程 ｘ２－ｓ( ｓ＋１)ｙ２ ＝ １ 的全部整数解为(ｘｍꎬｙｍ)ꎬｍ∈Ｚꎬ则对任意 ｍ∈Ｚꎬｘｍꎬｙｍ 具有如

下性质:
(１)ｙ２ｍ ＝ ２ｘｍｙｍꎻ
(２)ｘｍ＋１ ＝(２ｓ＋１)ｘｍ＋２ｓ( ｓ＋１)ｙｍꎬｙｍ＋１ ＝ ２ｘｍ＋(２ｓ＋１)ｙｍꎻ
(３)ｘｍ－１ ＝(２ｓ＋１)ｘｍ－２ｓ( ｓ＋１)ｙｍꎬｙｍ－１ ＝ －２ｘｍ＋(２ｓ＋１)ｙｍꎻ
(４)ｙ２ｍ－４＝ ｙｍ－１ｙｍ＋１ꎻ
(５)ｘｍ＋２ ＝ ２(２ｓ＋１)ｘｍ＋１－ｘｍꎬｘ０ ＝ １ꎬｘ１ ＝ ２ｓ＋１ꎻ
(６)ｙｍ＋２ ＝ ２(２ｓ＋１)ｙｍ＋１－ｙｍꎬｙ０ ＝ ０ꎬｙ１ ＝ ２ꎻ
(７)ｘｍ≡１(ｍｏｄ ２)ꎬｘ２ｍ＋１≡０(ｍｏｄ(２ｓ＋１))ꎬｘ２ｍ≡０(ｍｏｄ(２ｓ＋１))ꎻ
(８)ｙ２ｍ＋１≡２(ｍｏｄ ４)ꎬｙ２ｍ≡０(ｍｏｄ ４)ꎻ
(９)ｇｃｄ(ｙｍꎬｙｍ＋１)＝ ２ꎻ
(１０)ｙ２ｍ＋１≡±２ (ｍｏｄ(２ｓ＋１))ꎬｙ２ｍ≡０(ｍｏｄ(２ｓ＋１))ꎻ
(１１)ｇｃｄ(ｘ２ｍ＋１ꎬｙ２ｍ)＝ ｇｃｄ(ｘ２ｍ＋１ꎬｙ２ｍ＋２)＝ ２ｓ＋１ꎻ
(１２)ｇｃｄ(ｘｍꎬｙｍ)＝ ｇｃｄ(ｘｍꎬｘｍ＋１)＝ ｇｃｄ(ｘ２ｍ＋２ꎬｙ２ｍ＋１)＝ ｇｃｄ(ｘ２ｍꎬｙ２ｍ＋１)＝ １.
证明　 设(ｘ１ꎬｙ１)为 Ｐｅｌｌ 方程 ｘ２－ｓ( ｓ＋１)ｙ２ ＝ １ 的基本解ꎬ则有(ｘ１ꎬｙ１)＝ (２ｓ＋１ꎬ２) .
由引理 ３ 可得到(１)、(２)、(３) .

(４)设 ε＝ ２ｓ＋１＋２ ｓ( ｓ＋１) ꎬε＝ ２ｓ＋１－２ ｓ( ｓ＋１) ꎬ则由引理 ３ꎬ得 Ｐｅｌｌ 方程 ｘ２－ｓ( ｓ＋１)ｙ２ ＝ １ 的全部整

数解(ｘｍꎬｙｍ)ꎬｍ∈Ｚ 可表为:

ｘｍ ＝
εｍ＋(ε)ｍ

２
ꎬ

ｙｍ ＝
εｍ－(ε)ｍ

２ ｓ( ｓ＋１) ꎬ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

　 ｍ∈Ｚ.

则有 ｙ２ｍ ＝
εｍ－(ε)ｍ

２ ｓ( ｓ＋１)
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

２

＝ε
２ｍ＋(ε) ２ｍ－２
４ｓ( ｓ＋１)

ꎬｙ２ｍ－４＝
ε２ｍ＋(ε) ２ｍ－２(８ｓ２＋８ｓ＋１)

４ｓ( ｓ＋１)
ꎻ而
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ｙｍ＋１ｙｍ－１ ＝
εｍ＋１－(ε)ｍ＋１

２ ｓ(ｓ＋１)
εｍ－１－(ε)ｍ－１

２ ｓ(ｓ＋１)
＝ ε

２ｍ＋(ε)２ｍ－[ε２＋(ε)２]
４ｓ(ｓ＋１)

＝ ε
２ｍ＋(ε)２ｍ－２(８ｓ２＋８ｓ＋１)

４ｓ(ｓ＋１)
ꎬ故 ｙ２ｍ－４＝ｙｍ＋１ｙｍ－１ .

由引理 ４ 得(５)、(６)成立.
(７)对递归序列(５)取模 ２ꎬ得周期为 １ 的剩余类序列ꎬ且对于∀ｍ∈Ｚ＋ꎬ均有 ｘｍ≡１(ｍｏｄ ２)ꎻ
对递归序列(５)取模 ２ｓ＋１ꎬ得周期为 ４ 的剩余类序列ꎬ且当 ｍ≡１(ｍｏｄ ２)时有 ｘｍ≡０(ｍｏｄ(２ｓ＋１))ꎬ当

ｍ≡２(ｍｏｄ ４)时有 ｘｍ≡－１(ｍｏｄ(２ｓ＋１))ꎬ当 ｍ≡０(ｍｏｄ ４)时有 ｘｍ≡１(ｍｏｄ(２ｓ＋１))ꎬ故有 ｘ２ｍ＋１≡０(ｍｏｄ(２ｓ＋
１))ꎬｘ２ｍ≡±１(ｍｏｄ(２ｓ＋１))ꎬ故 ｘ２ｍ≡０(ｍｏｄ(２ｓ＋１)) .

(８)对递归序列(６)取模 ４ꎬ得周期为 ２ 的剩余类序列ꎬ且当 ｍ≡１(ｍｏｄ ２)时有 ｙｍ≡２(ｍｏｄ ４)ꎬ且当

ｍ≡０(ｍｏｄ ２)时有 ｙｍ≡０(ｍｏｄ ４)ꎬ故有 ｙ２ｍ＋１≡２(ｍｏｄ ４)ꎬｙ２ｍ≡０(ｍｏｄ ４) .
由(８)即可得(９)成立.
(１０)对递归序列(６)取模 ２ｓ＋１ꎬ得周期为 ４ 的剩余类序列ꎬ且当 ｍ≡０(ｍｏｄ ２)时有 ｙｍ≡０(ｍｏｄ(２ｓ＋

１))ꎬ当 ｍ≡１(ｍｏｄ ４)时有 ｙｍ≡２(ｍｏｄ(２ｓ＋１))ꎬ当 ｍ≡３(ｍｏｄ ４)时有 ｙｎ≡－２(ｍｏｄ(２ｓ＋１))ꎬ故有 ｙ２ｍ＋１≡
±２(ｍｏｄ(２ｓ＋１))ꎬｙ２ｍ≡０(ｍｏｄ(２ｓ＋１)) .

(１１)由 ｘｍ＋１ ＝(２ｓ＋１)ｘｍ＋２ｓ( ｓ＋１)ｙｍꎬ得 ｘ２ｍ＋１ ＝(２ｓ＋１)ｘ２ｍ＋２ｓ( ｓ＋１)ｙ２ｍꎬ则有

ｇｃｄ((２ｓ＋１)ｘ２ｍ＋２ｓ( ｓ＋１)ｙ２ｍꎬｙ２ｍ)＝ ｇｃｄ((２ｓ＋１)ｘ２ｍꎬｙ２ｍ)＝ ｇｃｄ(２ｓ＋１ꎬｙ２ｍ)ꎬ
再由(１０)中的 ｙ２ｍ≡０(ｍｏｄ(２ｓ＋１))可得(ｘ２ｍ＋１ꎬｙ２ｍ)＝ ２ｓ＋１.

同理可得 ｇｃｄ(ｘ２ｍ＋１ꎬｙ２ｍ＋２)＝ ２ｓ＋１.
(１２)设 ｇｃｄ(ｘｍꎬｓ)＝ ｔꎬ则由(２)中的 ｘｍ＋１ ＝(２ｓ＋１)ｘｍ＋２ｓ( ｓ＋１)ｙｍ 知 ｔ ｜ ｘｍ＋１ꎬ故由 ｘ２ｍ＋１－ｓ( ｓ＋１)ｙ２ｍ＋１ ＝ １ 得

ｔ ｜ １ꎬ所以 ｔ＝ １ꎬ即 ｇｃｄ(ｘｍꎬｓ)＝ １.
同理可得 ｇｃｄ(ｘｍꎬｓ＋１)＝ １.
由(２)中的 ｙｍ＋１ ＝２ｘｍ＋(２ｓ＋１)ｙｍꎬ得 ｙ２ｍ＋１ ＝ ２ｘ２ｍ＋(２ｓ＋１)ｙ２ｍ .再设 ｇｃｄ(２ｓ＋１ꎬｙ２ｍ＋１)＝ ｐꎬ则由 ｙ２ｍ＋１ ＝ ２ｘ２ｍ＋

(２ｓ＋１)ｙ２ｍ知 ｐ ｜ ｘ２ｍꎬ再由 ｐ ｜(２ｓ＋１)及(１０)中的 ｙ２ｍ≡０(ｍｏｄ(２ｓ＋１))得 ｐ ｜ ｙ２ｍꎬ故由 ｘ２２ｍ－ｓ(ｓ＋１)ｙ２２ｍ ＝ １ 得 ｐ ｜ １ꎬ
所以 ｐ＝１ꎬ即 ｇｃｄ(２ｓ＋１ꎬｙ２ｍ＋１)＝ １.

同理可得 ｇｃｄ(ｘ２ｍꎬ２ｓ＋１)＝ １.
再设 ｇｃｄ(ｘｍꎬｙｍ)＝ ｄꎬ则由 ｘ２ｍ－ｓ( ｓ＋１)ｙ２ｍ ＝ １ 知ꎬｄ２ ｜ １ꎬ故 ｄ ＝ １ꎬ所以 ｇｃｄ(ｘｍꎬｙｍ)＝ １ꎻ由(２)知 ｇｃｄ(ｘｍꎬ

ｘｍ＋１)＝ ｇｃｄ(ｘｍꎬ(２ｓ＋１)ｘｍ＋２ｓ( ｓ＋１)ｙｍ)＝ ｇｃｄ(ｘｍꎬ２ｓ( ｓ＋１)ｙｍ) ＝ ｇｃｄ(ｘｍꎬｙｍ)＝ １ꎬ即 ｇｃｄ(ｘｍꎬｘｍ＋１)＝ １ꎻ由(２)
知 ｇｃｄ(ｘ２ｍ＋２ꎬｙ２ｍ＋１)＝ ｇｃｄ((２ｓ＋１)ｘ２ｍ＋１＋２ｓ( ｓ＋１) ｙ２ｍ＋１ꎬｙ２ｍ＋１)＝ ｇｃｄ((２ｓ＋１) ｘ２ｍ＋１ꎬｙ２ｍ＋１)＝ ｇｃｄ(ｘ２ｍ＋１ꎬｙ２ｍ＋１)＝
１ꎬ即 ｇｃｄ(ｘ２ｍ＋２ꎬｙ２ｍ＋１)＝ １ꎻ由(２)知 ｇｃｄ(ｘ２ｍꎬｙ２ｍ＋１)＝ ｇｃｄ(ｘ２ｍꎬ２ｘ２ｍ ＋(２ｓ＋１) ｙ２ｍ)＝ ｇｃｄ( ｘ２ｍꎬ(２ｓ＋１) ｙ２ｍ)＝
ｇｃｄ(ｘ２ｍꎬｙ２ｍ)＝ １ꎬ故 ｇｃｄ(ｘ２ｍꎬｙ２ｍ＋１)＝ １.

２　 本文主要结论

定理　 若 ｓꎬｎ∈Ｚ＋ꎬ则 Ｄｉｏｐｈａｎｔｉｎｅ 方程

ｘ２－ｓ( ｓ＋１)ｙ２ ＝ １ 与 ｙ２－２ｎｚ２ ＝ ４ (２)
的公解的情况如下:

(１)当 ｓ＝ ２ 时ꎬ
①若 ｎ＝ １ꎬ式(２)有非平凡解(ｘꎬｙꎬｚ)＝ (±４８５ꎬ±１９８ꎬ±１４０)和平凡解(ｘꎬｙꎬｚ)＝ (±５ꎬ±２ꎬ０)ꎻ
②若 ｎ＝ ３ꎬ式(２)有非平凡解(ｘꎬｙꎬｚ)＝ (±４８５ꎬ±１９８ꎬ±７０)和平凡解(ｘꎬｙꎬｚ)＝ (±５ꎬ±２ꎬ０)ꎻ
③若 ｎ＝ ５ꎬ式(２)有非平凡解(ｘꎬｙꎬｚ)＝ (±４８５ꎬ±１９８ꎬ±３５)和平凡解(ｘꎬｙꎬｚ)＝ (±５ꎬ±２ꎬ０)ꎻ
④若 ｎ≠１ꎬ３ꎬ５ꎬ式(２)只有平凡解(ｘꎬｙꎬｚ)＝ (±５ꎬ±２ꎬ０)ꎻ

(２)当 ｓ≠２ 时ꎬ式(２)只有平凡解(ｘꎬｙꎬｚ)＝ (±(２ｓ＋１)ꎬ±２ꎬ０) .

３　 定理证明

设(ｘ１ꎬｙ１)为 Ｐｅｌｌ 方程 ｘ２－ｓ(ｓ＋１)ｙ２ ＝１ 的基本解ꎬ则有(ｘ１ꎬｙ１)＝ (２ｓ＋１ꎬ２)ꎬ故 Ｐｅｌｌ 方程 ｘ２－ｓ(ｓ＋１)ｙ２ ＝ １
的全部整数解(ｘｍꎬｙｍ)ꎬｍ∈Ｚ 可表示为:
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ｘｍ＋ ｓ( ｓ＋１) ｙｍ ＝ ±[ｘ１＋ ｓ( ｓ＋１) ｙ１]ｍ ＝ ±[２ｓ＋１＋２ ｓ( ｓ＋１) ]ｍꎬｍ∈Ｚ.
设(ｘꎬｙꎬｚ)＝ (ｘｍꎬｙｍꎬｚ)ꎬｍ∈Ｚ 为(２)的整数解.
若 ｎ为正偶数ꎬ设 ｎ＝ ２ｌꎬｌ∈Ｚ＋ꎬ则由 ｙ２－２ｎｚ２ ＝ ４ 得ꎬ２ｎｚ２ ＝ ２２ｌ ｚ２ ＝ ｙ２ｍ－４ꎬ即(ｙｍ＋２ｌｚ)(ｙｍ－２ｌｚ)＝ ４ꎬ于是

ｙｍ＋２ｌｚ＝ ４ꎬｙｍ－２ｌｚ＝ １ꎬ解得 ｙｍ ＝
５
２
ꎬｚ＝ ３

２ｌ＋１
ꎬ由此可见此时方程(２)无正整数解ꎬ故当 ｎ 为正偶数时方程(２)

无非平凡解.
又(ｙｍꎬｚ)＝ (±２ꎬ０)为 ｙ２－２ｎｚ２ ＝ ４ 的平凡解ꎬ故当 ｎ 为正偶数时(２)只有平凡解(ｘꎬｙꎬｚ)＝ (±(２ｓ＋１)ꎬ

±２ꎬ０) .　
若 ｎ为正奇数ꎬ令 ｎ＝ ２ｌ－１ꎬｌ∈Ｚ＋ꎬ则由引理 ６(４)知(２)成为

２ｎｚ２ ＝ ２２ｌ－１ｚ２ ＝ ｙ２ｍ－４＝ ｙｍ－１ｙｍ＋１ . (３)
若 ｍ为偶数ꎬ令 ｍ＝ ２ｋꎬｋ∈Ｚꎬ此时(３)成为

２２ｌ－１ｚ２ ＝ ｙ２ｋ－１ｙ２ｋ＋１ . (４)
由引理 ６(８)知 ｙ２ｋ－１≡ｙ２ｋ＋１≡２(ｍｏｄ ４)ꎬ则有 ２‖ｙ２ｋ－１ꎬ２‖ｙ２ｋ＋１ꎬ故式(４)的右边 ２ 的次数为 ２(偶数

次)ꎬ而式(４)的左边 ２ 的次数为 ２ｌ－１ 次(奇数次)ꎬ矛盾. 由此可见 ｍ为偶数时(１０)无整数解ꎬ则(２)无整

数解.故 ｍ只能为奇数ꎬ令 ｍ＝ ２ｋ－１ꎬｋ∈Ｚꎬ则(３)成为

２２ｌ－１ｚ２ ＝ ４ｘｋ－１ｙｋ－１ｘｋｙｋ . (５)

由引理 ６(９)ꎬ(１２)得ꎬｇｃｄ(ｘｋ－１ꎬｙｋ－１)＝ ｇｃｄ(ｘｋꎬｙｋ)＝ ｇｃｄ(ｘｋꎬｘｋ－１)＝ １ꎬｇｃｄ(ｙｋꎬｙｋ－１)＝ ２ꎬ则 ｇｃｄ
ｙｋ
２
ꎬ
ｙｋ－１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝１.

①ｋ为奇数时ꎬ由引理 ６(１１)ꎬ(１２)得ꎬｇｃｄ(ｘｋ－１ꎬｙｋ)＝ １ꎬｇｃｄ(ｘｋꎬｙｋ－１)＝ ２ｓ＋１ꎬ

则 ｇｃｄ
ｘｋ

２ｓ＋１
ꎬ
ｙｋ－１
２ｓ＋１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ １.所以 ｘｋ－１ꎬ

ｙｋ－１
２(２ｓ＋１)

ꎬ
ｘｋ

２ｓ＋１
ꎬ
ｙｋ
２
两两互素.

又 ｋ＝ １ 时ꎬｘｋ－１ ＝ ｘ０ ＝ １ꎬ
ｘｋ

２ｓ＋１
＝
ｘ１

２ｓ＋１
＝ １ꎬ
ｙｋ
２

＝
ｙ１
２

＝ １ꎬ而对于任意 ｋ∈Ｚꎬ
ｙｋ－１

２(２ｓ＋１)
≠１.故 ｋ≠１ 为奇数时ꎬ

ｘｋ－１ꎬ
ｙｋ－１

２(２ｓ＋１)
ꎬ
ｘｋ

２ｓ＋１
ꎬ
ｙｋ
２
两两互素且均不为 １.

由引理 ５ 知
ｘｋ

２ｓ＋１
为平方数当且仅当 ｋ ＝ １ꎬ故当 ｋ≠１ 时ꎬ

ｘｋ
２ｓ＋１

不为平方数.又 ｋ≠１ 时ꎬｘｋ－１ꎬ
ｙｋ－１

２(２ｓ＋１)
ꎬ

ｘｋ
２ｓ＋１

ꎬ
ｙｋ
２
两两互素且均不为 １.又由引理 ６(７)知 ｘｋ－１≡１(ｍｏｄ ２)ꎬ故当 ｋ≠１ 时ꎬｘｋ－１

ｙｋ－１
２(２ｓ＋１)


ｘｋ

２ｓ＋１

ｙｋ
２
不为

平方数的 ２ 倍ꎬ所以 ４ｘｋ－１ｙｋ－１ｘｋｙｋ ＝ ２２(２ｓ＋１) ２ｘｋ－１
ｙｋ－１

２(２ｓ＋１)

ｘｋ

２ｓ＋１

ｙｋ
２
不为平方数的 ２ 倍ꎬ所以此时无整

数解ꎬ则(２)无整数解.
ｋ＝ １ 时ꎬ(５)为 ２２ｌ－１ｚ２ ＝ ４ｘ０ｙ０ｘ１ｙ１ ＝ ０ꎬ则 ｚ＝ ０ꎬ故此时(２)只有平凡解(ｘꎬｙꎬｚ)＝ (±(２ｓ＋１)ꎬ±２ꎬ０) .
②ｋ为偶数时ꎬ由引理 ６(１１)ꎬ(１２)得ꎬｇｃｄ(ｘｋꎬｙｋ－１)＝ １ꎬｇｃｄ(ｘｋ－１ꎬｙｋ)＝ ２ｓ＋１ꎬ

则 ｇｃｄ
ｘｋ－１
２ｓ＋１

ꎬ
ｙｋ

２ｓ＋１
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ １.故 ｘｋꎬ

ｙｋ
２(２ｓ＋１)

ꎬ
ｘｋ－１
２ｓ＋１

ꎬ
ｙｋ－１
２

两两互素.

又 ｋ＝ ０ 时ꎬｘｋ ＝ ｘ０ ＝ １ꎻｋ＝ ２ 时ꎬ
ｘｋ－１
２ｓ＋１

＝
ｘ１

２ｓ＋１
＝ １ꎬ
ｙｋ－１
２

＝
ｙ１
２

＝ １ꎻ而对于任意 ｋ∈Ｚꎬ
ｙｋ

２(２ｓ＋１)
≠１.故 ｋ≠０ꎬ２

为偶数时ꎬｘｋꎬ
ｙｋ

２(２ｓ＋１)
ꎬ
ｘｋ－１
２ｓ＋１

ꎬ
ｙｋ－１
２

两两互素且均不为 １.

由引理 ５ 知
ｘｋ－１
２ｓ＋１

为平方数当且仅当 ｋ＝ ２ꎬ故 ｋ≠２ 时 ｘｋ 不为平方数.又 ｋ≠０ꎬ２ 时ꎬｘｋꎬ
ｙｋ

２(２ｓ＋１)
ꎬ
ｘｋ－１
２ｓ＋１

ꎬ

ｙｋ－１
２

两两互素且均不为 １.又由引理 ６(７)知 ｘｋ≡１(ｍｏｄ ２)ꎬ故 ｘｋ
ｙｋ

２(２ｓ＋１)

ｘｋ－１
２ｓ＋１


ｙｋ－１
２

不为平方数的 ２ 倍ꎬ所
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万　 飞ꎬ等:关于 Ｄｉｏｐｈａｎｔｉｎｅ 方程 ｘ２－ｓ( ｓ＋１)ｙ２ ＝ １ 与 ｙ２－２ｎ ｚ２ ＝ ４ 的公解

以 ４ｘｋ－１ｙｋ－１ｘｋｙｋ ＝ ２２(２ｓ＋１) ２ｘｋ
ｙｋ

２(２ｓ＋１)

ｘｋ－１
２ｓ＋１


ｙｋ－１
２

不为平方数的 ２ 倍ꎬ所以此时(５)无整数解ꎬ则(２)无整

数解.
ｋ＝ ０ 时ꎬ(５)为 ２２ｌ－１ｚ２ ＝ ４ｘ－１ｙ－１ｘ０ｙ０ ＝ ０ꎬ则 ｚ＝ ０ꎬ故此时(２)只有平凡解(ｘꎬｙꎬｚ)＝ (±(２ｓ＋１)ꎬ±２ꎬ０) .
ｋ＝２ 时ꎬ(５)为 ２２ｌ－１ｚ２ ＝４ｘ１ｙ１ｘ２ｙ２ ＝４×５×２×４９×２０＝２５×５２×７２ꎬ则有(ｌꎬｚ)＝ (１ꎬ±１４０)ꎬ(２ꎬ±７０)ꎬ(３ꎬ±３５) .
此时 ｍ＝ ２ｋ－１＝ ３ꎬ即 ｙ３ ＝ １９８.又由(６)知 ｙ２ ＝ ４(２ｓ＋１)ꎬ再由(６)得 ｙ３ ＝ ２(２ｓ＋１)ｙ２－ｙ１ꎬ且 ｙ３ ＝ １９８ꎬ则有

(２ｓ＋１) ２ ＝ ２５ꎬ解得 ｓ ＝ ２ꎬｓ ＝ －３(舍去) .又 ｙ－３ ＝ －ｙ３ꎬ所以(ｙ－３) ２ ＝ (－ｙ３) ２ꎬ故 ｙ３ ＝ －１９８ 也是 Ｐｅｌｌ 方程 ｘ２ｍ－
ｓ( ｓ＋１)ｙ２ｍ ＝ １ 的解.

故 ｌ＝１ꎬ即 ｎ＝２ｌ－１＝１ 时(２)有非平凡解(ｘꎬｙꎬｚ)＝ (±４８５ꎬ±１９８ꎬ±１４０)ꎻｌ ＝ ２ꎬ即 ｎ ＝ ２ｌ－１＝ ３ 时ꎬ(２)有非

平凡解(ｘꎬｙꎬｚ)＝ (±４８５ꎬ±１９８ꎬ±７０)ꎻｌ＝３ꎬ即 ｎ＝２ｌ－１＝５ 时ꎬ(２)有非平凡解(ｘꎬｙꎬｚ)＝ (±４８５ꎬ±１９８ꎬ±３５) .
综上ꎬ定理得证.
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