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关于 －刚性模的注记

谢宗真ꎬ张孝金

(南京信息工程大学数学与统计学院ꎬ江苏 南京 ２１００４４)

[摘要] 　 给定一个本原不可分解的代数 Λꎬ如果 Λ的所有的 －刚性模都是投射模ꎬ则它是局部代数. 对于任意一

个本原的不可分解代数 Γꎬ内射模 ＤΓ是 －刚性模当且仅当 Γ的自内射维数小于或等于 １ꎬ其中 Ｄ为通常的对偶.
[关键词] 　  －刚性模ꎬ内射模ꎬ内射维数ꎬ局部代数
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ｔｈｅ ｉｎｊｅｃｔｉｖｅ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ ｏｆ Γ ｉｓ ａｔ ｍｏｓｔ ｏｎｅꎬｗｈｅｒｅ Ｄ ｉｓ ｔｈｅ ｕｓｕａｌ ｄｕａｌｉｔｙ.
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ: ￣ｒｉｇｉｄ ｍｏｄｕｌｅꎬｉｎｊｅｃｔｉｖｅ ｍｏｄｕｌｅꎬｉｎｊｅｃｔｉｖｅ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎꎬｌｏｃａｌ ａｌｇｅｂｒａ

２０世纪 ８０年代ꎬＡｕｓｌａｎｄｅｒ和 Ｓｍａｌｏ研究了有限维代数上的 －刚性模. 最近 ＡｄａｃｈｉꎬＩｙａｍａ 和 Ｒｅｉｔｅｎ
从 ｍｕｔａｔｉｏｎ的角度推广了经典的倾斜理论并引入了 －倾斜理论[１] . 而这套理论的重要工具和研究对象是

 －倾斜模. 因此研究一个代数上的 －倾斜模是非常有意义的. 注意到任何一个 －倾斜模都是一些不可分

解的 －刚性模的直和ꎬ因此研究代数的 －刚性模是非常重要的. 关于 －倾斜模和 －刚性模最新的结果ꎬ
可参见文献[２－８] .

局部代数 Λ具有唯一的 －倾斜模ꎬ即 Λ所有的 －刚性模都是投射的. 则有

问题 １　 如果一个本原的不可分解的有限维代数 Λ上的所有的 －刚性模都是投射的ꎬ那么 Λ是不是

局部代数呢?
在[８]中已经证明了所有 －刚性模都是投射模的根平方为零本原的不可分解的代数是局部代数. 本

文我们将完全解决以上问题并证明如下定理:
定理 １　 设 Λ是一个本原的不可分解的有限维代数. 如果 Λ的所有的 －刚性模都是投射模ꎬ则 Λ是

局部代数.
另一方面ꎬ研究了投射模的 －刚性性质后ꎬ考虑内射模与 －刚性模的联系. 注意到遗传代数 Λ 的内

射模 ＤΛ都是 －刚性的ꎬ则有

问题 ２　 是否存在更多的代数 Λ满足内射模 ＤΛ是 －刚性的呢?
在下文中将给出这个问题的完全解答ꎬ首先证明如下定理:
定理 ２　 设 Γ是本原的不可分解的有限维代数ꎬＤΓ是 －刚性模当且仅当 ｉｄΓΓ≤１.
下文由两部分组成. 第一部分介绍基本定义并证明一个本原的不可分解的有限维代数 Λ上的所有的 －刚

性模都是投射的ꎬ且 Λ为局部代数. 第二部分证明本原的不可分解的有限维代数Γ的内射模 ＤΓ是 －刚性模当

且仅当Γ的自内射维数小于等于 １ꎬ然后给出例子说明存在一类代数 Γ满足其所有的不可分解内射模是 －刚
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性模但 ＤΓ不是 －刚性模. 特别地ꎬ本文所有的代数 Λ都是代数闭域 Ｋ上的本原的不可分解的有限维代数. 所
有的模都是有限生成右模. 记 ｍｏｄ Λ 为有限生成右 Λ－模范畴. Ｄ＝ＨｏｍＫ(－ꎬＫ)表示通常的对偶.

１　 局部性

设 Λ是一个代数且 Ｔ是一个有限生成的右 Λ－模. 我们有:
定义 １[１] 　 (ａ)Ｔ称为 －刚性的如果 ＨｏｍΛ(Ｔꎬ Ｔ)＝ ０. 其中ꎬ 是 Ａｕｓｌａｎｄｅｒ￣Ｒｅｉｔｅｎ变换函子.
(ｂ)Ｔ称为 －倾斜模如果 Ｔ是 －刚性的并且 Ｔ 的互不同构的不可分解直和项个数与代数 Λ 的互不

同构不可分解直和项的个数相同.
(ｃ)Ｔ称为 ｓｕｐｐｏｒｔ －倾斜模如果存在一个幂等元 ｅ使得 Ｔ是一个 －倾斜 Λ / <ｅ>模.
(ｄ)(ＴꎬＰ)称为 ｓｕｐｐｏｒｔ －倾斜对如果 Ｔ是 －刚性的ꎬＨｏｍΛ(ＰꎬＴ)＝ ０且 ｜Ｔ ｜ ＋ ｜Ｐ ｜ ＝ ｜Λ ｜ .
注记 １　 由 ＡＲ－公式易知 Ｔ是 －刚性模可以推出 Ｅｘｔ１Λ(ＴꎬＴ)＝ ０.
定义 ２[１] 　 Λ的两个本原 ｓｕｐｐｏｒｔ －倾斜对(ＴꎬＰ)和(Ｔ′ꎬＰ′)互相称为ｍｕｔａｔｉｏｎｓꎬ如果存在本原几乎完备

ｓｕｐｐｏｒｔ －倾斜对(ＵꎬＱ)是(ＴꎬＰ)和(Ｔ′ꎬＰ′)的直和. 我们记(Ｔ′ꎬＰ′)＝ μｘ(ＴꎬＰ)或简单的记做 Ｔ′＝μｘ(Ｔ)如果

Ｘ是不可分解 Λ模满足 Ｔ＝Ｕ􀱇Ｘ或 Ｐ＝Ｑ􀱇Ｘ.
记 Ｆａｃ Ｕ为 Ｕ的有限直和项的商模范畴. 我们有:
定义 ３[１] 　 令 Ｔ＝Ｘ􀱇Ｕ且 Ｔ′是 ｓｕｐｐｏｒｔ －倾斜模ꎬ使得对于一些不可分解的 Λ模 Ｘ 有 Ｔ′＝μｘ(Ｔ) . 当

Ｔ>Ｔ′或 Ｔ<Ｔ′成立时ꎬ称 Ｔ′是 Ｔ 的左 ｍｕｔａｔｉｏｎ(右 ｍｕｔａｔｉｏｎ)ꎬ记 Ｔ′ ＝ μ－ ｘ(Ｔ)(Ｔ′ ＝ μ＋ ｘ(Ｔ)) . 如果满足 Ｘ∉
Ｆａｃ Ｕ(Ｘ∈Ｆａｃ Ｕ) .

定义 ４[１] 　 对于 Ｍ∈ｍｏｄ Λꎬ如果任一个单 Λ－模都是 Ｍ的一个合成因子ꎬ则称 Ｍ为亲切模.

引理 １[１] 　 令 Ｔ＝Ｘ􀱇Ｕ是本原 －倾斜模ꎬ其中 Ｕ是 Ｂｏｎｇａｒｔｚ 补ꎬＸ不可分解. 取 Ｘ
ｆ
→Ｕ′

ｇ
→Ｙ→０为正合

列ꎬ其中 ｆ是极小左逼近. 则有

(ａ)如果 Ｕ 不是亲切模ꎬ则 Ｙ ＝ ０. 此时 Ｕ ＝ μ－ ｘ(Ｔ)成立且是一个本原的 ｓｕｐｐｏｒｔ －倾斜 Λ 模而不是

 －倾斜模.
(ｂ)如果 Ｕ是亲切模ꎬ则 Ｙ是不可分解 Λ模 Ｙ１ 的直和且不在 ａｄｄ Ｔ中. 此时 Ｙ１􀱇Ｕ＝μ

－ｘ(Ｔ)成立且是

一个本原 －倾斜 Λ模.
定理 ３　 设 Λ是一个本原的不可分解的有限维代数. 如果 Λ的所有的 －刚性模都是投射模ꎬ则 Λ是

局部代数.
证明　 不妨设

Λ＝Ｐ１􀱇Ｐ２􀱇􀆺􀱇Ｐｎꎬ　 ｎ≥１.
式中ꎬＰ ｉ≇Ｐ ｊꎬ其中 ｉ≠ｊ.

下证 ｎ＝ １.
反证法. 假设 ｎ大于 １.
由于 Λ是本原的ꎬ则 ∀Ｐ ｉ∉Ｆａｃ Ｐ１􀱇􀆺􀱇Ｐ ｉ－１􀱇Ｐ ｉ＋１􀱇􀆺􀱇Ｐｎ 对于任意的 １≤ｉ≤ｎ成立.
又注意到 Λ是一个 ｓｕｐｐｏｒｔ －倾斜模ꎬ由定义 ３以及引理 １可知存在正合列

Ｐ ｉ
ｆ
→Ｐ′→Ｃｏｋｅｒ ｆ→０ꎬ

其中ꎬＰ′∈ａｄｄ Ｐ且 ｆ是一个极小的左 ａｄｄ(Λ ＼Ｐ ｉ)－逼近.
再由引理 １可知 Ｐ ｉ􀱇Ｃｏｋｅｒ ｆ是 ｓｕｐｐｏｒｔ －倾斜模. 由定义 １可知 Ｃｏｋｅｒ ｆ是 －刚性模. 由命题条件可

知所有的 －刚性模都是投射模ꎬ从而 Ｃｏｋｅｒ ｆ是投射模ꎬ得可裂正合列

０→ｌｍ ｆ→Ｐ′→Ｃｏｋｅｒ ｆ→０.
从而可得 Ｐ′≅ｌｍ ｆ􀱇Ｃｏｋｅｒ ｆꎬ由 ｌｍ ｆ是投射模可知 Ｐ ｉ→ｌｍ ｆ 是满射ꎬ所以 Ｐ ｉ≅ｌｍ ｆ. 因此 Ｐ ｉ <􀱇Ｐ′ꎬ与

∀Ｐ ｉ∉Ｆａｃ Ｐ１􀱇􀆺􀱇Ｐ ｉ－１􀱇Ｐ ｉ＋１􀱇􀆺􀱇Ｐｎ 矛盾.
所以假设不成立ꎬ因此代数 Λ一定是个局部代数.

２　  －刚性模与内射模

本节中ꎬ我们要考虑一个代数 Γ的 －刚性模与内射模之间的联系ꎬ并给出 ＤΓ 是 －刚性模的充分必

—４２—
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要条件.
下面介绍忠实模的定义:
定义 ５[９] 　 对于 Ｍ∈ｍｏｄ Γꎬ如果它的零化子为零ꎬ则称 Ｍ为忠实模.
引理 ２[９] 　 对于 Ｍ∈ｍｏｄ Γꎬ以下几个条件等价

(ａ)ＭΓ 为忠实的.
(ｂ)ΓΓ 是由 Ｍ上生成的.
(ｃ)(ＤΓ)Γ 是由 Ｍ生成的.
引理 ３[１] 　 任意的倾斜 Γ－模恰好是忠实的 ｓｕｐｐｏｒｔ －倾斜 Γ－模.
引理 ４[１] 　 (１)对于任意的 Γ模 Ｘ和 ＹꎬＨｏｍΓ(Ｘꎬ Ｙ)＝ ０当且仅当

Ｅｘｔ１Γ(ＹꎬＦａｃ Ｘ)＝ ０.
(２)Ｘ是 －刚性模当且仅当 Ｅｘｔ１Γ(ＸꎬＦａｃ Ｘ)＝ ０.
下面我们给出本节的主要结果:
定理 ４　 设 Γ是本原的不可分解的有限维代数ꎬＤΓ是 －刚性模当且仅当 ｉｄΓΓ≤１.
证明　 必要性　 由命题可知 ＤΓ是 －刚性模. 由引理 ２可知 ＤΓ是忠实的. 由引理 ３可知 ＤΓ是倾斜

模. 利用倾斜模的定义ꎬ可得 ｐｄΓＤΓ≤１. 从而 ｉｄΓｏｐΓ≤１. 注意到自内射维数小于等于 １的代数是左右对称

的ꎬ因此 ｉｄΓΓ≤１.
充分性　 由定义 １ 和引理 ４ 可知ꎬＤΓ 是 －刚性模的充分必要条件是 Ｅｘｔ１Γ(ＤΓꎬＦａｃ ＤΓ)＝ ０ꎬ其中

Ｆａｃ ＤΓ＝{Ｍ ｜∃ｎ∈Ｚꎬ使得(ＤΓ) ｎ→Ｍ为满射} . 取∀Ｍ∈Ｆａｃ ＤΓ有正合列

０→Ｎ→ＤΓｎ→Ｍ→０. (１)
将 ＨｏｍΓ(ＤΓꎬ－)作用于正合列(１)得

０→ＨｏｍΓ(ＤΓꎬＮ)→ＨｏｍΓ(ＤΓꎬＤΓｎ)→ＨｏｍΓ(ＤΓꎬＭ)→Ｅｘｔ１Γ(ＤΓꎬＮ)
→Ｅｘｔ１Γ(ＤΓꎬＤΓｎ)→Ｅｘｔ１Γ(ＤΓꎬＭ)→Ｅｘｔ２Γ(ＤΓꎬＮ)→Ｅｘｔ２Γ(ＤΓꎬＤΓｎ)→􀆺

由 ＤΓ是内射 Γ－模知 Ｅｘｔ１Γ(ＤΓꎬＭ)≅Ｅｘｔ２Γ(ＤΓꎬＮ) . 又由 ｉｄΓΓ≤１知 ｐｄΓＤΓ≤１ꎬ从而 Ｅｘｔ１Γ(ＤΓꎬＭ)≅
Ｅｘｔ２Γ(ＤΓꎬＮ)＝ ０ꎬ有 Ｅｘｔ１Γ(ＤΓꎬＦａｃ ＤΓ)＝ ０ꎬ所以 ＤΓ是 －刚性模.

下面举例说明存在代数 Γ满足所有的不可分解内射模是 －刚性模ꎬ但 ＤΓ不是 －刚性模.

例 １　 设 Ｑ为箭图 １
α１→２

α２→３ꎬ其中 Ｉ＝Ｒ:α１α２ ＝ ０ꎬ令 Γ＝
ＫＱ
Ｉ
. 则

(１)Γ的整体维数是 ２.
(２) Ｉ(２)＝ Ｐ(１)ꎬＩ(３)＝ Ｐ(２)ꎬＩ(１)＝ Ｓ(１)都是 －刚性模.
(３)ＤΓ不是 －刚性模.

[参考文献]

[１] 　 ＡＤＡＣＨＩ ＴꎬＩＹＡＭＡ ＯꎬＲＥＩＴＥＮ Ｉ.  ̄ｔｉｌｔｉｎｇ ｔｈｅｏｒｙ[Ｊ] . Ｃｏｍｐｏｓｉｔｏ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａꎬ２０１４ꎬ１５０(３):４１５－４５２.
[２] ＭＩＺＵＮＯ Ｙ. Ｃｌａｓｓｉｆｙｉｎｇ  ̄ｔｉｌｔｉｎｇ ｍｏｄｕｌｅｓ ｏｖｅｒ ｐｒｅｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ ａｌｇｅｂｒａｓ ｏｆ Ｄｙｎｋｉｎ ｔｙｐｅ[ Ｊ] . Ｍａｔｈｅｍａｔｉｓｃｈｅ ｚｅｉｔｓｃｈｒｉｆｔꎬ２０１４ꎬ

２７７(３):６６５－６９０.
[３] ＷＥＩ Ｊ Ｑ.  ̄ｔｉｌｔｉｎｇ ｔｈｅｏｒｙ ａｎｄ ∗￣ｍｏｄｕｌｅｓ[Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ ａｌｇｅｂｒａꎬ２０１４ꎬ４１４:１－５.
[４] ＤＥＭＯＮＥＴ ＬꎬＩＹＡＭＡ ＯꎬＪＡＳＳＯ Ｇ.  ̄ｔｉｌｔｉｎｇ ｆｉｎｉｔｅ ａｌｇｅｂｒａｓ ａｎｄ ｇ￣ｖｅｃｔｏｒｓ[Ｊ] . ＡｒＸｉｖ:１５０３.００２８５.
[５] ＨＵＡＮＧ Ｚ ＹꎬＺＨＡＮＧ Ｙ Ｙ. Ｇ￣ｓｔａｂｌｅ ｓｕｐｐｏｒｔ ̄ｔｉｌｔｉｎｇ ｍｏｄｕｌｅｓ[Ｊ] . Ｆｒｏｎｔｉｅｒｓ ｏｆ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ｉｎ Ｃｈｉｎａꎬ２０１６ꎬ１１(４):１０５７－１０７７.
[６] ＩＹＡＭＡ ＯꎬＪＯＲＧＥＮＳＥＮ ＰꎬＹＡＮＧ Ｄ. Ｉｎｔｅｒｍｅｄｉａｔｅ ｃｏ￣ｔ￣ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓꎬｔｗｏ￣ｔｅｒｍ ｓｉｌｔｉｎｇ ｏｂｊｅｃｔｓꎬ ̄ｔｉｌｔｉｎｇ ｍｏｄｕｌｅｓ ａｎｄ ｔｏｒｓｉｏｎ ｃｌａｓｓｅｓ[Ｊ].

Ａｌｇｅｂｒａ ａｎｄ ｎｕｍｂｅｒ ｔｈｅｏｒｙꎬ２０１４ꎬ８(１０):２４１３－２４３１.
[７] ＪＡＳＳＯ Ｇ. Ｒｅｄｕｃｔｉｏｎ ｏｆ ̄ｔｉｌｔｉｎｇ ｍｏｄｕｌｅｓ ａｎｄ ｔｏｒｓｉｏｎ ｐａｉｒｓ[Ｊ]. Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓꎬ２０１５ꎬ１６:７１９０－７２３７.
[８] 谢宗真ꎬ张孝金. 所有 －刚性模是投射模的代数[Ｊ] . 山东大学学报(理学版)ꎬ２０１６ꎬ５１(２):１６－２０.
[９] ＡＳＳＥＭ ＩꎬＳＩＭＳＯＮ ＤꎬＳＫＯＷＲＯ 'ＮＳＫＩ Ａ. Ｅｌｅｍｅｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎ ｔｈｅｏｒｙ ｏｆ ａｓｓｏｃｉａｔｉｖｅ ａｌｇｅｂｒａｓ[Ｍ] . 北京:世界图书

出版公司北京公司ꎬ２０１１:１９３.

[责任编辑:陈　 庆]
—５２—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉


