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粘性 ＢＢＭ 型分数阶方程的数值方法

张　 俊

(贵州财经大学数统学院ꎬ贵州 贵阳 ５５００２５)

[摘要] 　 本文构造了两种求解 ＢＢＭ型粘性分数阶方程的数值格式ꎬ分析了两种格式的稳定性与误差估计ꎬ严格

证明了两种格式是无条件稳定的ꎬ两种格式的收敛都是 Ｏ(Δｔ３ / ２＋Ｎ１－ｍ)ꎬ数值结果验证了理论分析的准确性.
[关键词] 　 分数阶方程ꎬ无条件稳定ꎬ误差估计ꎬ谱方法
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粘性水波方程的研究一直是一个热点问题ꎬ近 １０多来年来一直备受关注ꎬ这类方程的特点是包含粘

性项ꎬ它的存在使我们必须考虑耗散机制的影响ꎬ因为这会使解变得很复杂. ＫａｋｕｔａｎｉꎬＭａｔｓｕｕｃｈｉ[１]首先提

出一个带有扩散项与色散项的粘性水波模型ꎬ接下来 ＬｉｕꎬＯｒｆｉｌａ[２]ꎬＳａｕｔꎬＢｏｎａ等人[３]ꎬＤｕｔｋｙ和 Ｄｉａｓ[４]分别

独立地得到了带粘性项的流体边界层水波模型.
Ｄｕｔｙｋｈ[５]ꎬＣｈｅｎ[６]从流体的自由面问题出发ꎬ得到了一个简化的单向波方程

∂ｔｕ＋∂ｘｕ＋β∂ｔ∂２ｘｕ＋
ｖ
π
∫ｔ
０

∂ｔｕ

ｔ－ｓ
ｄｓ＋ｕ∂ｘｕ－α∂２ｘｕ＝ ０.

对上述方程 Ｃｈｅｎ[７]提出了一种时间有限差分ꎬ空间谱方法的显示格式ꎬ但这种格式是条件稳定ꎬ
Ｄｕｍｏｎｔ和 Ｄｕｖａｌ[８]用向后 Ｅｕｌｅｒ方法的 Ｇα 格式来离散分数阶项ꎬ虽然数值结果是时间方向是 ２阶ꎬ但却没

有给出相应的稳定性分析ꎬ数值格式的难点在于对分数阶项与非线性项的处理ꎬ对于这类方程 Ｚｈａｎｇꎬ
Ｘｕ[９]提出了一种稳定的数值方法ꎬ对非线性项半稳化格式ꎬ类似可以用来处理这类分数阶方程.

我们构造了两种求解 ＢＢＭ型粘性分数阶方程的数值格式ꎬ并分析了格式的稳定性ꎬ对空间用谱离散ꎬ
得到了格式的误差估计ꎬ数值结果验证了理论分析的准确性.

１　 粘性 ＢＢＭ 型分数阶方程

考虑如下粘性 ＢＢＭ型分数阶方程:

∂ｔｕ＋∂ｘｕ－β∂２ｘ∂ｔｕ＋
ｖ
π
∫ｔ
０

∂ｔｕ

ｔ－ｓ
ｄｓ＋γｕ∂ｘｕ－α∂２ｘｕ＝ ０ꎬ　 ｔ∈(０ꎬＴ]ꎬ　 ｘ∈Λꎬ (１)

满足下面初值条件:

—９１—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉
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ｕ(ｘꎬ０)＝ ｕ０(ｘ)ꎬ　 ｘ∈􀭺Λꎬ (２)
和边界条件:

ｕ(ｘꎬｔ)＝ ｕ(ｘ＋Ｌꎬｔ)ꎬ　 ｔ∈(０ꎬＴ]ꎬｘ∈􀭺Λꎬ (３)

这里 Λ＝(０ꎬＬ)ꎬ􀭺Λ＝ [０ꎬＬ]ꎬＴ 表示时间ꎬ ｖ
π
∫ｔ
０

∂ｔｕ

ｔ－ｓ
ｄｓ 是 １ / ２ 阶 Ｃａｐｕｔｏ 时间分数阶导数项ꎬ其中 α、β、γ、ｖ

为非负常数.

２　 格式的构造与稳定性分析

考虑对时间分数阶离散ꎬ由 Ｔａｙｌｏｒ展开有:

ｕ( ｔ)＝ ｕ( ｓ)＋∂ｓｕ( ｓ)( ｔ－ｓ)＋ ∫ｔ
ｓ
∂２ ｕ( )( ｔ－ )ｄ ꎬ　 ∀ｔꎬｓ∈(０ꎬＴ] .

分别取 ｔ＝ ｔ ｊꎬｔ＝ ｔ ｊ＋１ꎬ我们可以有

∂ｓｕ(ｘꎬｓ)＝
ｕ(ｘꎬｔ ｊ＋１)－ｕ(ｘꎬｔ ｊ)

Δｔ
－ １
Δｔ ∫

ｔ ｊ ＋１

ｓ
∂２ ｕ(ｘꎬ )( ｔ ｊ＋１－ )ｄ ＋

１
Δｔ ∫

ｔ ｊ

ｓ
∂２ ｕ(ｘꎬ )( ｔ ｊ－ )ｄ .

Ｌｉｎ等人[１０]提出了如下的近似:
１

Γ(１ / ２) ∫
ｔ ｎ＋１

０

∂ｓｕ( ｓ)

ｔ－ｓ
ｄｓ＝ １
Γ(１ / ２)∑

ｎ

ｊ ＝ ０
∫ｔ ｊ ＋１
ｔ ｊ

∂ｓｕ( ｓ)

ｔｎ＋１－ｓ
ｄｓ＝ １
Γ(１ / ２)∑

ｎ

ｊ ＝ ０

ｕ(ｘꎬｔ ｊ＋１)－ｕ(ｘꎬｔ ｊ)
Δｔ ∫ｔ ｊ ＋１

ｔ ｊ

１
ｔｎ＋１－ｓ

ｄｓ＋ｒｎ＋１ ＝

１
Γ(３ / ２)∑

ｎ

ｊ ＝ ０

ｕ(ｘꎬｔｎ＋１－ｊ)－ｕ(ｘꎬｔｎ－ｊ)
Δｔ１ / ２

[( ｊ＋１) １ / ２－ｊ１ / ２]＋ｒｎ＋１ ＝ １
Γ(３ / ２)∑

ｎ

ｊ ＝ ０
ａ ｊ
ｕ(ｘꎬｔｎ＋１－ｊ)－ｕ(ｘꎬｔｎ－ｊ)

Δｔ１ / ２
＋ｒｎ＋１ ＝

Δｔ－１ / ２

Γ(３ / ２)
ｕ(ｘꎬｔｎ＋１) －∑

ｎ－１

ｊ ＝ ０
(ａ ｊ － ａ ｊ ＋１)ｕ(ｘꎬｔｎ－ｊ) － ａｎｕ(ｘꎬｔ０)[ ] ＋ｒｎ＋１ꎬ

这里

ａ ｊ ＝ ( ｊ ＋ １) １ / ２ － ｊ１ / ２ꎬ

ｒｎ＋１ ＝ １
Γ(１ / ２)Δｔ∑

ｎ

ｊ ＝ ０
－ ∫ｔ ｊ ＋１

ｔ ｊ
∫ｔ ｊ ＋１
ｓ
∂ ｕ(ｘꎬ )

ｔｋ＋１ － 
ｔｎ＋１－ｓ

ｄ ｄｓ ＋ ∫ｔ ｊ ＋１
ｔ ｊ
∫ｔ ｊ
ｓ
∂２ ｕ(ｘꎬ )

ｔ ｊ － 
ｔｎ＋１ － ｓ

ｄ ｄｓ
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
.

Ｌｉｎ等人[１０]证明了 ｒｎ＋１ ＝ ｃΔｔ３ / ２ꎬｃ与 Ｍ与∂２ｔ ｕ有关.
(１)基于 ＢＤ２半隐格式:考虑如下基于 ＢＤ２的半隐格式

３ｕｎ＋１－４ｕｎ＋ｕｎ－１

２Δｔ
＋∂ｘｕｎ

＋１＋β
３∂２ｘｕｎ

＋１－４∂２ｘｕｎ＋∂２ｘｕｎ
－１

２Δｔ
＋ｖ
１ / ２Δｔ－１ / ２

Γ(３ / ２)
ｕｎ＋１ －∑

ｎ－１

ｊ ＝ ０
(ａ ｊ － ａ ｊ ＋１)ｕｎ

－ｊ － ａｎｕ０( ) ＋

γ
３
(２∂ｘｕｎ

＋１(２ｕｎ－ｕｎ－１)＋ｕｎ＋１∂ｘ(２ｕｎ－ｕｎ
－１))－α∂２ｘｕｎ

＋１ ＝ ０. (４)

对于第一步ꎬ
ｕ１－ｕ０

Δｔ
＋∂ｘｕ１＋

β
Δｔ

(∂２ｘｕ１－∂２ｘｕ０)＋
ｖ１ / ２Δｔ－１ / ２

Γ(３ / ２)
ｕ１－ａ０ｕ０( ) ＋ γ

３
(２ｕ０∂ｘｕ１＋ｕ１∂ｘｕ０)－α∂２ｘｕ１ ＝ ０. (５)

(２)基于 Ｃｒａｎｋ￣Ｎｉｃｏｌｓｏｎ半隐格式:考虑如下基于 Ｃｒａｎｋ￣Ｎｉｃｏｌｓｏｎ方法的半隐格式:
ｕｎ＋１－ｕｎ

Δｔ
＋∂ｘｕｎ

＋１ / ２－ β
Δｔ

(∂２ｘｕｎ
＋１－∂２ｘｕｎ)＋

ｖ１ / ２Δｔ－１ / ２

Γ(３ / ２)
ｕｎ＋１ / ２ －∑

ｎ－１

ｊ ＝ ０
(ａ ｊ － ａ ｊ ＋１)ｕｎ

－１ / ２－ｊ － ａｎｕ０( ) ＋

γ
６
(２∂ｘｕｎ

＋１ / ２(３ｕｎ－ｕｎ－１)＋ｕｎ＋１ / ２∂ｘ(３ｕｎ－ｕｎ
－１))－α∂２ｘｕｎ

＋１ / ２ ＝ ０ꎬ (６)

这里 ｕｎ＋１ / ２ ＝ｕ
ｎ＋１＋ｕｎ

２
.

定理 １　 式(４)－(５)是无条件稳定的ꎬ即:
‖ｕ１‖２

１＋μ‖ｕ１‖２
０≤‖ｕ０‖２

１＋μ‖ｕ０‖２
０ꎬ (７)

Ｅ(ｕｎ＋１)≤Ｅ(ｕ１)＋２ｖ
１ / ２Ｔ１ / ２

Γ(３ / ２)
‖ｕ０‖２

０ꎬｎ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＭ－１ꎬ (８)

—０２—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉
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这里 μ＝ ｖ
１ / ２Δｔ１ / ２

Γ(３ / ２)
ꎬＥ(ｕｎ)＝ ‖ｕｎ‖２

１＋‖２ｕｎ－ｕｎ
－１‖２

１＋μ∑
ｎ－１

ｊ ＝ ０
ａ ｊ‖ｕｎ

－ｊ‖２
０ꎬ‖ｕ‖１ ＝‖ｕ‖０＋β‖∂ｘｕ‖０ .

证明　 方程(５)与 ２Δｔｕ１ 做内积ꎬ注意到

(２∂ｘｕ１ｕ０＋ｕ１∂ｘｕ０ꎬｕ１)＝ (∂ｘｕ１ｕ０＋∂ｘ(ｕ１ｕ０)ꎬｕ１)＝ (∂ｘｕ１ｕ０ꎬｕ１)－(ｕ１ｕ０ꎬ∂ｘｕ１)＝ ０ꎬ

(ｕ１－ｕ０ꎬ２ｕ１)＝ ‖ｕ１‖２
０－‖ｕ０‖２

０＋‖ｕ１－ｕ０‖２
０ .

则有

‖ｕ１‖２
０－‖ｕ０‖２

０＋‖ｕ１－ｕ０‖２
０＋β(‖∂ｘｕ１‖２

０－‖∂ｘｕ０‖２
０＋‖∂ｘｕ１－∂ｘｕ０‖２

０)＋
μ(‖ｕ１‖２

０－‖ｕ０‖２
０＋‖ｕ１－ｕ０‖２

０)＋２Δｔα‖∂ｘｕ１‖２
０ ＝ ０.

整理可得(７)ꎬ方程(４)两边与 ４Δｔｕｎ＋１做内积ꎬ可得:
‖ｕｎ＋１‖２

１－‖ｕｎ‖２
０＋‖２ｕｎ

＋１－ｕｎ‖２
１－‖２ｕｎ－ｕｎ

－１‖２
１＋‖ｕｎ

＋１－２ｕｎ＋ｕｎ－１‖２
１＋

４μ(ｕｎ＋１－∑
ｎ－１

ｊ ＝ ０
(ａ ｊ－ａ ｊ＋１)ｕｎ

－ｊ－ａｎｕ０ꎬｕｎ
＋１)＋４Δｔα‖∂ｘｕｎ

＋１‖２
０ ＝ ０.

由 Ｃａｕｃｈｙ￣Ｓｃｈｗａｒｚ不等式ꎬ可得:
‖ｕｎ＋１‖２

１－‖ｕｎ‖２
０＋‖２ｕｎ

＋１－ｕｎ‖２
１－‖２ｕｎ－ｕｎ

－１‖２
１＋‖ｕｎ

＋１－２ｕｎ＋ｕｎ－１‖２
１＋４μ‖ｕｎ

＋１‖２
０≤

２μ ∑
ｎ－１

ｊ ＝ ０
(ａ ｊ － ａ ｊ ＋１)(‖ｕｎ

－ｊ‖２
０ ＋ ‖ｕｎ

＋１‖２
０) ＋ ａｎ(‖ｕ０‖２

０ ＋ ‖ｕｎ
＋１‖２

０)( ) ＝

２μ∑
ｎ－１

ｊ ＝ ０
(ａ ｊ－ａ ｊ＋１)‖ｕｎ

－ｊ‖２
０＋２μ‖ｕｎ

＋１‖２
０＋２μａｎ‖ｕ０‖２

０ .

因此:

‖ｕｎ＋１‖２
１＋‖２ｕｎ

＋１－ｕｎ‖２
１＋２μ∑

ｎ－１

ｊ ＝ ０
ａ ｊ＋１‖ｕｎ

－ｊ‖２
０＋２μ‖ｕｎ

＋１‖２
０≤‖ｕｎ‖２

１＋‖２ｕｎ－ｕｎ
－１‖２

１＋

２μ∑
ｎ－１

ｊ ＝ ０
ａ ｊ‖ｕｎ

－ｊ‖２
０＋２μａｎ‖ｕ０‖２

０ .

注意到:

２μ∑
ｎ－１

ｊ ＝ ０
ａ ｊ＋１‖ｕｎ

－ｊ‖２
０＋２μ‖ｕｎ

＋１‖２
０ ＝ ２μ∑

ｎ

ｊ ＝ １
ａ ｊ‖ｕｎ

＋１－ｊ‖２
０＋μ‖ｕｎ

＋１‖２
０ ＝ ２μ∑

ｎ

ｊ ＝ ０
ａ ｊ‖ｕｎ

＋１－ｊ‖２
０ꎬ

所以我们有:

Ｅ(ｕｎ＋１)≤Ｅ(ｕ１)＋２μ∑
ｎ－１

ｊ ＝ １
ａ ｊ‖ｕ０‖２

０≤Ｅ(ｕ１)＋２μｎ１ / ２‖ｕ０‖２
０≤Ｅ(ｕ１)＋２

ｖ１ / ２Ｔ１ / ２

Γ(３ / ２)
‖ｕ０‖２

０ .

定理得证.
定理 ２　 式(６)是无条件稳定的ꎬ即:

ｅ(ｕｎ＋１)≤ｅ(ｕ１)＋２ｖ
１ / ２Ｔ１ / ２

Γ(３ / ２)
‖ｕ０‖２

０ꎬｎ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＭ－１ꎬ (９)

这里 ｅ(ｕｎ)＝ ‖ｕｎ‖２
１＋μ∑

ｎ－１

ｊ ＝ ０
ａ ｊ‖ｕｎ

－１ / ２－ｊ‖２
０ .

证明　 方程(６)两边与 ２Δｔｕｎ＋１ / ２做内积ꎬ注意到:
(２∂ｘｕｎ

＋１ / ２(３ｕｎ－ｕｎ－１)＋ｕｎ＋１ / ２∂ｘ(３ｕｎ－ｕｎ
－１)ꎬｕｎ＋１ / ２)＝ (∂ｘｕｎ

＋１ / ２(３ｕｎ－ｕｎ－１)ꎬｕｎ＋１ / ２)＋
(∂ｘ(ｕｎ

＋１ / ２(３ｕｎ－ｕｎ－１))ꎬｕｎ＋１ / ２)＝ (∂ｘｕｎ
＋１ / ２(３ｕｎ－ｕｎ－１)ꎬｕｎ＋１ / ２)－((３ｕｎ－ｕｎ－１)ｕｎ＋１ / ２ꎬ∂ｘｕｎ

＋１ / ２))＝ ０ꎬ
可得:

‖ｕｎ＋１‖２
１－‖ｕｎ‖２

１＋２μ(ｕｎ
＋１ / ２－∑

ｎ－１

ｊ ＝ ０
(ａ ｊ－ａ ｊ＋１)ｕｎ

－１ / ２－ｊ－ａｎｕ０ꎬｕｎ
＋１ / ２)＋２Δｔα‖∂ｘｕｎ

＋１ / ２‖２
０ ＝ ０.

由 Ｃａｕｃｈｙ￣Ｓｃｈｗａｒｚ不等式ꎬ有:

‖ｕｎ＋１‖２１－‖ｕ
ｎ‖２１＋２μ‖ｕ

ｎ＋１ / ２‖２０≤μ ∑
ｎ－１

ｊ ＝ ０
(ａｊ － ａｊ ＋１)(‖ｕ

ｎ－１ / ２－ｊ‖２０ ＋‖ｕ
ｎ＋１ / ２‖２０ ＋ ａｎ(‖ｕ

０‖２０ ＋‖ｕ
ｎ＋１ / ２‖２０))( ) ＝

μ∑
ｎ－１

ｊ ＝ ０
(ａ ｊ－ａ ｊ＋１)‖ｕｎ

－１ / ２－ｊ‖２
０＋μ((１－ａｎ)＋ａｎ)‖ｕｎ

＋１ / ２‖２
０＋μａｎ‖ｕ０‖２

０ꎬ

—１２—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉
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化简可得:

‖ｕｎ＋１‖２
１＋μ∑

ｎ－１

ｊ ＝ ０
ａ ｊ＋１‖ｕｎ

－１ / ２－ｊ‖２
０＋μ‖ｕｎ

＋１ / ２‖２
０≤‖ｕｎ‖２

１＋μ∑
ｎ－１

ｊ ＝ ０
ａ ｊ‖ｕｎ

－１ / ２－ｊ‖２
０＋μａｎ‖ｕ０‖２

０ .

注意到

μ∑
ｎ－１

ｊ ＝ ０
ａ ｊ＋１‖ｕｎ

－１ / ２－ｊ‖２
０＋μ‖ｕｎ

＋１ / ２‖２
０ ＝μ∑

ｎ

ｊ ＝ １
ａ ｊ‖ｕｎ

＋ １２ －ｊ‖２
０＋μ‖ｕｎ

＋１ / ２‖２
０ ＝μ∑

ｎ

ｊ ＝ ０
ａ ｊ‖ｕｎ

＋ １２ －ｊ‖２
０ꎬ

因此ꎬ我们有:

‖ｕｎ＋１‖２
１＋μ∑

ｎ

ｊ ＝ ０
ａ ｊ‖ｕｎ

＋ １２ －ｊ‖２
０≤‖ｕｎ‖２

１＋μ∑
ｎ－１

ｊ ＝ ０
ａ ｊ‖ｕｎ

－１ / ２－ｊ‖２
０＋μａｎ‖ｕ０‖２

０ .

定理得证.

３　 空间 Ｆｏｕｒｉｅｒ 谱离散

用 Ｆｏｕｒｉｅｒ法对空间进行离散.定义 ＳＮ ＝ｓｐａｎ{ｅｘｐ(－ｉ２πｋｘ / Ｌ):－Ｎ / ２≤ｋ≤Ｎ / ２－１}和 Ｌ２ 投影算子 πＮ:
Ｌ２(Λ)→ＳＮꎬ使得:

(πＮｖ－ｖꎬψ)＝ ０ꎬ　 ∀ψ∈ＳＮꎬ
和 Ｈ１ 投影算子 π１Ｎ:Ｈ１(Λ)→ＳＮꎬ使得:

(∂ｘ(π１Ｎｖ－ｖ)ꎬ∂ｘψ)＝ ０ꎬ(π１Ｎｖ－ｖꎬψ)＝ ０ꎬ　 ∀ψ∈ＳＮꎬ
由文[１１－１２]知估计式成立:

‖ｕ－πＮｕ‖０≤Ｎ
－ｍ‖ｕ‖ｍꎬ　 ∀ｕ∈Ｈｍ(Λ)ꎬ ｍ>０ꎬ

‖ｕ－π１Ｎｕ‖０≤Ｎｋ
－ｍ‖ｕ‖ｍꎬ　 ∀ｕ∈Ｈｍ(Λ)ꎬ ｍ>０ꎬｋ＝ ０ꎬ１.

(１０)

ＢＤ２ / Ｆ－Ｇ:半隐格式(４)、(５)的 Ｆｏｕｒｉｅｒ谱方法是:求 ｕｎ＋１Ｎ ∈ＳＮꎬ使得

３ｕｎ＋１Ｎ －４ｕ
ｎ
Ｎ＋ｕ

ｎ－１
Ｎ

２Δｔ
ꎬφＮ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋(∂ｘｕ

ｎ＋１
Ｎ ꎬφＮ)＋β

３∂２ｘｕ
ｎ＋１
Ｎ －４∂

２
ｘｕ
ｎ
Ｎ＋∂

２
ｘｕ
ｎ－１
Ｎ

２Δｔ
ꎬφＮ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋
ｖ１ / ２Δｔ－１ / ２

Γ(３ / ２)
ｕｎ＋１Ｎ －∑

ｎ－１

ｊ ＝ ０
(ａｊ － ａｊ ＋１)ｕ

ｎ－ｊ
Ｎ － ａｎｕ

０
ＮꎬφＮ( ) ＋

γ
３
((２∂ｘｕｎ

＋１
Ｎ (２ｕｎＮ－ｕｎ

－１
Ｎ )＋ｕｎ＋１Ｎ ∂ｘ(２ｕｎＮ－ｕｎ

－１
Ｎ ))ꎬφＮ)－α(∂２ｘｕｎ

＋１
Ｎ ꎬφＮ)＝ ０. (１１)

对于第一步:
ｕ１Ｎ－ｕ０Ｎ
Δｔ

ꎬφＮ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋(∂ｘｕ１ＮꎬφＮ)＋

β
Δｔ

(∂２ｘｕ１Ｎ－∂２ｘｕ０ＮꎬφＮ)＋
ｖ１ / ２Δｔ－１ / ２

Γ(３ / ２)
ｕ１Ｎ－ａ０ｕ０ＮꎬφＮ( ) ＋

γ
３
(２ｕ０Ｎ∂ｘｕ１Ｎ＋ｕ１Ｎ∂ｘｕ０ＮꎬφＮ)－α(∂２ｘｕ１ＮꎬφＮ)＝ ０. (１２)

Ｃ－Ｎ / Ｆ－Ｇ:半隐格式(６)的 Ｆｏｕｒｉｅｒ谱方法是:求 ｕｎ＋１Ｎ ∈ＳＮꎬ使得

ｕｎ＋１Ｎ －ｕｎＮ
Δｔ

ꎬφＮ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋(∂ｘｕｎ

＋１ / ２
Ｎ ꎬφＮ)－

β
Δｔ

(∂２ｘｕｎ
＋１
Ｎ －∂２ｘｕｎＮꎬφＮ)＋

ｖ１ / ２Δｔ－１ / ２

Γ(３ / ２)
ｕｎ＋１ / ２Ｎ －∑

ｎ－１

ｊ ＝ ０
(ａｊ － ａｊ ＋１)ｕｎ

－１ / ２－ｊ
Ｎ － ａｎｕ０ＮꎬφＮ( ) ＋

γ
６
((２∂ｘｕｎ

＋１ / ２
Ｎ (３ｕｎＮ－ｕｎ

－１
Ｎ )＋ｕｎ＋１ / ２Ｎ ∂ｘ(３ｕｎＮ－ｕｎ

－１
Ｎ ))ꎬφＮ)－α(∂２ｘｕｎ

＋１ / ２
Ｎ ꎬφＮ)＝ ０. (１３)

这里 ｕｎＮ(ｘ)＝ ∑
Ｎ/ ２－１

ｋ＝－Ｎ/ ２
ｕ^ｎｋｅｘｐ(－ｉ２πｋｘ / Ｌ) .

引理 １　 全离散格式(１１)、(１２)的解ꎬ也无条件稳定的ꎬ满足如下的不等式:

‖ｕ１Ｎ‖２
１＋μ‖ｕ１Ｎ‖２

０≤‖ｕ０Ｎ‖２
１＋μ‖ｕ０Ｎ‖２

０ꎬＥ(ｕｎ
＋１
Ｎ )≤Ｅ(ｕ１Ｎ)＋

２ｖ１ / ２Ｔ１ / ２

Γ(３ / ２)
‖ｕ０Ｎ‖２

０ꎬｎ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＭ－１.

证明　 证明过程与定理 １类似.
引理 ２　 全离散格式(１３)的解ꎬ也无条件稳定的ꎬ满足如下的不等式:

ｅ(ｕｎ＋１Ｎ )≤ｅ(ｕ１Ｎ)＋
２ｖ１ / ２Ｔ１ / ２

Γ(３ / ２)
‖ｕ０Ｎ‖２

０ꎬｎ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＭ－１.

证明　 证明过程与定理 ２类似.
—２２—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉
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下面分析格式 ＢＤ２ / Ｆ－Ｇ与 Ｃ－Ｎ / Ｆ－Ｇ的误差估计ꎬ定义截断误差:
Ｒｎ＋１１ ＝ ｒｎ

＋１
１ ＋βｒｎ

＋１
２ ＋ｒｎ

＋１
３ ꎬＲｎ＋１２ ＝ ｒｎ

＋１
３ ＋ｒｎ

＋１
４ ＋ｒｎ

＋１
５ ꎬ

这里

ｒｎ＋１１ ＝
ｕ(ｘꎬｔｎ＋１)－ｕ(ｘꎬｔｎ)

Δｔ
－∂ｔｕ(ｘꎬｔｎ＋１)ꎬ

ｒｎ＋１２ ＝
∂２ｘｕ(ｘꎬｔｎ＋１)－∂２ｘｕ(ｘꎬｔｎ)

Δｔ
－∂ｔ∂２ｘｕ(ｘꎬｔｎ＋１)ꎬ

ｒｎ＋１３ ＝
ｖ１ / ２Δｔ－１ / ２

Γ(３ / ２)
ｕｎ＋１－∑

ｎ－１

ｊ＝０
(ａ ｊ－ａ ｊ＋１)ｕｎ

－ｊ－ａｎｕ０( ) － ｖ１ / ２

Γ(１ / ２)
∫ｔ ｎ＋１
０

∂ｓｕ(ｘꎬｓ)
( ｔｎ＋１－ｓ) １ / ２

ｄｓꎬ

ｒｎ＋１４ ＝
３ｕ(ｘꎬｔｎ＋１)－４ｕ(ｘꎬｔｎ)＋ｕ(ｘꎬｔｎ－１)

２Δｔ
－∂ｔｕ(ｘꎬｔｎ＋１)ꎬ

ｒｎ＋１５ ＝
３∂２ｘｕ(ｘꎬｔｎ＋１)－４∂２ｘｕ(ｘꎬｔｎ)＋∂２ｘｕ(ｘꎬｔｎ－１)

２Δｔ
－∂ｔ∂２ｘｕ(ｘꎬｔｎ＋１) .

由 Ｔａｙｌｏｒ展开式可知:
‖ｒｎ＋１１ ‖２

０≤ｃΔｔ２ꎬ‖ｒｎ
＋１
２ ‖２

０≤ｃΔｔ２ꎬ‖ｒｎ
＋１
３ ‖２

０≤ｃΔｔ９ / ４ꎬ‖ｒｎ
＋１
４ ‖２

０≤ｃΔｔ４ꎬ‖ｒｎ
＋１
５ ‖２

０≤ｃΔｔ４ . (１４)
定义误差函数:

􀭴ｅｎＮ ＝π１Ｎｕ( ｔｎ)－ｕｎＮꎬ􀭰ｅｎＮ ＝ｕ( ｔｎ)－π１Ｎｕ( ｔｎ)ꎬｅｎＮ ＝ｕ( ｔｎ)－ｕｎＮ .
定理 ３　 设{ｕｋＮ}Ｍｋ＝０为全离散格式(１１)、(１２)的解ꎬ则原函数 ｍ阶光滑ꎬ则有下列估计式:

‖ｕ(􀅰ꎬｔｋ)－ｕｋＮ‖１≤ｃ(Δｔ３ / ２＋Ｎ１
－ｍ)ꎬｋ＝ ０ꎬ１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＭ. (１５)

证明　 方程(１)与 φＮ 做内积ꎬ再与(１０)做差ꎬ可得:
３􀭴ｅｎ＋１Ｎ －４􀭴ｅｎＮ＋􀭴ｅｎ

－１
Ｎ

２Δｔ
ꎬφＮ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋(∂ｘ􀭴ｅｎ

＋１
Ｎ ꎬφＮ)＋β

３∂２ｘ􀭴ｅｎ
＋１
Ｎ －４∂２ｘ􀭴ｅｎＮ＋∂２ｘ􀭴ｅｎ

－１
Ｎ

２Δｔ
ꎬφＮ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋
ｖ１ / ２Δｔ－１ / ２

Γ(３ / ２)
􀭴ｅｎ＋１Ｎ －∑

ｎ－１

ｊ＝０
(ａ ｊ－ａ ｊ＋１)􀭴ｅｎ

－ｊ
Ｎ －ａｎ􀭴ｅ０ＮꎬφＮ( ) ＋

γ(ｕ(􀅰ꎬｔｎ＋１)∂ｘｕ(􀅰ꎬｔｎ＋１)－
１
３
(２∂ｘｕｎ

＋１
Ｎ (２ｕｎＮ－ｕｎ

－１
Ｎ )＋ｕｎ＋１Ｎ ∂ｘ(２ｕｎＮ－ｕｎ

－１
Ｎ ))ꎬφＮ)－α(∂２ｘ􀭴ｅｎ

＋１
Ｎ ꎬφＮ)＝ (Ｒｎ

＋１
２ ꎬφＮ)＋

((π１Ｎ－Ｉ)∂ｘｕ(􀅰ꎬｔｎ＋１)ꎬφＮ)＋
１
２Δｔ

((π１Ｎ－Ｉ)(３ｕ(􀅰ꎬｔｎ＋１)－４ｕ(􀅰ꎬｔｎ)＋ｕ(􀅰ꎬｔｎ－１))ꎬφＮ)＋

β
２Δｔ

((π１Ｎ－Ｉ)(３∂２ｘｕ(􀅰ꎬｔｎ＋１)－４∂２ｘｕ(􀅰ꎬｔｎ)＋∂２ｘｕ(􀅰ꎬｔｎ－１))ꎬφＮ)＋

ｖ１ / ２Δｔ－１ / ２

Γ(３ / ２)
(π１Ｎ － Ｉ) ｕ(􀅰ꎬｔｎ＋１) －∑

ｎ－１

ｊ ＝ ０
(ａ ｊ － ａ ｊ ＋１)ｕ(􀅰ꎬｔｎ－ｊ) － ａｎｕ(􀅰ꎬｔ０)( ) ꎬφＮ( ) ꎬ

令 φＮ ＝ ４Δｔ􀭴ｅｎ
＋１
Ｎ ꎬ则有:

Ｅ(􀭴ｅｎ＋１Ｎ )－Ｅ(􀭴ｅｎＮ)＋４Δｔｖ‖∂ｘ􀭴ｅｎ
＋１
Ｎ ‖２

０≤４Δｔ‖Ｒｎ
＋１
５ ‖０‖􀭴ｅｎ

＋１
Ｎ ‖＋４Δｔ‖(π１Ｎ－Ｉ)∂ｘｕ(􀅰ꎬｔｎ＋１)‖０‖􀭴ｅｎ

＋１
Ｎ ‖０＋

２‖(π１Ｎ－Ｉ)(３ｕ(􀅰ꎬｔｎ＋１)－４ｕ(􀅰ꎬｔｎ)＋ｕ(􀅰ꎬｔｎ－１))‖０‖􀭴ｅｎ
＋１
Ｎ ‖０＋２β‖(π１Ｎ－Ｉ)(３∂２ｘｕ(􀅰ꎬｔｎ＋１)－

４∂２ｘｕ(􀅰ꎬｔｎ)＋∂２ｘｕ(􀅰ꎬｔｎ－１))‖０‖􀭴ｅｎ
＋１
Ｎ ‖０＋４

ｖ１ / ２Δｔ１ / ２

Γ(３ / ２)
×

(π１Ｎ － Ｉ) ｕ(􀅰ꎬｔｎ＋１) －∑
ｎ－１

ｊ ＝ ０
(ａ ｊ － ａ ｊ ＋１)ｕ(􀅰ꎬｔｎ－ｊ) － ａｎｕ(􀅰ꎬｔ０)( )

０
‖􀭴ｅｎ＋１Ｎ ‖０ ＋

４γΔｔ‖ ２
３
Ａ１ ＋

１
３
Ａ２‖０‖􀭴ｅｎ

＋１
Ｎ ‖０ꎬ

这里

Ａ１ ＝ｕ(􀅰ꎬｔｎ＋１)∂ｘｕ(􀅰ꎬｔｎ＋１)－∂ｘｕｎ
＋１
Ｎ (２ｕｎＮ－ｕｎ

－１
Ｎ ))ꎬ

Ａ２ ＝ｕ(􀅰ꎬｔｎ＋１)∂ｘｕ(􀅰ꎬｔｎ＋１)－ｕｎ
＋１
Ｎ ∂ｘ(２ｕｎＮ－ｕｎ

－１
Ｎ ) .

这两项非线性项有如下的估计:
‖Ａ１‖２

０ ＝‖ｕ(􀅰ꎬｔｎ＋１)∂ｘｕ(􀅰ꎬｔｎ＋１)－(２ｕ(􀅰ꎬｔｎ)－ｕ(􀅰ꎬｔｎ－１))∂ｘｕ(􀅰ꎬｔｎ＋１)＋(２ｕ(􀅰ꎬｔｎ)－ｕ(􀅰ꎬｔｎ－１))∂ｘｕ(􀅰ꎬｔｎ＋１)－

—３２—
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(２ｕｎＮ－ｕｎ
－１
Ｎ )∂ｘｕ(􀅰ꎬｔｎ＋１)＋(２ｕｎＮ－ｕｎ

－１
Ｎ )∂ｘｕ(􀅰ꎬｔｎ＋１)－(２ｕｎＮ－ｕｎ

－１
Ｎ )∂ｘｕｎ

＋１
Ｎ ‖２

０≤３‖(ｕ(􀅰ꎬｔｎ＋１)－２ｕ(􀅰ꎬｔｎ)＋
ｕ(􀅰ꎬｔｎ－１))∂ｘｕ(􀅰ꎬｔｎ＋１)‖２

０＋３‖(ｅｎＮ－ｅｎ
－１
Ｎ )∂ｘｕ(􀅰ꎬｔｎ＋１)‖２

０＋３‖(２ｕｎＮ－ｕｎ
－１
Ｎ )－∂ｘｅｎ

＋１
Ｎ ‖２

０≤
ｃ(Δｔ４＋‖２ｅｎＮ－ｅｎ

－１
Ｎ ‖２

０＋‖∂ｘｅｎ
＋１
Ｎ ‖２

０)ꎬ
Ａ２ ＝‖ｕ(􀅰ꎬｔｎ＋１)∂ｘｕ(􀅰ꎬｔｎ＋１)－ｕ(􀅰ꎬｔｎ＋１)∂ｘ(２ｕ(􀅰ꎬｔｎ)－ｕ(􀅰ꎬｔｎ－１))＋ｕ(􀅰ꎬｔｎ＋１)∂ｘ(２ｕ(􀅰ꎬｔｎ)－ｕ(􀅰ꎬｔｎ－１))－

ｕｎ＋１Ｎ ∂ｘ(２ｕ(􀅰ꎬｔｎ)－ｕ(􀅰ꎬｔｎ－１))＋ｕｎ
＋１
Ｎ ∂ｘ(２ｕ(􀅰ꎬｔｎ)－ｕ(􀅰ꎬｔｎ－１))－ｕｎ

＋１
Ｎ ∂ｘ(２ｕｎＮ－ｕｎ

－１
Ｎ )‖２

０≤
３‖ｕ(􀅰ꎬｔｎ＋１)∂ｘｕ(􀅰ꎬｔｎ＋１)－２ｕ(􀅰ꎬｔｎ)＋ｕ(􀅰ꎬｔｎ－１)‖２

０＋３‖ｅｎ
＋１
Ｎ ∂ｘ(２ｕ(􀅰ꎬｔｎ)－ｕ(􀅰ꎬｔｎ－１))‖２

０＋
３‖ｕｎ＋１Ｎ ∂ｘ(２ｅｎＮ－ｅｎ

－１
Ｎ )‖２

０≤ｃ(Δｔ４＋‖∂ｘ(２ｅｎＮ－ｅｎ
－１
Ｎ )‖２

０＋‖ｅｎ
＋１
Ｎ ‖２

０) .
利用 Ｃａｕｃｈｙ￣Ｓｃｈｗａｒ不等式和 Ｙｏｕｎｇ’ｓ不等式ꎬ可得

Ｅ(􀭴ｅｎ＋１Ｎ )－Ｅ(􀭴ｅｎＮ)≤Δｔ‖Ｒｎ
＋１
２ ‖２＋２Δｔ‖􀭴ｅｎ＋１Ｎ ‖２

０＋２Δｔ‖(π１Ｎ－Ｉ)∂ｘｕ(􀅰ꎬｔｎ＋１)‖２
０＋２Δｔ‖􀭴ｅｎ

＋１
Ｎ ‖２

０＋

２ ∫ｔ ｎ＋１
ｔｎ
‖(π１Ｎ－Ｉ)∂２ｔ ｕ(􀅰ꎬｔ)‖２

０ｄｔ＋２Δｔ‖􀭴ｅｎ
＋１
Ｎ ‖２

０＋８β ∫ｔ ｎ＋１
ｔｎ
‖(π１Ｎ－Ｉ)∂ｘ∂２ｔ ｕ(􀅰ꎬｔ)‖２

０ｄｔ＋２βΔｔ‖∂ｘ􀭴ｅｎ
＋１
Ｎ ‖２

０＋

２ｖ１ / ２Δｔ
Γ(１ / ２)

‖ ∫ｔ ｎ＋１
０

(π１Ｎ－Ｉ)∂ｓｕ(􀅰ꎬｓ)
( ｔｎ＋１－ｓ) １ / ２

ｄｓ‖２
０＋２ｖ１ / ２Δｔ‖∂ｘ􀭴ｅｎ

＋１
Ｎ ‖２

０＋ｃΔｔ(Δｔ４＋‖２ｅｎＮ－ｅｎ
－１
Ｎ ‖２

１＋‖ｅｎ
＋１
Ｎ ‖２

１＋‖􀭴ｅｎ
＋１
Ｎ ‖２

０) .

不等式两边分别对 ｎ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｋ求和ꎬ由(１０)和(１４)ꎬ我们可得:

Ｅ(􀭴ｅｎ＋１Ｎ )－Ｅ(􀭴ｅｎＮ)≤ｃ(Δｔ９ / ４＋Ｎ２
－２ｍ)＋ｃΔｔ∑

ｋ＋１

ｎ＝１
(‖２􀭴ｅｎＮ－􀭴ｅｎ

－１
Ｎ ‖２

０＋‖􀭴ｅｎ
＋１
Ｎ ‖２

０) .

对于第一步ꎬ易知

Ｅ(􀭴ｅ１Ｎ)≤ｃ(Δｔ３＋ΔｔＮ２
－２ｍ) .

由离散的 Ｇｒｏｎｗａｌｌ引理和不等式

‖ｅｎＮ‖≤‖􀭴ｅｎＮ‖１＋‖􀭰ｅｎＮ‖１ꎬｎ≥０ꎬ
即可得(１５) .

定理 ４　 设{ｕｋＮ}Ｍｋ＝０为全离散格式(１２)、(１３)的解ꎬ则原函数 ｍ阶光滑ꎬ则有下列估计式:
‖ｕ(􀅰ꎬｔｋ)－ｕｋＮ‖１≤ｃ(Δｔ３ / ２＋Ｎ１

－ｍ)ꎬ　 ｋ＝ ０ꎬ１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＭ.
证明　 证明方法与过程与定理 ３类似ꎬ这里略去.

４　 数值结果

为了考察算法的有效性ꎬ对给定的方程ꎬ我们用 Ｆｏｕｒｉｒｅ￣Ｇａｌｅｒｋｉｎ 谱方法ꎬ可以得到关于{ ｕ^ｎ＋１ｋ }的一系

列线性方程组.
ＢＤ２ / Ｆ－Ｇ格式:

１
２Δｔ

(１＋β(２πｋ / Ｌ) ２)(３ｕ^ｎ＋１ｋ －ｕ^ｎｋ＋ｕ^ｎ
－１
ｋ )＋( ｉ２πｋ / Ｌ＋α(２πｋ / Ｌ) ２) ｕ^ｎ＋１ｋ ＋

ｖ１ / ２Δｔ－１ / ２

Γ(３ / ２)
ｕ^ｎ＋１ｋ －∑

ｎ－１

ｊ ＝ ０
(ａ ｊ － ａ ｊ ＋１) ｕ^ｎ

－ｊ
ｋ － ａｎ ｕ^０ｋ( ) ＋

γ
３
{(２ｕｎ－ｕｎ－１)∂ｘｕｎ

＋１＋ｕｎ＋１∂ｘ(２ｕｎ－ｕｎ
－１)} ｋ ＝ ０.

Ｃ－Ｎ / Ｆ－Ｇ格式:
１
Δｔ

(ｕ^ｎ＋１ｋ －ｕ^ｎｋ)(１＋β(２πｋ / Ｌ)２)＋(ｉ２πｋ / Ｌ＋α(２πｋ / Ｌ)２)ｕ^ｎ
＋１ / ２
ｋ ＋ｖ

１ / ２Δｔ－１ / ２

Γ(３ / ２)
ｕ^ｎ＋１ / ２ｋ －∑

ｎ－１

ｊ ＝ ０
(ａｊ － ａｊ ＋１)ｕ^ｎ

－１ / ２－ｊ
ｋ － ａｎ ｕ^０ｋ( ) ＋

γ
６
{２(３ｕｎＮ－ｕｎ

－１
Ｎ )∂ｘｕｎ

＋１ / ２
Ｎ ＋ｕｎ＋１ / ２Ｎ ∂ｘ(３ｕｎＮ－ｕｎ

－１
Ｎ )} ｋ ＝ ０ꎬ

这里 ｆ

(

ｋ 或者{ ｆ} ｋ 表示函数 ｆ的 ｋ个 Ｆｏｕｒｉｅｒ系数.
在实际的计算中ꎬ方程的准确解很难找到ꎬ因此我们考虑用下列近似方法计算收敛阶ꎬ定义

Ｒａｔｅ ＝ ｌｏｇ２
‖ｕｎꎬ２ΔｔＮ －ｕ２ｎꎬΔｔＮ ‖０

‖ｕ２ｎꎬΔｔＮ －ｕ４ｎꎬΔｔ / ２Ｎ ‖０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

这里 ｕｎꎬ２ΔｔＮ 为格式在时间步长 Δｔ下 ｎΔｔ时刻的数值解.
取 ｕ(ｘꎬ０)＝ ３ｓｅｃｈ２(０.５３ / ２(ｘ－ｘ０))２ꎬｘ０ ＝Ｌ / ２ꎬＬ ＝ ４００ꎬＴ＝ １０ꎬα＝β ＝γ ＝ １. 由表可知 ｖ ＝ ０方程不带分数阶

项ꎬＢＤ２ / Ｆ－Ｇ与 Ｃ－Ｎ / Ｆ－Ｇ格式的时间收敛阶是接近 ２阶ꎬ当 ｖ＝ １时格式中包含分类阶项ꎬ分数阶项的误差

—４２—
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会影响整体的误差阶数ꎬ所以格式的时间收敛阶是接近 １.５阶ꎬ表中的数据可以证明我们的格式是有效的.
表 １　 ＢＤ２ / Ｆ－Ｇ 格式解的收敛阶随时间步长的变化情况

Ｔａｂｌｅ １　 ＢＤ２ / Ｆ－Ｇꎬｔｈｅ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｒｄｅｒ ｏｆ ｔｈｅ ｓｃｈｅｍｅ ｖａｒｉｅｓ ｗｉｔｈ ｔｉｍｅ

ｖ / Δｔ Δｔ＝ ０.１ Δｔ＝ ０.０５ Δｔ＝ ０.０１ Δｔ＝ ０.００５ Δｔ＝ ０.００１

ｖ＝ ０ ２.０６８ ７ ２.０５３ ４ ２.０１２ ２ ２.００６ ３ ２.００１ ３
ｖ＝ １ １.３８８ ９ １.４１０ ７ １.４５４ ４ １.４６７ ４ １.４８５ ３

表 ２　 Ｃ－Ｎ / Ｆ－Ｇ 格式解的收敛阶随时间步长的变化情况

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｃ－Ｎ / Ｆ－Ｇꎬｔｈｅ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｒｄｅｒ ｏｆ ｔｈｅ ｓｃｈｅｍｅ ｖａｒｉｅｓ ｗｉｔｈ ｔｉｍｅ

ｖ / Δｔ Δｔ＝ ０.１ Δｔ＝ ０.０５ Δｔ＝ ０.０１ Δｔ＝ ０.００５ Δｔ＝ ０.００１

ｖ＝ ０ ２.００５ ７ ２.０１０ ６ ２.０２３ ４ ２.００１ ８ ２.０００ ４
ｖ＝ １ １.４０４ ６ １.４２８ ７ １.４６６ １ １.４７５ ９ １.４８９ ２

５　 结语

本文提出了两种求解粘性 ＢＢＭ型分数阶方程无条件稳定的数值格式ꎬ格式的优点在于每次迭代只需

要求解一个线性方程ꎬ并且我们给出了格式的误差估计ꎬ数值结果验证了格式的准确性ꎬ两种格式在时间

方向是 １.５阶ꎬ不存在分数阶项时ꎬ格式在时间方向是 ２阶ꎬ空间方向是谱精度.
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