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弱素性可加数性质的研究

方金辉

(南京信息工程大学数学与统计学院ꎬ南京 江苏 ２１００４４)

[摘要] 　 设 ｎ是正整数ꎬ若 ｎ有至少两个互异素因子ꎬ而且存在 ｎ 的互异素因子 ｐ１ꎬｐ２ꎬ􀆺ꎬｐｔ 和正整数 α１ꎬα２ꎬ
􀆺ꎬαｔ 使得 ｎ＝ ｐα１１ ＋ｐα２２ ＋􀆺＋ｐαｔｔ ꎬ那么我们称 ｎ 为弱素性可加数.本文中ꎬ我们通过多次巧妙应用中国剩余定理、
Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ定理和二次互反律证明:对任意正整数 ｍ和 ｔꎬ存在无穷多个弱素性可加数 ｎ使得 ｍ ｜ ｎ且 ｎ＝ ｐα１１ ＋ｐα２２ ＋􀆺
＋ｐα４ｔ４ｔ ＋ｐα４ｔ＋１４ｔ＋１ ꎬ其中 ｐ１ꎬｐ２ꎬ􀆺ꎬｐ４ｔ＋１是 ｎ的互异素因子ꎬα１ꎬα２ꎬ􀆺ꎬα４ｔ＋１是正整数.
[关键词] 　 弱素性可加数ꎬＤｉｒｉｃｈｌｅｔ定理ꎬ中国剩余定理

[中图分类号]Ｏ１５６.１　 [文献标志码]Ａ　 [文章编号]１００１－４６１６(２０１８)０４－００２６－０３

Ｎｏｔｅ ｏｎ ｔｈｅ Ｗｅａｋｌｙ Ｐｒｉｍｅ￣Ａｄｄｉｔｉｖｅ Ｎｕｍｂｅｒｓ
Ｆａｎｇ Ｊｉｎｈｕｉ

(Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ ＳｔａｔｉｓｔｉｃｓꎬＮａｎｊｉｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ ＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙꎬＮａｎｊｉｎｇ ２１００４４ꎬＣｈｉｎａ)

Ａｂｓｔｒａｃｔ:Ａ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｉｎｔｅｇｅｒ ｎ ｉｓ ｃａｌｌｅｄ ｗｅａｋｌｙ ｐｒｉｍｅ￣ａｄｄｉｔｉｖｅ ｉｆ ｎ ｈａｓ ａｔ ｌｅａｓｔ ｔｗｏ ｄｉｓｔｉｎｃｔ ｐｒｉｍｅ ｄｉｖｉｓｏｒｓ ａｎｄ ｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔ
ｄｉｓｔｉｎｃｔ ｐｒｉｍｅ ｄｉｖｉｓｏｒｓ ｐ１ꎬｐ２ꎬ􀆺ꎬｐｔ ｏｆ ｎ ａｎｄ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｉｎｔｅｇｅｒｓ α１ꎬα２ꎬ􀆺ꎬαｔ ｓｕｃｈ ｔｈａｔ ｎ＝ｐα１１ ＋ｐα２２ ＋􀆺＋ｐαｔｔ . Ｉｎ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒꎬｂｙ
ｅｍｐｌｏｙｉｎｇ Ｃｈｉｎｅｓｅ ｒｅｍａｉｎｄｅｒ ｔｈｅｏｒｅｍꎬＤｉｒｉｃｈｌｅｔ’ｓ ｔｈｅｏｒｅｍ ａｎｄ ｔｈｅ ｑｕａｄｒａｔｉｃ ｒｅｃｉｐｒｏｃｉｔｙ ｌａｗꎬｗｅ ｐｒｏｖｅ ｔｈａｔꎬｆｏｒ ａｎｙ ｐｏｓｉｔｉｖｅ
ｉｎｔｅｇｅｒｓ ｍ ａｎｄ ｔꎬｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔ ｉｎｆｉｎｉｔｅｌｙ ｍａｎｙ ｗｅａｋｌｙ ｐｒｉｍｅ￣ａｄｄｉｔｉｖｅ ｎｕｍｂｅｒｓ ｎ ｗｉｔｈ ｍ ｜ ｎ ａｎｄ ｎ ＝ ｐα１１ ＋ｐα２２ ＋􀆺＋ｐα４ｔ４ｔ ＋ｐα４ｔ＋１４ｔ＋１ ꎬ
ｗｈｅｒｅ ｐ１ꎬｐ２ꎬ􀆺ꎬｐ４ｔ＋１ ａｒｅ ｄｉｓｔｉｎｃｔ ｐｒｉｍｅ ｄｉｖｉｓｏｒｓ ｏｆ ｎ ａｎｄ α１ꎬα２ꎬ􀆺ꎬα４ｔ＋１ ａｒｅ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｉｎｔｅｇｅｒｓ.
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ:ｗｅａｋｌｙ ｐｒｉｍｅ￣ａｄｄｉｔｉｖｅ ｎｕｍｂｅｒｓꎬＤｉｒｉｃｈｌｅｔ’ｓ ｔｈｅｏｒｅｍꎬＣｈｉｎｅｓｅ ｒｅｍａｉｎｄｅｒ ｔｈｅｏｒｅｍ

设 ｎ是正整数ꎬ若 ｎ有至少两个互异素因子ꎬ而且存在 ｎ 的互异素因子 ｐ１ꎬｐ２ꎬ􀆺ꎬｐｔ 和正整数 α１ꎬα２ꎬ
􀆺ꎬαｔ 使得 ｎ＝ ｐα１１ ＋ｐα２２ ＋􀆺＋ｐαｔｔ ꎬ那么我们称 ｎ为弱素性可加数.

１９９２年ꎬＥｒｄｏｓ和 Ｈｅｇｙｖａｒｉ[１]证明了:对任意素数 ｐꎬ存在无穷多个弱素性可加数 ｎ 使得 ｐ ｜ ｎ. 最近ꎬ
Ｆａｎｇ和 Ｃｈｅｎ[２]改进以上结论ꎬ证明了:对任意正整数 ｍꎬ存在无穷多个弱素性可加数 ｎ 使得 ｍ ｜ ｎ. 通过多

次巧妙应用中国剩余定理、Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ定理和二次互反律[３－４]ꎬＦａｎｇ和 Ｃｈｅｎ[２]构造了无穷多个弱素性可加数

ｎ使得 ｍ ｜ ｎ且 ｎ＝ ｐα１１ ＋􀆺＋ｐα５５ ꎬ其中 ｐ１ꎬｐ２ꎬ􀆺ꎬｐ５ 是 ｎ的互异素因子ꎬα１ꎬα２ꎬ􀆺ꎬα５ 是正整数.

１　 主要定理

在本文中ꎬ通过进一步应用中国剩余定理、Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ定理和二次互反律ꎬ我们证明了:
定理 １　 对任意正整数 ｍ和 ｔꎬ存在无穷多个弱素性可加数 ｎ使得 ｍ ｜ ｎꎬ且

ｎ＝ ｐα１１ ＋ｐα２２ ＋􀆺＋ｐα４ｔ４ｔ ＋ｐα４ｔ＋１４ｔ＋１ ꎬ
式中ꎬｐ１ꎬｐ２ꎬ􀆺ꎬｐ４ｔ＋１是 ｎ的互异素因子ꎬα１ꎬα２ꎬ􀆺ꎬα４ｔ＋１是正整数.

２　 定理证明

我们只需证明定理在 ｔ≥２情形下成立. 设 ｍ ＝ ２ｋｍ１ꎬ其中 ｋ 是非负整数ꎬｍ１ 是奇数ꎬ且 φ 是 Ｅｕｌｅｒ’ｓ
ｔｏｔｉｅｎｔ 函数ꎬ我们将考虑下列形式的整数 ｎ:

—６２—
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ｎ＝ ２ｕ＋ｐｓ１＋ｐｓ２＋􀆺＋ｐｓ４ｔ－２＋ｐｓ４ｔ－１＋ｐ４ｔꎬ (１)
式中ꎬｐｉ 是素数(具体值将在后续给定)ꎬ

ｕ＝(ｋ＋２)φ(ｍ１)∏
４ｔ

ｉ ＝ １
(ｐｉ－１) 且 ｓ＝(２ｌ＋１) １

２４ｔ∏
４ｔ

ｉ ＝ １
(ｐｉ－１)ꎬｌ∈Ｚ＋ .

由 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ定理可知ꎬ存在素数 ｐ１ 使得 ｐ１≡－１(ｍｏｄ ２ｋ
＋２)ꎬｐ１≡１(ｍｏｄ ｍ１) .

由中国剩余定理和 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ定理可知ꎬ存在素数 ｐ２ 使得

ｐ２≡－１(ｍｏｄ ２ｋ
＋２)ꎬｐ２≡－１(ｍｏｄ ｍ１)ꎬｐ２≡１(ｍｏｄ ｐ１) .

由中国剩余定理和 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ定理可知ꎬ存在素数 ｐ３ 使得

ｐ３≡－１(ｍｏｄ ２ｋ
＋２)ꎬｐ３≡１(ｍｏｄ ｍ１)ꎬｐ３≡－１(ｍｏｄ ｐ１)ꎬｐ３≡１(ｍｏｄ ｐ２) .

由中国剩余定理和 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ定理可知ꎬ存在素数 ｐ４ 使得 ｐ４≡－１(ｍｏｄ ２ｋ
＋２)ꎬ

ｐ４≡－１(ｍｏｄ ｍ１)ꎬｐ４≡１(ｍｏｄ ｐ１)ꎬｐ４≡－１(ｍｏｄ ｐ２)ꎬｐ４≡１(ｍｏｄ ｐ３) .
对于 ｉ≥５ꎬ我们将根据 ｉ的奇偶性构造不同的同余方程选择 ｐｉ(注意到 ｐｉ 是逐步选取的) . 对于 ｊ≥３ꎬ

我们首先考虑 ｐ２ｊ－１(３≤ｊ≤２ｔ) . 由中国剩余定理和 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ定理可知存在素数 ｐ２ｊ－１使得

ｐ２ｊ－１≡－１(ｍｏｄ ２ｋ
＋２)ꎬ　 ｐ２ｊ－１≡１(ｍｏｄ ｍ１)ꎬ

ｐ２ｊ－１≡－１(ｍｏｄ ｐ１)ꎬ　 ｐ２ｊ－１≡１(ｍｏｄ ｐ２)ꎬ　 ｐ２ｊ－１≡－１(ｍｏｄ ｐ３)ꎬ　 ｐ２ｊ－１≡－１(ｍｏｄ ｐ４)ꎬ
ｐ２ｊ－１≡１(ｍｏｄ ｐ２ｓ－１)ꎬ　 ｐ２ｊ－１≡－１(ｍｏｄ ｐ２ｓ)ꎬ　 ( ｓ＝ ３ꎬ４ꎬ􀆺ꎬｊ－１) .

(若 ｊ＝ ３ꎬ省略最后一步)ꎬ而且ꎬ我们加上限制条件

ｐ５≡ｐ７≡１(ｍｏｄ ３)ꎬ　 ｐ２ｊ－１≡－１(ｍｏｄ ３)ꎬ　 ( ｊ＝ ５ꎬ６ꎬ􀆺ꎬ２ｔ) . (２)
接着我们继续考虑 ｐ２ｊ(３≤ｊ≤２ｔ－１) . 由中国剩余定理和 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ定理可知存在素数 ｐ２ｊ使得

ｐ２ｊ≡－１(ｍｏｄ ２ｋ
＋２)ꎬ　 ｐ２ｊ≡－１(ｍｏｄ ｍ１)ꎬ

ｐ２ｊ≡１(ｍｏｄ ｐ１)ꎬ　 ｐ２ｊ≡－１(ｍｏｄ ｐ２)ꎬ　 ｐ２ｊ≡１(ｍｏｄ ｐ３)ꎬ　 ｐ２ｊ≡１(ｍｏｄ ｐ４)ꎬ
且 ｐ２ｊ≡－１(ｍｏｄ ｐ２ｓ－１)ꎬ　 ｐ２ｊ≡１(ｍｏｄ ｐ２ｓ)ꎬ　 ( ｓ＝ ３ꎬ４ꎬ􀆺ꎬｊ－１)ꎬ　 ｐ２ｊ≡－１(ｍｏｄ ｐ２ｊ－１) .
接下来我们仅需考虑 ｐ４ｔ的选取. 由中国剩余定理和 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ定理可知ꎬ存在素数 ｐ４ｔ使得

ｐ４ｔ≡４ｔ－１(ｍｏｄ ２ｋ
＋２)ꎬ　 ｐ４ｔ≡－２(ｍｏｄ ｍ１)ꎬ

ｐ４ｔ≡－１(ｍｏｄ ｐ１)ꎬ　 ｐ４ｔ≡－１(ｍｏｄ ｐ２)ꎬ　 ｐ４ｔ≡－１(ｍｏｄ ｐ３)ꎬ　 ｐ４ｔ≡１(ｍｏｄ ｐ４)ꎬ
ｐ４ｔ≡－３(ｍｏｄ ｐ２ｓ－１)ꎬ　 ｐ４ｔ≡１(ｍｏｄ ｐ２ｓ)ꎬ　 ( ｓ＝ ３ꎬ４ꎬ􀆺ꎬ２ｔ－１)ꎬ　 ｐ４ｔ≡－３(ｍｏｄ ｐ４ｔ－１) .

显然ꎬ我们可要求 ｐ４ｔ>ｐ４ｔ－１>􀆺ｐ２>ｐ１≥２ｋ
＋２>３.

因为 ｐ４ｔ≡４ｔ－１≡３(ｍｏｄ ４)且 ｐｉ≡３(ｍｏｄ ４)(１≤ｉ≤４ｔ－１)ꎬ我们可由二次互反律推得

ｐｉ
ｐ ｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ －

ｐ ｊ
ｐｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ 　 (１≤ｉ<ｊ≤４ｔ) . (３)

对于 １≤ｉ<ｊ≤４ｔꎬ注意到 ｐｉ
１
２ (ｐ ｊ－１)≡

ｐｉ
ｐ ｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷ (ｍｏｄ ｐ ｊ)ꎬ且 ｐｉ≡３(ｍｏｄ ４)ꎬ

１
２
(ｐｉ－１) ｜ ｓꎬ我们可知 ｓ 是奇数且

ｐｓｉ≡
ｐｉ
ｐ ｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷ (ｍｏｄ ｐ ｊ)ꎬ　 (１≤ｉ<ｊ≤４ｔ) .

因此ꎬ对于每个形如(１)的正整数 ｎꎬ我们可由(３)和 ｐｉ 的构造推得

ｎ≡０＋(－１) ｓ＋(－１) ｓ＋􀆺＋(－１) ｓ＋(４ｔ－１)≡０(ｍｏｄ ２ｋ＋２)ꎬ
ｎ≡１＋１ｓ＋(－１) ｓ＋􀆺＋１ｓ＋(－１) ｓ＋１ｓ＋(－２)≡０(ｍｏｄ ｍ１)ꎬ

ｎ≡１＋０＋１ｓ＋(－１) ｓ＋１ｓ＋(－１) ｓ＋􀆺＋１ｓ＋(－１) ｓ＋(－１)≡０(ｍｏｄ ｐ１)ꎬ

ｎ≡１＋
ｐ１
ｐ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋０＋１ｓ＋(－１) ｓ＋􀆺＋１ｓ＋(－１) ｓ＋１ｓ＋(－１)≡０(ｍｏｄ ｐ２)ꎬ

ｎ≡１＋
ｐ１
ｐ３

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋
ｐ２
ｐ３

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋０＋１ｓ＋(－１) ｓ＋􀆺＋１ｓ＋(－１) ｓ＋(－１)≡０(ｍｏｄ ｐ３)ꎬ

ｎ≡１＋
ｐ１
ｐ４

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋
ｐ２
ｐ４

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋
ｐ３
ｐ４

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋０＋(－１) ｓ＋１ｓ＋􀆺＋(－１) ｓ＋１ｓ＋(－１) ｓ＋１≡０(ｍｏｄ ｐ４) .

—７２—
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对于 ｊ≥３ꎬ首先考虑模 ｐ２ｊ－１(３≤ｊ≤２ｔ) . 我们可推得

ｎ≡１＋
ｐ１
ｐ２ｊ－１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋􀆺＋

ｐ２ｊ－２
ｐ２ｊ－１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋０＋(－１) ｓ＋１ｓ＋􀆺＋(－１) ｓ＋１ｓ＋(－３)≡０(ｍｏｄ ｐ２ｊ－１) .

接下来考虑模 ｐ２ｊ(３≤ｊ≤２ｔ－１) . 我们可推得

ｎ≡１＋
ｐ１
ｐ２ｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋􀆺＋

ｐ２ｊ－１
ｐ２ｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋０＋(－１) ｓ＋１ｓ＋􀆺＋(－１) ｓ＋１≡０(ｍｏｄ ｐ２ｊ) .

最后ꎬ考虑模 ｐ４ｔꎬ我们由(３)和 ｐｉ 构造可推得

ｎ≡１＋
ｐ１
ｐ４ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋
ｐ２
ｐ４ｔ

æ

è
ç

ö
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ｐ４ｔ－２
ｐ４ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋
ｐ４ｔ－１
ｐ４ｔ
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è
ç

ö

ø
÷≡１＋１＋１＋１＋(－１)－

－３
ｐ５
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è
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ø
÷ ＋(－１)－

－３
ｐ７
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è
ç

ö

ø
÷ ＋􀆺＋(－１)－

－３
ｐ４ｔ－３
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è
ç
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式中最后一步同余由(２)推得.
由上可得:

ｎ＝ ２ｕ＋ｐｓ１＋􀆺＋ｐｓ４ｔ－２＋ｐｓ４ｔ－１＋ｐ４ｔ且 ４ｍｐ１ｐ２􀆺ｐ４ｔ－１ｐ４ｔ ＝ ２ｋ
＋２ｍ１ｐ１ｐ２􀆺ｐ４ｔ－１ｐ４ｔ ｜ ｎ.

定理 １证毕.
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