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基于区间数据 Ｌｉｎｄｌｅｙ 分布的参数估计

龙　 兵

(荆楚理工学院数理学院ꎬ湖北 荆门 ４４８０００)

[摘要] 　 首先在区间数据下用极大似然法求 Ｌｉｎｄｌｅｙ分布中未知参数的估计ꎬ然而并不能得到参数的显示表达

式ꎻ其次提出用 ＥＭ算法可以很方便地求出参数估计且该估计具有良好的收敛性ꎻ最后通过随机模拟来说明用

ＥＭ算法求 Ｌｉｎｄｌｅｙ分布中未知参数的估计是切实可行的.
[关键词] 　 Ｌｉｎｄｌｅｙ分布ꎬ区间数据ꎬＥＭ算法ꎬ极大似然法
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Ｎｏｔｅ ｐｊ ＝Ｐ(Ｘ∈[Ｔｊ－１ꎬＴｊ))＝ １＋
θ
θ＋１
Ｔｊ－１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ－θＴｊ－１－ １＋ θ

θ＋１
Ｔｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ－θＴｊ .

Ａｆｔｅｒ ｉｇｎｏｒｉｎｇ ｔｈｅ ｃｏｎｓｔａｎｔꎬｔｈｅ ｌｉｋｅｌｉｈｏｏｄ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｉｓ

Ｌ＝∏
ｋ

ｊ ＝ １
ｐｎｊｊ ꎬ

ｌｏｇＬ＝∑
ｋ

ｊ ＝ １
ｎｊ ｌｏｇｐｊ ＝∑

ｋ

ｊ ＝ １
ｎｊ ｌｏｇ １＋ θ

θ＋１
Ｔｊ－１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ－θＴｊ－１－ １＋ θ

θ＋１
Ｔｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ－θＴｊé

ë
êê

ù

û
úú ꎬ

∂ｌｏｇＬ
∂θ
＝∑

ｋ

ｊ ＝ １
ｎｊ

(θ＋１) －２Ｔｊ－１ｅ
－θＴｊ－１－(θ＋１) －２Ｔｊｅ

－θＴｊ－Ｔｊ－１(１＋Ｔｊ－１－
１
θ＋１
Ｔｊ－１)ｅ

－θＴｊ－１＋Ｔｊ(１＋Ｔｊ－
１
θ＋１
Ｔｊ)ｅ

－θＴｊ

１＋ θ
θ＋１
Ｔｊ－１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ－θＴｊ－１－ １＋ θ

θ＋１
Ｔｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ－θＴｊ

.

Ｌｅｔ ∂ｌｏｇＬ
∂θ
＝０ꎬｗｅ ｃａｎ ｏｂｔａｉｎ

∑
ｋ

ｊ ＝ １
ｎｊ

(θ＋１) －２Ｔｊ－１ｅ
－θＴｊ－１－(θ＋１) －２Ｔｊｅ

－θＴｊ－Ｔｊ－１(１＋Ｔｊ－１－
１
θ＋１
Ｔｊ－１)ｅ

－θＴｊ－１＋Ｔｊ(１＋Ｔｊ－
１
θ＋１
Ｔｊ)ｅ

－θＴｊ

１＋ θ
θ＋１
Ｔｊ－１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ－θＴｊ－１－ １＋ θ

θ＋１
Ｔｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ－θＴｊ

＝０.

Ｏｂｖｉｏｕｓｌｙꎬｅｘｐｌｉｃｉｔ ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒ θ ｃａｎｎｏｔ ｂｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｙ ｓｏｌｖｉｎｇ ｔｈｅ ａｂｏｖｅ ｅｑｕａｔｉｏｎ. Ｉｎ ａｄｄｉ￣
ｔｉｏｎꎬｉｔ ｉｓ ａｌｓｏ ｄｉｆｆｉｃｕｌｔ ｔｏ ｐｒｏｖｅ ｕｎｉｑｕｅｎｅｓｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｉｎ ｔｈｅ ａｂｏｖｅ ｅｑｕａｔｉｏｎ. Ｉｎ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇꎬｗｅ ｔｒｙ ｔｏ ｕｓｅ ｔｈｅ
ＥＭ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｔｏ ｄｅａｌ ｗｉｔｈ ｔｈｉｓ ｐｒｏｂｌｅｍ.

２　 Ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ Ｐａｒａｍｅｔｅｒ Ｕｓｉｎｇ ＥＭ Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ
Ｌｅｔ Ｘ１ꎬＸ２ꎬ􀆺ꎬＸｎ ｂｅ ａｎ ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ａｎｄ ｉｄｅｎｔｉｃａｌｌｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ｓａｍｐｌｅ ｉｎ Ｌｉｎｄｌｅｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ(２) . Ｔｈｅｙ ｆａｌｌ

ｉｎｔｏ ｔｈｅ ｉｎｔｅｒｖａｌ [Ｔｊ－１ꎬＴｊ)ꎬａｎｄ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｆａｉｌｕｒｅ ｓａｍｐｌｅｓ ｆａｌｌｉｎｇ ｉｎ ｔｈｅ ｉｎｔｅｒｖａｌ [Ｔｊ－１ꎬＴｊ) ｉｓ ｎｊꎬｊ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｋꎬ
Ｔ０ ＝０<Ｔ１<􀆺<Ｔｋ－１<Ｔｋ ＝＋∞ .

Ｓｉｇｎ ａｌｌ ｔｈｅ ｒａｎｄｏｍ ｖａｒｉａｂｌｅｓ ｆｏｒ Ｘꎬｔｈｅ ｏｂｓｅｒｖａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｆｏｒ ＹꎬＸｊｈ ｉｓ ａ ｒａｎｄｏｍ ｖａｒｉａｂｌｅ ｆａｌｌｉｎｇ ｉｎｔｏ ｔｈｅ ｉｎｔｅｒ￣
ｖａｌ [Ｔｊ－１ꎬＴｊ) .

Ｔｈｅ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎａｌ ｄｅｎｓｉｔｙ ｏｆ Ｘｊｈ ｉｓ

ｆ ｊ(ｔ ｜θ( ｉ)ꎬＹ)＝

(θ( ｉ))２

θ( ｉ) ＋１
(１＋ｔ)ｅ－θ( ｉ)ｔ

∫ ＴｊＴｊ－１
(θ( ｉ))２

θ( ｉ) ＋１
(１＋ｔ)ｅ－θ( ｉ)ｔｄｔ

＝

(θ( ｉ))２

θ( ｉ) ＋１
(１＋ｔ)ｅ－θ( ｉ)ｔ

１＋ θ
( ｉ)

θ( ｉ) ＋１
Ｔｊ－１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ－θ( ｉ)Ｔｊ－１－ １＋

θ( ｉ)

θ( ｉ) ＋１
Ｔｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ－θ( ｉ)Ｔｊ

. (３)
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龙　 兵:基于区间数据 Ｌｉｎｄｌｅｙ分布的参数估计

Ｅ ｓｔｅｐ:ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ ｔｈｅ ｄｅｎｓｉｔｙ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｏｆ Ｌｉｎｄｌｅｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎꎬｉｔ ｃａｎ ｂｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ:

ｌｏｇｆ(θ ｜Ｘ)＝ ∑
ｋ

ｊ ＝ １
ｎｊ[２ｌｏｇθ－ｌｏｇ(θ＋１)＋ｌｏｇ(１＋Ｘｊｈ)－θＸｊｈ]ꎬ

ｈ(θ ｜θ( ｉ)ꎬＹ)≜Ｅ[ｌｏｇｆ(θ ｜Ｘ) ｜θ( ｉ)ꎬＹ] ＝２ｎｌｏｇθ－ｎｌｏｇ(θ＋１)＋∑
ｋ

ｊ ＝ １
ｎｊＥ[ｌｏｇ(１＋Ｘｊｈ)]－θ∑

ｋ

ｊ ＝ １
ｎｊＥ(Ｘｊｈ)＝

２ｎｌｏｇθ－ｎｌｏｇ(θ＋１)＋∑
ｋ

ｊ ＝ １
ｎｊ ∫ ＴｊＴｊ－１ｌｏｇ(１＋ｔ)ｆ ｊ(ｔ ｜θ

( ｉ)ꎬＹ)ｄｔ－θ∑
ｋ

ｊ ＝ １
ｎｊ ∫ ＴｊＴｊ－１ｔｆ ｊ(ｔ ｜θ

( ｉ)ꎬＹ)ｄｔ.

Ｍ ｓｔｅｐ:Ｆｉｎｄｉｎｇ ｐａｒｔｉａｌ ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ ｆｏｒ ｈ(θ ｜θ( ｉ)ꎬＹ) ｏｎ ｔｈｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒ θ.
∂ｈ
∂θ
＝２ｎ
θ
－ ｎ
θ＋１
－∑

ｋ

ｊ ＝ １
ｎｊ ∫ ＴｊＴｊ－１ｔｆ ｊ(ｔ ｜θ

( ｉ)ꎬＹ)ｄｔ.

Ｌｅｔ ∂ｈ
∂θ
＝０ꎬｗｅ ｃａｎ ｏｂｔａｉｎ

２ｎ
θ
－ ｎ
θ＋１
＝∑

ｋ

ｊ ＝ １
ｎｊ ∫ ＴｊＴｊ－１ｔｆ ｊ(ｔ ｜θ

( ｉ)ꎬＹ)ｄｔ.

Ｔａｋｉｎｇ θ＝θ( ｉ＋１) ｏｎ ｔｈｅ ｌｅｆｔ ｓｉｄｅ ｏｆ ｔｈｅ ａｂｏｖｅ ｅｑｕａｔｉｏｎꎬｔｈｅｎ ｏｂｔａｉｎ
２ｎ
θ( ｉ＋１)

－ ｎ
θ( ｉ＋１) ＋１

＝∑
ｋ

ｊ ＝ １
ｎｊ ∫ ＴｊＴｊ－１ｔｆ ｊ(ｔ ｜θ

( ｉ)ꎬＹ)ｄｔ. (４)

Ｉｔ ｃａｎ ｂｅ ｐｒｏｖｅｄ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｌｅｆｔ ｓｉｄｅ ｏｆ ｔｈｅ ｅｑｕａｔｉｏｎ(４)ｉｓ ｍｏｎｏｔｏｎｅ ｄｅｃｒｅａｓｉｎｇꎬｓｏ ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｉｓ ｕｎｉｑｕｅ ｉｎ ｔｈｅ
ｃａｓｅ ｏｆ ｓｏｌｕｔｉｏｎ. Ｔｈｕｓꎬｔｈｅ ｉｔｅｒａｔｉｖｅ ｐｒｏｃｅｓｓ ｉｓ ｃｏｍｐｌｅｔｅｄ ｆｒｏｍ θ( ｉ) ｔｏ θ( ｉ＋１) . Ｇｉｖｅｎ ｔｈｅ ｉｎｉｔｉａｌ ｖａｌｕｅꎬｔｈｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒ θ
ｃａｎ ｂｅ ｅｓｔｉｍａｔｅｄ ｂｙ ｒｅｐｅａｔｅｄｌｙ ｕｓｉｎｇ(４) .

Ｔｈｅ ｂｉｇｇｅｓｔ ａｄｖａｎｔａｇｅ ｏｆ ＥＭ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｉｓ ｓｉｍｐｌｅ ａｎｄ ｓｔａｂｌｅ. Ｉｔｓ ｍａｉｎ ｐｕｒｐｏｓｅ ｉｓ ｔｏ ｐｒｏｖｉｄｅ ａ ｓｉｍｐｌｅ ｉｔｅｒａｔｉｖｅ
ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｔｏ ｃａｌｃｕｌａｔｅ ｔｈｅ ｐｏｓｔｅｒｉｏｒ ｍｏｄｅ. Ｔｈｅ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ＥＭ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｉｓ ｓｈｏｗｎ ｉｎ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｔｈｅｏｒｅｍ:

Ｔｈｅｏｒｅｍ １　 Ａｆｔｅｒ ｅａｃｈ ｉｔｅｒａｔｉｏｎꎬｔｈｅ ＥＭ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｉｍｐｒｏｖｅｓ ｔｈｅ ｖａｌｕｅ ｏｆ ｔｈｅ ｐｏｓｔｅｒｉｏｒ ｄｅｎｓｉｔｙ ｆｕｎｃｔｉｏｎꎬｔｈａｔ ｉｓ
ｆ(θ( ｉ＋１) ｜Ｙ)≥ｆ(θ( ｉ) ｜Ｙ) .

Ｔｈｅｏｒｅｍ ２　 (１)Ｉｆ ｆ(θ ｜Ｙ)ｈａｓ ａｎ ｕｐｐｅｒ ｂｏｕｎｄꎬｔｈｅｎ Ｌ(θ( ｉ) ｜Ｙ)ｃｏｎｖｅｒｇｅｓ ｔｏ ｓｏｍｅ Ｌ􀅰ꎻ
(２)Ｉｆ ｈ(θ ｜φ)ｉｓ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｏｎ θ ａｎｄ φꎬｉｎ ｔｈｅ ｖｅｒｙ ｇｅｎｅｒａｌ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｏｎ Ｌꎬｔｈｅ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｖａｌｕｅ θ􀅰 ｏｆ ｔｈｅ

ｅｓｔｉｍａｔｅｄ ｓｅｑｕｅｎｃｅ θ( ｉ) ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ＥＭ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｉｓ ｔｈｅ ｓｔａｂｌｅ ｐｏｉｎｔ ｏｆ Ｌ.
Ｔｈｅ ｐｒｏｏｆ ｏｆ ２ ｔｈｅｏｒｅｍ ｉｓ ｓｈｏｗｎ ｉｎ ｌｉｔｅｒａｔｕｒｅ[１４] .

３　 Ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ
Ｕｓｉｎｇ ｒａｎｄｏｍ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｔｏ ｐｒｏｄｕｃｅ ｔｈｅ ｉｎｔｅｒｖａｌ ｓａｍｐｌｅｓ ｏｆ Ｌｉｎｄｌｅｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ(２)ꎬｔｈｅ ｓｐｅｃｉｆｉｃ ｓｔｅｐｓ ａｒｅ ａｓ

ｆｏｌｌｏｗｓ:
(Ⅰ)ａ ｓｉｍｐｌｅ ｒａｎｄｏｍ ｓａｍｐｌｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ Ｌｉｎｄｌｅｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒ θ＝０.４ ｉｓ ｇｅｎｅｒａｔｅｄꎻ
(Ⅱ)Ｔａｋｉｎｇ Ｔ０ ＝０ꎬＴ１ ＝２ꎬＴ２ ＝３ꎬＴ３ ＝４ꎬＴ４ ＝５ꎬＴ５ ＝６ꎬＴ６ ＝８ꎬＴ７ ＝１２ꎬＴ８ ＝＋∞ ꎬｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｆａｉｌｕｒｅ ｓａｍｐｌｅｓ ｉｎ

ｔｈｅ ｉｎｔｅｒｖａｌ [０ꎬ２)ꎬ[２ꎬ３)ꎬ[３ꎬ４)ꎬ[４ꎬ５)ꎬ[５ꎬ６)ꎬ[６ꎬ８)ꎬ[８ꎬ１２)ꎬ[１２ꎬ＋∞ )ｉｓ ｎ１ꎬｎ２ꎬｎ３ꎬｎ４ꎬｎ５ꎬｎ６ꎬｎ７ꎬｎ８ .
Ｉｎ ｔｈｉｓ ｗａｙꎬｔｈｅ ｓａｍｐｌｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ Ｌｉｎｄｌｅｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｉｓ ｐｒｏｄｕｃｅｄ.
Ｉｆ ａ ｉｎｔｅｒｖａｌ ｓａｍｐｌｅ ｗｉｔｈ ｃａｐａｃｉｔｙ ｏｆ ｎ ｉｓ ｇｅｎｅｒａｔｅｄ ｅａｃｈ ｔｉｍｅꎬｔｈｅ ｄｅｖｉａｔｉｏｎ ｃａｎ ｂｅ ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ. Ｔｈｅ ｉｎｉｔｉａｌ ｖａｌｕｅ

ｏｆ ｔｈｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｉｓ ｔａｋｅｎ ａｓ θ(０)＝ ０.２ꎬｔｈｅ ｅｓｔｉｍａｔｅｄ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ａｒｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｔｈｒｏｕｇｈ ４ ｉｔｅｒａｔｉｏｎｓꎬａｎｄ ４
ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ａｒｅ ｓｈｏｗｎ ｆｒｏｍ Ｔａｂｌｅ １ ｔｏ Ｔａｂｌｅ ４ ｆｏｒ ｅａｃｈ ｆｉｘｅｄ ｎ.

Ｔａｂｌｅ １　 Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｎ＝１ ０００

Ｉｔｅｒａｔｉｏｎ ｔｉｍｅｓ
Ｆｉｒｓｔ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ
θ^ ｄｅｖｉａｔｉｏｎ

Ｓｅｃｏｎｄ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ
θ^ ｄｅｖｉａｔｉｏｎ

Ｔｈｉｒｄ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ
θ^ ｄｅｖｉａｔｉｏｎ

Ｆｏｕｒｔｈ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ
θ^ ｄｅｖｉａｔｉｏｎ

１ ０.４０６ １ ０.０１５ ２ ０.３７６ ６ ０.０５８ ５ ０.３８１ ８ ０.０４５ ５ ０.３９５ １ ０.０１２ ３
２ ０.４２０ ４ ０.０５１ ０ ０.３９０ ７ ０.０２３ ３ ０.３９４ ９ ０.０１２ ８ ０.４０８ ７ ０.０２１ ８
３ ０.４２１ １ ０.０５２ ８ ０.３９１ ４ ０.０２１ ５ ０.３９５ ５ ０.０１１ ３ ０.４０９ ３ ０.０２３ ３
４ ０.４２１ １ ０.０５２ ８ ０.３９１ ５ ０.０２１ ３ ０.３９５ ６ ０.０１１ ０ ０.４０９ ３ ０.０２３ ３

ｍｅａｎ ｖａｌｕｅ ０.４１７ ２ ０.０４３ ０ ０.３８７ ６ ０.０３１ ２ ０.３９２ ０ ０.０２０ ２ ０.４０５ ６ ０.０２０ ２
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Ｔａｂｌｅ ２　 Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｎ＝５００

Ｉｔｅｒａｔｉｏｎ ｔｉｍｅｓ
Ｆｉｒｓｔ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ
θ^ ｄｅｖｉａｔｉｏｎ

Ｓｅｃｏｎｄ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ
θ^ ｄｅｖｉａｔｉｏｎ

Ｔｈｉｒｄ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ
θ^ ｄｅｖｉａｔｉｏｎ

Ｆｏｕｒｔｈ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ
θ^ ｄｅｖｉａｔｉｏｎ

１ ０.３９９ ７ ０.０００ ８ ０.３６４ １ ０.０８９ ８ ０.３６１ ４ ０.０９６ ５ ０.３７３ ５ ０.０６６ ３
２ ０.４１３ ６ ０.０３４ ０ ０.３７６ ８ ０.０５８ ０ ０.３７５ ４ ０.０６１ ５ ０.３８６ ４ ０.０３４ ０
３ ０.４１４ ３ ０.０３５ ８ ０.３７７ ４ ０.０５６ ５ ０.３７６ １ ０.０５９ ８ ０.３８７ ０ ０.０３２ ５
４ ０.４１４ ３ ０.０３５ ８ ０.３７７ ４ ０.０５６ ５ ０.３７６ ２ ０.０５９ ５ ０.３８７ ０ ０.０３２ ５

ｍｅａｎ ｖａｌｕｅ ０.４１０ ５ ０.０２６ ６ ０.３７３ ９ ０.０６５ ２ ０.３７２ ３ ０.０６９ ３ ０.３８３ ５ ０.０４１ ３

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｎ＝３００

Ｉｔｅｒａｔｉｏｎ ｔｉｍｅｓ
Ｆｉｒｓｔ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ
θ^ ｄｅｖｉａｔｉｏｎ

Ｓｅｃｏｎｄ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ
θ^ ｄｅｖｉａｔｉｏｎ

Ｔｈｉｒｄ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ
θ^ ｄｅｖｉａｔｉｏｎ

Ｆｏｕｒｔｈ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ
θ^ ｄｅｖｉａｔｉｏｎ

１ ０.３７２ ８ ０.０６８ ０ ０.３９３ １ ０.０１７ ３ ０.３９９ ４ ０.００１ ５ ０.３７０ ８ ０.０７３ ０
２ ０.３８９ ０ ０.０２７ ５ ０.４１１ ５ ０.０２８ ８ ０.４１５ ５ ０.０３８ ８ ０.３８４ ８ ０.０３８ ０
３ ０.３９０ ０ ０.０２５ ０ ０.４１２ ６ ０.０３１ ５ ０.４１６ ４ ０.０４１ ０ ０.３８５ ６ ０.０３６ ０
４ ０.３９０ ０ ０.０２５ ０ ０.４１２ ６ ０.０３１ ５ ０.４１６ ４ ０.０４１ ０ ０.３８５ ６ ０.０３６ ０

ｍｅａｎ ｖａｌｕｅ ０.３８５ ５ ０.０３６ ４ ０.４０７ ５ ０.０２７ ３ ０.４１２ ０ ０.０３０ ６ ０.３８１ ７ ０.０４５ ８

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｎ＝１００

Ｉｔｅｒａｔｉｏｎ ｔｉｍｅｓ
Ｆｉｒｓｔ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ
θ^ ｄｅｖｉａｔｉｏｎ

Ｓｅｃｏｎｄ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ
θ^ ｄｅｖｉａｔｉｏｎ

Ｔｈｉｒｄ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ
θ^ ｄｅｖｉａｔｉｏｎ

Ｆｏｕｒｔｈ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ
θ^ ｄｅｖｉａｔｉｏｎ

１ ０.３７３ ３ ０.０６６ ８ ０.３８６ ３ ０.０３４ ３ ０.３６２ ０ ０.０９５ ０ ０.３６７ ９ ０.０８０ ３
２ ０.３８４ ８ ０.０３８ ０ ０.４０１ ３ ０.００３ ３ ０.３７８ ５ ０.０５３ ８ ０.３８１ ０ ０.０４７ ５
３ ０.３８５ ４ ０.０３６ ５ ０.４０２ ０ ０.００５ ０ ０.３７９ ６ ０.０５１ ０ ０.３８１ ７ ０.０４５ ８
４ ０.３８５ ４ ０.０３６ ５ ０.４０２ １ ０.００５ ３ ０.３７９ ６ ０.０５１ ０ ０.３８１ ７ ０.０４５ ８

ｍｅａｎ ｖａｌｕｅ ０.３８２ ２ ０.０４４ ５ ０.３９７ ９ ０.０１２ ０ ０.３７４ ９ ０.０６２ ７ ０.３７８ １ ０.０５４ ９

　 　 Ｉｔ ｃａｎ ｂｅ ｓｅｅｎ ｔｈａｔ ａ ｓａｔｉｓｆａｃｔｏｒｙ ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒ θ ａｆｔｅｒ ４ ｉｔｅｒａｔｉｏｎｓ. Ｗｈｅｔｈｅｒ ｔｈｅ ｓａｍｐｌｅ ｓｉｚｅ ｉｓ
ｌａｒｇｅ ｏｒ ｓｍａｌｌꎬｆｏｒ ｔｈｅ ｉｎｔｅｒｖａｌ ｄａｔａ ｔｈａｔ ｆｏｌｌｏｗ Ｌｉｎｄｌｅｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎꎬｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒ θ ｃａｎ ｂｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ
ｆｒｏｍ ｔｈｅ ａｂｏｖｅ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｐｒｏｃｅｓｓ ｂｙ ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ ｉｔｅｒａｔｉｖｅ ｆｏｒｍｕｌａ(４) . Ａｎｄ ｔｈｅ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｓｐｅｅｄ ｉｓ ｆａｓｔｅｒ. Ａ ｂｅｔｔｅｒ
ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ ａｆｔｅｒ ４ ｉｔｅｒａｔｉｏｎｓ ｃａｎ ｂｅ ｏｂｔａｉｎｅｄꎬａｎｄ ｔｈｅ ｅｓｔｉｍａｔｅｄ ｖａｌｕｅ ｏｆ ｔｈｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｉｓ ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ｏｆ ｔｈｅ ｓｅｌｅｃ￣
ｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｉｎｉｔｉａｌ ｖａｌｕｅ.
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