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２ 类图的完美匹配数的分类递推求法
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[摘要] 　 首先ꎬ把图的完美匹配按关联某个顶点的边进行分类ꎬ求出每一类完美匹配数目的递推关系式.其次ꎬ
把各类完美匹配的递推式相加ꎬ得到一组有相互联系的递推关系式ꎬ再利用这些递推式之间的相互关联ꎬ消去那

些不需要的递推关系式ꎬ从而得到这个图的完美匹配数目的递推关系式.最后解出这个递推式的通解ꎬ进而得到

这个图的完美匹配数目的显式公式.
[关键词] 　 完美匹配ꎬ递推式关系ꎬ通解ꎬ显式公式
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图的完美匹配计数理论是近 ３０ 年来许多学者研究的图论热点问题之一[１－７] . 理论上讲ꎬ对于存在完

美匹配的图ꎬ把完美匹配按照关联某个顶点的边进行分类ꎬ求出每一类完美匹配数目ꎬ再把所有类求和就

可以得到这个图的所有完美匹配数.当这个图的顶点和边的数目较多时ꎬ这种方法就不是一个有效的方法

(即计算量不是该图边数或顶点数的多项式计算量ꎬ而是指数表达式计算量) .但是ꎬ对于一些特殊图ꎬ利用

这种思想ꎬ把这个图的所有完美匹配ꎬ按照饱和某个顶点的完美匹配分类ꎬ求出每一类完美匹配数目的递

推关系式ꎬ再把各类完美匹配的递推式相加ꎬ就得到一组有相互联系的递推关系式ꎬ利用这些递推式之间

的相互关联ꎬ消去那些不需要的递推关系式ꎬ从而得到这个图的完美匹配数目的递推关系式ꎬ最后求出这

个递推式的通解ꎬ进而就得到这个图的完美匹配数目的显式公式[８－１１] .

１　 基本概念

定义 １　 若图 Ｇ有一个 １－正则生成子图ꎬ则称这个生成子图为图 Ｇ的完美匹配.
定义 ２　 设图 Ｇ是一个有完美匹配的图ꎬ若图 Ｇ的两个完美匹配 Ｍ１ 和 Ｍ２ 中有一条边不同ꎬ则称 Ｍ１

和 Ｍ２ 是 Ｇ的两个不同的完美匹配.
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定义 ３　 连接 ４ 圈 ｕｉ１ｕｉ２ｕｉ３ｕｉ４ｕｉ１与 ｖｉ１ｖｉ２ｖｉ３ｖｉ４ｕｉ１的顶点 ｕｉ１与 ｖｉ１ꎬｕｉ２与 ｖｉ２ꎬｕｉ３与 ｖｉ３ꎬｕｉ４与 ｖｉ４得到的图记为

Ｔｉ６( ｉ＝ １ꎬ２ꎬꎬｎ) .给 Ｔｉ６ 与 Ｔｉ＋１６ 之间添加上边 ｕｉ３ｕｉ＋１ꎬ２ꎬｕｉ４ｕｉ＋１ꎬ１( ｉ＝ １ꎬ２ꎬꎬｎ－１)得到的图记为 ２－ｎＴ６ꎬ如图 １
所示.

图 １　 ２－ｎＴ６ 图

Ｆｉｇ １　 Ｆｉｇｕｒｅ ｏｆ ２－ｎＴ６

定义 ４　 设长为 ５ 的圈 ｕｉ１ｕｉ２ｕｉ３ｕｉ４ｕｉ５ｕｉ１的每个顶点与不在圈上 ｖｉ 连接得到的图称为轮ꎬ记为 Ｗｉ５( ｉ＝ １ꎬ
２ꎬꎬｎ) .给 Ｗｉ５ 与 Ｗｉ＋１５ 添加上边 ｕｉ３ｕｉ＋１ꎬ１ꎬｕｉ４ｕｉ＋１ꎬ５( ｉ＝ １ꎬ２ꎬꎬｎ－１)得到的图记为 ２－ｎＷ５ꎬ如图 ２ 所示.

图 ２　 ２－ｎＷ５ 图

Ｆｉｇ ２　 Ｆｉｇｕｒｅ ｏｆ ２－ｎＷ５

２　 主要结果

定理 １　 设图 ２－ｎＴ６ 的完美匹配数为 ｆ(ｎ)ꎬ则 ｆ(ｎ)＝ ９ｎ .
证明　 容易看出图 ２－ｎＴ６ 有完美匹配.求 ｆ(ｎ)的递推式.设图 ２－ｎＴ６ 的完美匹配集合为 Ｍꎬ按照 Ｍ中

元素饱和顶点 ｕ１１的情况可分 ３ 类:设 Ｍ中包含边 ｕ１１ｕ１２的完美匹配集合为 Ｍ１ꎬＭ 中包含边 ｕ１１ｕ１４的完美

匹配集合为 Ｍ２ꎬＭ中包含边 ｕ１１ｖ１１的完美匹配集合为 Ｍ３ꎬ则 Ｍｉ∩Ｍ ｊ ＝ϕ(１≤ｉ<ｊ≤３)ꎬＭ ＝Ｍ１∪Ｍ２∪Ｍ３ꎬ故
｜Ｍ ｜ ＝ ｜Ｍ１ ｜ ＋ ｜Ｍ２ ｜ ＋ ｜Ｍ３ ｜ .
Ｍ１ 可分 ３ 类. Ｍ１ 中包含边 ｕ１１ｕ１２ꎬｕ１３ｕ１４ꎬｖ１１ ｖ１２ꎬｖ１３ ｖ１４的完美匹配集合记为 Ｍ１

１ꎻＭ１ 中包含边 ｕ１１ ｕ１２ꎬ
ｖ１１ｖ１２ꎬｕ１３ｖ１３ꎬｕ１４ ｖ１４的完美匹配集合记为 Ｍ２

１ꎻＭ１ 中包含边 ｕ１１ｕ１２ꎬｕ１３ｕ１４ꎬｖ１２ ｖ１３ꎬｖ１１ ｖ１４的完美匹配集合记为

Ｍ３
１ . 则 Ｍｉ１∩Ｍ ｊ１ ＝ϕ(１≤ｉ<ｊ≤３)ꎬＭ１ ＝Ｍ１

１∪Ｍ２
１∪Ｍ３

１ꎬ故 ｜Ｍ１ ｜ ＝ ｜Ｍ１
１ ｜ ＋ ｜Ｍ２

１ ｜ ＋ ｜Ｍ３
１ ｜ .

由 ｆ(ｎ)的定义有ꎬ ｜Ｍ１
１ ｜ ＝ ｆ(ｎ－１)ꎬ ｜Ｍ２

１ ｜ ＝ ｆ(ｎ－１)ꎬ ｜Ｍ３
１ ｜ ＝ ｆ(ｎ－１)ꎬ故 ｜Ｍ１ ｜ ＝ ３ｆ(ｎ－１) .

Ｍ２ 可分 ３ 类. Ｍ２ 中包含边 ｕ１１ｕ１４ꎬｕ１２ｕ１３ꎬｖ１１ ｖ１４ꎬｖ１２ ｖ１３的完美匹配集合记为 Ｍ１
２ꎻＭ２ 中包含边 ｕ１１ ｕ１４ꎬ

ｕ１２ｕ１３ꎬｖ１１ｖ１２ꎬｖ１３ ｖ１４的完美匹配集合记为 Ｍ２
２ꎻＭ２ 中包含边 ｕ１１ｕ１４ꎬｖ１１ ｖ１４ꎬｕ１２ ｖ１２ꎬｕ１３ ｖ１３的完美匹配集合记为

Ｍ３
２ . 则 Ｍｉ１∩Ｍ ｊ１ ＝ϕ(１≤ｉ<ｊ≤３)ꎬＭ２ ＝Ｍ１

２∪Ｍ２
２∪Ｍ３

２ꎬ故 ｜Ｍ２ ｜ ＝ ｜Ｍ１
２ ｜ ＋ ｜Ｍ２

２ ｜ ＋ ｜Ｍ３
２ ｜ .

由 ｆ(ｎ)的定义知ꎬ ｜Ｍ１
２ ｜ ＝ ｆ(ｎ－１)ꎬ ｜Ｍ２

２ ｜ ＝ ｆ(ｎ－１)ꎬ ｜Ｍ３
２ ｜ ＝ ｆ(ｎ－１)ꎬ 故 ｜Ｍ２ ｜ ＝ ３ｆ(ｎ－１) .

Ｍ３ 可分 ３ 类. Ｍ３ 中包含边 ｕ１１ ｖ１１ꎬｕ１２ ｖ１２ꎬｕ１３ ｖ１３ꎬｕ１４ ｖ１４的完美匹配集合记为 Ｍ１
２ꎻＭ３ 中包含边 ｕ１１ ｖ１１ꎬ

ｕ１２ｖ１２ꎬｕ１３ｕ１４ꎬｖ１３ｖ１４的完美匹配集合记为 Ｍ２
２ꎻＭ３ 中包含边 ｕ１１ ｖ１１ꎬｕ１２ｕ１３ꎬｖ１２ ｖ１３ꎬｕ１４ ｖ１４的完美匹配集合记为

Ｍ３
２ . 则 Ｍｉ１∩Ｍ ｊ１ ＝ϕ(１≤ｉ<ｊ≤３)ꎬＭ３ ＝Ｍ１

３∪Ｍ２
３∪Ｍ３

３ꎬ故 ｜Ｍ３ ｜ ＝ ｜Ｍ１
３ ｜ ＋ ｜Ｍ２

３ ｜ ＋ ｜Ｍ３
３ ｜ .

由 ｆ(ｎ)的定义知ꎬ ｜Ｍ１
３ ｜ ＝ ｆ(ｎ－１)ꎬ ｜Ｍ２

３ ｜ ＝ ｆ(ｎ－１)ꎬ ｜Ｍ３
３ ｜ ＝ ｆ(ｎ－１)ꎬ 故 ｜Ｍ３ ｜ ＝ ３ｆ(ｎ－１) .

于是ꎬ ｜Ｍ ｜ ＝ ｜Ｍ１ ｜ ＋ ｜Ｍ２ ｜ ＋ ｜Ｍ３ ｜ ＝ ９ｆ(ｎ－１)ꎬ即 ｆ(ｎ)＝ ９ｆ(ｎ－１) .
故

—２—
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ｆ(ｎ)＝ ９ｎ－１ ｆ(１) (１)
由图 ３ 知ꎬｆ(１)＝ ９.

图 ３　 图 ２－１×Ｔ６ 所有完全匹配

Ｆｉｇ ３　 Ａｌｌ ｐｅｒｆｅｃｔ ｍａｔｃｈｉｎｇｓ ｏｆ ２－１×Ｔ６

由式(１)ꎬ得
ｆ(ｎ)＝ ９ｎ .

定理 ２　 设图 ２－ｎＷ５ 的完美匹配数为 ｇ(ｎ)ꎬ则

ｇ(ｎ)＝ ２＋ ２
４

(３＋２ ２ ) ｎ＋２
－ ２
４

(３－２ ２ ) ｎ .

证明　 容易看出图 ２－ｎＷ５ 有完美匹配.为了得到 ｇ(ｎ)的表达式ꎬ构造图 Ｇ 并求出它的完美匹配数的

递推式.把路 ｘｙ的端点 ｘ、ｙ分别与图 ２－ｎＷ５ 顶点 ｕ１１、ｕ１５连接一条边ꎬ得到的图记为 Ｇꎬ如图 ４ 所示.

图 ４　 Ｇ 图

Ｆｉｇ ４　 Ｆｉｇｕｒｅ ｏｆ Ｇ

容易看出图 Ｇ有完美匹配ꎬｈ(ｎ)表示图 Ｇ的完美匹配的数.设图 Ｇ完美匹配的集合为 Ｍꎬ图 Ｇ包含边

ｘｙꎬｘｕ１１的完美匹配集合分别为 Ｍ１、Ｍ２ꎬ则 Ｍ１∩Ｍ２ ＝ϕꎬＭ＝Ｍ１∪Ｍ２ꎬ故 ｈ(ｎ)＝ ｜Ｍ ｜ ＝ ｜Ｍ１ ｜ ＋ ｜Ｍ２ ｜ .
因为 ｘｙ∈Ｍ１ꎬ所以 ｘｕ１１、ｙｕ１５∉Ｍ１ꎬ故由 ｇ(ｎ)的定义知ꎬ ｜Ｍ１ ｜ ＝ｇ(ｎ) .

—３—
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Ｍ２ 可分两类.Ｍ２ 中包含边 ｘｕ１１、ｙｕ１５、ｕ１２ ｖ１ 的完美匹配集合记为 Ｍ１
２ꎻＭ２ 中包含边 ｘｕ１１、ｙｕ１５、ｕ１２ ｕ１３、

ｖ１ｕ１４的完美匹配集合记为 Ｍ２
２ . 则 Ｍ１

２∩Ｍ２
２ ＝ϕꎬＭ２ ＝Ｍ１

２∪Ｍ２
２ꎬ故 ｜Ｍ２ ｜ ＝ ｜Ｍ１

２ ｜ ＋ ｜Ｍ２
２ ｜ .

由 ｈ(ｎ)的定义知ꎬ ｜Ｍ１
２ ｜ ＝ｈ(ｎ－１)ꎻ由 ｇ(ｎ)的定义知ꎬ ｜Ｍ２

２ ｜ ＝ｇ(ｎ－１)ꎬ故 ｜Ｍ２ ｜ ＝ｇ(ｎ－１)＋ｈ(ｎ－１) .
故

ｈ(ｎ)＝ ｇ(ｎ)＋ｇ(ｎ－１)＋ｈ(ｎ－１) . (２)
再求 ｇ(ｎ)的递推式.设图 ２－ｎＷ５ 的完美匹配集合为 Ｍꎬ图 ２－ｎＷ５ 包含边 ｕ１１ｕ１２、ｕ１１ｖ１、ｕ１１ｕ１５的完美匹配

集合分别为 Ｍ１、Ｍ２、Ｍ３ꎬ则 Ｍｉ∩Ｍｊ ＝ϕ(１≤ｉ<ｊ≤≤３)ꎬＭ＝Ｍ１∪Ｍ２∪Ｍ３ꎬ故 ｇ(ｎ)＝ ｜Ｍ ｜ ＝ ｜Ｍ１ ｜ ＋ ｜Ｍ２ ｜ ＋ ｜Ｍ３ ｜ .
Ｍ１ 可分两类.Ｍ１ 中包含边 ｕ１１ｕ１２、ｖ１ｕ１５的完美匹配集合记为 Ｍ１

１ꎻＭ１ 中包含边 ｕ１１ｕ１２、ｖ１ｕ１３、ｕ１４ｕ１５的完

美匹配集合记为 Ｍ２
２ .则 Ｍ１

１∩Ｍ２
１ ＝ϕꎬＭ１ ＝Ｍ１

１∪Ｍ２
１ꎬ故 ｜Ｍ１ ｜ ＝ ｜Ｍ１

１ ｜ ＋ ｜Ｍ２
１ ｜ .

由 ｈ(ｎ)的定义知ꎬ ｜Ｍ１
１ ｜ ＝ｈ(ｎ－１)ꎻ由 ｇ(ｎ)的定义知ꎬ ｜Ｍ２

１ ｜ ＝ｇ(ｎ－１) .
因此ꎬ ｜Ｍ１ ｜ ＝ｇ(ｎ－１)＋ｈ(ｎ－１) .
因为 ｕ１１ｖ１∈Ｍ２ꎬ所以 ｕ１２ｕ１３、ｕ１４ｕ１５∈Ｍ２ꎬ故由 ｇ(ｎ)的定义知ꎬ ｜Ｍ２ ｜ ＝ｇ(ｎ－１) .
Ｍ３ 可分两类.Ｍ３ 中包含边 ｕ１１ｕ１５、ｖ１ｕ１２的完美匹配集合记为 Ｍ１

３ꎻＭ３ 中包含边 ｕ１１ｕ１５、ｖ１ｕ１４、ｕ１２ｕ１３的完

美匹配集合记为 Ｍ２
３ .则 Ｍ１

３∩Ｍ２
３ ＝ϕꎬＭ３ ＝Ｍ１

３∪Ｍ２
３ꎬ故 ｜Ｍ３ ｜ ＝ ｜Ｍ１

３ ｜ ＋ ｜Ｍ２
３ ｜ .

由 ｈ(ｎ)的定义知ꎬ ｜Ｍ１
３ ｜ ＝ｈ(ｎ－１)ꎻ由 ｇ(ｎ)的定义知ꎬ ｜Ｍ２

３ ｜ ＝ｇ(ｎ－１) .
因此ꎬ ｜Ｍ３ ｜ ＝ｇ(ｎ－１)＋ｈ(ｎ－１) .
综上所述ꎬ ｜Ｍ ｜ ＝ ３ｇ(ｎ－１)＋２ｈ(ｎ－１)ꎬ即

ｇ(ｎ)＝ ３ｇ(ｎ－１)＋２ｈ(ｎ－１)ꎬ (３)
由式(２)ꎬ得

ｈ(ｎ－１)＝ ｇ(ｎ－１)＋ｇ(ｎ－２)＋ｈ(ｎ－２)ꎬ (４)
把式(４)代入式(３)ꎬ得

ｇ(ｎ)＝ ５ｇ(ｎ－１)＋２ｇ(ｎ－２)＋２ｈ(ｎ－２)ꎬ (５)
由式(３)ꎬ得

ｇ(ｎ－１)＝ ３ｇ(ｎ－２)＋２ｈ(ｎ－２)ꎬ (６)
由式(５)和(６)消去 ｈ(ｎ－２)ꎬ得

ｇ(ｎ)＝ ６ｇ(ｎ－１)－ｇ(ｎ－２)ꎬ (７)
线性递推式(６)的特征方程为 ｘ２－６ｘ＋１＝ ０ꎬ
故线性递推式(６)的通解为

ｇ(ｎ)＝ ｃ１(３＋２ ２ ) ｎ＋ｃ２(３－２ ２ ) ｎꎬ
式中 ｃ１、ｃ２ 为待定常数.

图 ５　 图 ２－１×Ｗ５ 的所有完美匹配

Ｆｉｇ ５　 Ａｌｌ ｐｅｒｆｅｃｔ ｍａｔｃｈｉｎｇｓ ｏｆ ２－１×Ｗ５

由图 ５ 知ꎬｇ(１)＝ ５.
由图 ６ 知ꎬｇ(２)＝ ２９.

故由 ｇ(ｎ)＝ ｃ１(３＋２ ２ ) ｎ＋ｃ２(３－２ ２ ) ｎꎬｇ(１)＝ ５ 和 ｇ(２)＝ ２９ 解得

ｇ(ｎ)＝ ２＋ ２
４

(３＋２ ２ ) ｎ＋２
－ ２
４

(３－２ ２ ) ｎ .

—４—
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图 ６　 图 ２－２×Ｗ５ 的所有完美匹配

Ｆｉｇ ６　 Ａｌｌ ｐｅｒｆｅｃｔ ｍａｔｃｈｉｎｇｓ ｏｆ ２－２×Ｗ５
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