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半群的区间值 Ｑ－模糊双理想和内理想

王丰效ꎬ宋爱丽

(喀什大学数学与统计学院ꎬ新疆 喀什 ８４４０００)

[摘要] 　 模糊理想理论是半群的模糊理论的一个重要领域. 给定非空集 Ｑꎬ引入了半群的区间值 Ｑ－模糊双理想

和区间值 Ｑ－模糊内理想的概念ꎬ讨论了半群的区间值 Ｑ－模糊双(内)理想的相关性质. 分别给出了半群的区间

值 Ｑ－模糊双(内)理想与模糊双(内)理想以及区间值模糊双(内)理想的关系. 证明了半群的区间值 Ｑ－模糊双

(内)理想的交和直积仍然是区间值 Ｑ－模糊双(内)理想.
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作为模糊集的推广ꎬ区间值模糊集、直觉模糊集、双极值模糊集等概念被提出ꎬ并被广泛应用于各类代

数系统ꎬ取得了大量的研究成果[１－５] . Ｋｕｒｏｋｉ 将模糊集的概念应用于半群ꎬ提出了模糊半群的概念ꎬ并讨论

了半群的各类模糊理想[６] . ２００１ 年ꎬＪｕｎ[７]等给出了 ＢＣＩ－代数的 Ω－模糊理想的概念ꎬ研究了它的相关性

质. 文献[８－９]分别讨论了 ＢＣＨ－代数的 Ω－模糊点 Ｈ－理想的性质ꎬＢＣＫ－代数的概念 Ω－模糊正定关联理

想. 文献[１０]引入了半群的 Ω－模糊子半群的概念ꎬ得到了它的相关性质. 本文将 Ω－模糊集与区间值模糊

集相结合ꎬ给出了半群的区间值 Ｑ－模糊双理想和区间值 Ｑ－模糊内理想的概念ꎬ讨论了区间值 Ｑ－模糊双

理想和内理想的相关特征.

１　 预备知识

为了讨论方便ꎬ先给出一些相关的概念及主要结果.
非空集合的区间值模糊集被定义为 Ａ＝[ＡＬꎬＡＵ]ꎬ其中 ＡＬ 和 ＡＵ 分别是 Ｘ 上的模糊集ꎬ并且对于任意

ｘ∈Ｘꎬ有 ＡＬ(ｘ)≤ＡＵ(ｘ)ꎬＡ＝[ＡＬꎬＡＵ]是[０ꎬ１]的一个闭子区间.
若 Ｄ[０ꎬ１]表示区间[０ꎬ１]的闭子区间的全体ꎬ对于任意 Ｄ１ ＝[ａ１ꎬｂ１]∈Ｄ[０ꎬ１]ꎬＤ２ ＝ [ａ２ꎬｂ２]∈Ｄ[０ꎬ

１]ꎬ规定 Ｄ１≥Ｄ２⇔ａ１≥ａ２ꎬｂ１≥ｂ２ꎬＤ１ ＝Ｄ２⇔ａ１ ＝ ａ２ꎬｂ１ ＝ ｂ２ . 定义 Ｄ１ 与 Ｄ２ 的加细极小(记为 γｍｉｎ)和加细极

大(记为 γｍａｘ)
γｍｉｎ(Ｄ１ꎬＤ２)＝ [ａ１∧ａ２ꎬｂ１∧ｂ２]ꎬγｍａｘ(Ｄ１ꎬＤ２)＝ [ａ１∨ａ２ꎬｂ１∨ｂ２] .

定义 １[５] 　 假设(Ｓꎬ􀅰)为一个半群ꎬＡ ＝ [ＡＬꎬＡＵ]是 Ｓ 上的区间值模糊集ꎬ如果对于任意 ｘꎬｙ∈Ｓ 有
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Ａ(ｘｙ)≥γｍｉｎ(Ａ(ｘ)ꎬＡ(ｙ))ꎬ则称 Ａ＝[ＡＬꎬＡＵ]为半群 Ｓ的区间值模糊子半群.
定义 ２[５] 　 如果 Ａ为半群 Ｓ的区间值模糊子半群ꎬ称 Ａ为半群 Ｓ的区间值模糊双理想ꎬ如果对任意 ｘꎬ

ｙꎬｚ∈Ｓ有ꎬＡ(ｘｙ)≥γｍｉｎ(Ａ(ｘ)ꎬＡ(ｙ))ꎬＡ(ｘｙｚ)≥γｍｉｎ(Ａ(ｘ)ꎬＡ( ｚ)) . 称 Ａ为半群 Ｓ的区间值模糊内理想ꎬ如
果对任意 ｘꎬｙꎬｚ∈Ｓ有ꎬＡ(ｘｙ)≥γｍｉｎ(Ａ(ｘ)ꎬＡ(ｙ))ꎬＡ(ｘｙｚ)≥Ａ(ｙ) .

假设 Ｑ表示一个非空给定集合ꎬＳ为半群ꎬ称 μ:Ｓ×Ｑ→[０ꎬ１]为 Ｓ的 Ｑ－模糊集.
定义 ３[１０] 　 假设(Ｓꎬ􀅰)为一个半群ꎬμ为 Ｓ 的 Ｑ－模糊集. 称 μ 为 Ｓ 的 Ｑ－模糊子半群ꎬ如果对任意的

ｘꎬｙ∈Ｓꎬｑ∈Ｑ有 μ(ｘｙꎬｑ)≥μ(ｘꎬｑ)∧μ(ｙꎬｑ) .
定义 ４[１０] 　 假设 μ为半群 Ｓ的 Ｑ－模糊子半群ꎬ称 μ为 Ｓ的 Ｑ－模糊双理想ꎬ如果对任意的 ｘꎬｙꎬｚ∈Ｓꎬ

ｑ∈Ｑ 有 μ( ｘｙｚꎬｑ)≥μ( ｘꎬｑ)∧μ( ｚꎬｑ) . 称 μ 为 Ｓ 的 Ｑ－模糊内理想ꎬ如果对任意的 ｘꎬｙꎬｚ∈Ｓꎬｑ∈Ｑ 有

μ(ｘｙｚꎬｑ)≥μ(ｙꎬｑ) .

２　 主要结果

定义 ５　 假设 Ｑ表示一个非空给定集合ꎬＳ为半群. Ａ＝[μＡꎬνＡ]是 Ｓ上的区间值模糊集ꎬ如果 μＡ 和 νＡ
都是 Ｓ×Ω上的 Ｑ－模糊集ꎬ则称 Ａ＝[μＡꎬνＡ]为 Ｓ的区间值 Ｑ－模糊集.

定义 ６　 假设(Ｓꎬ􀅰)为一个半群ꎬＡ ＝ [μＡꎬνＡ]为 Ｓ 的区间值 Ｑ－模糊集. 如果对任意的 ｘꎬｙꎬｚ∈Ｓꎬ
ｑ∈Ｑ有　

(１)Ａ(ｘｙꎬｑ)≥γｍｉｎ(Ａ(ｘꎬｑ)ꎬＡ(ｙꎬｑ))ꎬ(２)Ａ(ｘｙｚꎬｑ)≥γｍｉｎ(Ａ(ｘꎬｑ)ꎬＡ( ｚꎬｑ)) .
则称 Ａ为 Ｓ的区间值 Ｑ－模糊双理想.
定义 ７　 假设(Ｓꎬ􀅰)为一个半群ꎬＡ ＝ [μＡꎬνＡ]为 Ｓ 的区间值 Ｑ－模糊集. 如果对任意的 ｘꎬｙꎬｚ∈Ｓꎬ

ｑ∈Ｑ有　
(１)Ａ(ｘｙꎬｑ)≥γｍｉｎ(Ａ(ｘꎬｑ)ꎬＡ(ｙꎬｑ))ꎬ(２)Ａ(ｘｙｚꎬｑ)≥Ａ(ｙꎬｑ) .

则称 Ａ为 Ｓ的区间值 Ｑ－模糊内理想.
表 １　 半群 Ｓ 的运算表

Ｔａｂｌｅ １　 Ｏｐｅｒａｔｉｏｎａｌ ｔａｂｌｅ ｏｆ Ｓ

ａ ｂ ｃ
ａ ａ ａ ａ
ｂ ｂ ｂ ｂ
ｃ ｃ ｃ ｃ

　 　 例 １　 设 Ｓ＝{ａꎬｂꎬｃ}ꎬＳ上的二元运算如表 １. 则(Ｓꎬ􀅰)是半群ꎬ
假设 Ｑ＝{ｑ１ꎬｑ２}ꎬ定义 Ｓ的区间值 Ｑ－模糊集 Ａ为

Ａ(ａꎬｑ１)＝ [０.７ꎬ０.８]ꎬＡ(ｂꎬｑ１)＝ [０.６ꎬ０.７]ꎬＡ(ｃꎬｑ１)＝ [０.１ꎬ０.２]ꎬ
Ａ(ａꎬｑ２)＝ [０.４ꎬ０.５]ꎬＡ(ｂꎬｑ２)＝ [０.５ꎬ０.６]ꎬＡ(ｃꎬｑ２)＝ [０.０ꎬ０.１]ꎬ

由定义可以验证 Ａ为 Ｓ的区间值 Ｑ－模糊双理想.
定义 Ｓ的区间值 Ｑ－模糊集 Ｂ为

Ｂ(ａꎬｑ１)＝ [０.７ꎬ０.８]ꎬＢ(ｂꎬｑ１)＝ [０.６ꎬ０.７]ꎬＢ(ｃꎬｑ１)＝ [０.７ꎬ０.８]ꎬ
Ｂ(ａꎬｑ２)＝ [０.４ꎬ０.５]ꎬＢ(ｂꎬｑ２)＝ [０.７ꎬ０.８]ꎬＢ(ｃꎬｑ２)＝ [０.３ꎬ０.４]ꎬ

由定义可以验证 Ｂ为 Ｓ的区间值 Ｑ－模糊内理想.
对任意的 θꎬ记 Ａ＋θ＝[μＡ＋θꎬνＡ＋θ]⊂Ｄ[０ꎬ１] . 如果 Ａ＝[μＡꎬνＡ]为 Ｓ的区间值 Ｑ－模糊集ꎬ则 Ａ＋θ也是

Ｓ的区间值 Ｑ－模糊集. 由定义 ６ 和定义 ７ 可得定理 １.
定理 １　 设 Ａ＝[μＡꎬνＡ]为 Ｓ的区间值 Ｑ－模糊双理想(内理想)ꎬ则 Ａ＋θ也是 Ｓ 的区间值 Ｑ－模糊双理

想(内理想) .
定理 ２　 设 Ａ为 Ｓ的区间值 Ｑ－模糊集ꎬ则 Ａ为 Ｓ的区间值 Ｑ－模糊双理想当且仅当 μＡ 和 νＡ 都是 Ｓ的

Ｑ－模糊双理想.
证明(必要性) 　 设 Ａ 为 Ｓ 的区间值 Ｑ－模糊双理想ꎬ则对任意的 ｘꎬｙꎬ ｚ∈Ｓꎬｑ∈Ω 有 Ａ( ｘｙꎬｑ)≥

γｍｉｎ(Ａ(ｘꎬｑ)ꎬＡ(ｙꎬｑ))ꎬＡ(ｘｙｚꎬｑ)≥γｍｉｎ(Ａ(ｘꎬｑ)ꎬＡ( ｚꎬｑ)) .
即:

[μＡ(ｘｙꎬｑ)ꎬνＡ(ｘｙꎬｑ)] ＝[μＡꎬνＡ](ｘｙꎬｑ)≥γｍｉｎ([μＡ(ｘꎬｑ)ꎬνＡ(ｘꎬｑ)]ꎬ[μＡ(ｙꎬｑ)ꎬνＡ(ｙꎬｑ)])＝
[μＡ(ｘꎬｑ)∧μＡ(ｙꎬｑ)ꎬνＡ(ｘꎬｑ)∧νＡ(ｙꎬｑ)] .

[μＡ(ｘｙｚꎬｑ)ꎬνＡ(ｘｙｚꎬｑ)] ＝[μＡꎬνＡ](ｘｙｚꎬｑ)≥γｍｉｎ([μＡ(ｘꎬｑ)ꎬνＡ(ｘꎬｑ)]ꎬ[μＡ( ｚꎬｑ)ꎬνＡ( ｚꎬｑ)])＝
[μＡ(ｘꎬｑ)∧μＡ( ｚꎬｑ)ꎬνＡ(ｘꎬｑ)∧νＡ( ｚꎬｑ)] .

因此 μＡ(ｘｙꎬｑ)≥μＡ(ｘꎬｑ)∧μＡ(ｙꎬｑ)ꎬμＡ(ｘｙｚꎬｑ)≥μＡ(ｘꎬｑ)∧μＡ( ｚꎬｑ)ꎬνＡ(ｘｙꎬｑ)≥νＡ(ｘꎬｑ)∧νＡ(ｙꎬｑ)ꎬ
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νＡ(ｘｙｚꎬｑ)≥νＡ(ｘꎬｑ)∧νＡ( ｚꎬｑ) .
故由定义 ３ 可得 μＡ 和 νＡ 都是 Ｓ的 Ｑ－模糊双理想.
(充分性)如果 μＡ 和 νＡ 都是 Ｓ的 Ｑ－模糊双理想ꎬ则对任意 ｘꎬｙꎬｚ∈Ｓꎬｑ∈Ω有

μＡ(ｘｙꎬｑ)≥μＡ(ｘꎬｑ)∧μＡ(ｙꎬｑ)ꎬμＡ(ｘｙｚꎬｑ)≥μＡ(ｘꎬｑ)∧μＡ( ｚꎬｑ)ꎬ
νＡ(ｘｙꎬｑ)≥νＡ(ｘꎬｑ)∧νＡ(ｙꎬｑ)ꎬνＡ(ｘｙｚꎬｑ)≥νＡ(ｘꎬｑ)∧νＡ( ｚꎬｑ)ꎬ

因此:
[μＡꎬνＡ](ｘｙꎬｑ)＝ [μＡ(ｘｙꎬｑ)ꎬνＡ(ｘｙꎬｑ)]≥[μＡ(ｘꎬｑ)∧μＡ(ｙꎬｑ)ꎬνＡ(ｘꎬｑ)∧νＡ(ｙꎬｑ)] ＝

γｍｉｎ([μＡ(ｘꎬｑ)ꎬνＡ(ｘꎬｑ)]ꎬ[μＡ(ｙꎬｑ)ꎬνＡ(ｙꎬｑ)]) .
[μＡꎬνＡ](ｘｙｚꎬｑ)＝ [μＡ(ｘｙｚꎬｑ)ꎬνＡ(ｘｙｚꎬｑ)]≥[μＡ(ｘꎬｑ)∧μＡ( ｚꎬｑ)ꎬνＡ(ｘꎬｑ)∧νＡ( ｚꎬｑ)] ＝

γｍｉｎ([μＡ(ｘꎬｑ)ꎬνＡ(ｘꎬｑ)]ꎬ[μＡ( ｚꎬｑ)ꎬνＡ( ｚꎬｑ)]) .
即 Ａ(ｘｙꎬｑ)≥γｍｉｎ(Ａ(ｘꎬｑ)ꎬＡ(ｙꎬｑ))ꎬＡ(ｘｙｚꎬｑ)≥γｍｉｎ(Ａ(ｘꎬｑ)ꎬＡ( ｚꎬｑ)) . 所以 Ａ＝[μＡꎬνＡ]为 Ｓ的区间

值 Ｑ－模糊双理想.
定理 ３　 设 Ａ为 Ｓ的区间值 Ｑ－模糊集ꎬ则 Ａ为 Ｓ的区间值 Ｑ－模糊内理想当且仅当 μＡ 和 νＡ 都是 Ｓ的

Ｑ－模糊内理想.
定理 ４　 设 Ａ和 Ｂ都是 Ｓ 的区间值 Ｑ－模糊双理想ꎬ则 Ａ∩Ｂ ＝ γｍｉｎ(ＡꎬＢ)是 Ｓ 的区间值 Ｑ－模糊双

理想.
证明　 由于 Ａ和 Ｂ都是 Ｓ的区间值 Ｑ－模糊双理想ꎬ故对任意 ｘꎬｙꎬｚ∈Ｓꎬｑ∈Ω有

Ａ(ｘｙꎬｑ)≥γｍｉｎ(Ａ(ｘꎬｑ)ꎬＡ(ｙꎬｑ))ꎬＢ(ｘｙꎬｑ)≥γｍｉｎ(Ｂ(ｘꎬｑ)ꎬＢ(ｙꎬｑ))ꎬ
Ａ(ｘｙｚꎬｑ)≥γｍｉｎ(Ａ(ｘꎬｑ)ꎬＡ( ｚꎬｑ))ꎬＢ(ｘｙｚꎬｑ)≥γｍｉｎ(Ｂ(ｘꎬｑ)ꎬＢ( ｚꎬｑ))ꎬ

从而

Ａ∩Ｂ(ｘｙꎬｑ)＝ γｍｉｎ(Ａ(ｘｙꎬｑ)ꎬＢ(ｘｙꎬｑ))≥γｍｉｎ(γｍｉｎ(Ａ(ｘꎬｑ)ꎬＡ(ｙꎬｑ))ꎬγｍｉｎ(Ｂ(ｘꎬｑ)ꎬＢ(ｙꎬｑ)))＝
γｍｉｎ(γｍｉｎ(Ａ(ｘꎬｑ)ꎬＢ(ｘꎬｑ))ꎬγｍｉｎ(Ａ(ｙꎬｑ)ꎬＢ(ｙꎬｑ)))＝ γｍｉｎ(Ａ∩Ｂ(ｘꎬｑ)ꎬＡ∩Ｂ(ｙꎬｑ)) .

Ａ∩Ｂ(ｘｙｚꎬｑ)＝ γｍｉｎ(Ａ(ｘｙｚꎬｑ)ꎬＢ(ｘｙｚꎬｑ))≥γｍｉｎ(γｍｉｎ(Ａ(ｘꎬｑ)ꎬＡ( ｚꎬｑ))ꎬγｍｉｎ(Ｂ(ｘꎬｑ)ꎬＢ( ｚꎬｑ)))＝
γｍｉｎ(γｍｉｎ(Ａ(ｘꎬｑ)ꎬＢ(ｘꎬｑ))ꎬγｍｉｎ(Ａ( ｚꎬｑ)ꎬＢ( ｚꎬｑ)))＝ γｍｉｎ(Ａ∩Ｂ(ｘꎬｑ)ꎬＡ∩Ｂ( ｚꎬｑ)) .

因此由定义 ６ 可知ꎬＡ∩Ｂ是 Ｓ的区间值 Ｑ－模糊双理想.
定理 ５　 设 Ａ和 Ｂ都是 Ｓ 的区间值 Ｑ－模糊内理想ꎬ则 Ａ∩Ｂ ＝ γｍｉｎ(ＡꎬＢ)是 Ｓ 的区间值 Ｑ－模糊内

理想.
证明　 由于 Ａ和 Ｂ都是 Ｓ的区间值 Ｑ－模糊内理想ꎬ故对任意 ｘꎬｙꎬｚ∈Ｓꎬｑ∈Ω有

Ａ(ｘｙꎬｑ)≥γｍｉｎ(Ａ(ｘꎬｑ)ꎬＡ(ｙꎬｑ))ꎬＢ(ｘｙꎬｑ)≥γｍｉｎ(Ｂ(ｘꎬｑ)ꎬＢ(ｙꎬｑ))Ａ(ｘｙｚꎬｑ)≥Ａ(ｙꎬｑ)ꎬＢ(ｘｙｚꎬｑ)≥Ｂ(ｙꎬｑ) .
从而

Ａ∩Ｂ(ｘｙꎬｑ)＝ γｍｉｎ(Ａ(ｘｙꎬｑ)ꎬＢ(ｘｙꎬｑ))＝ γｍｉｎ(Ａ∩Ｂ(ｘꎬｑ)ꎬＡ∩Ｂ(ｙꎬｑ))ꎬ　 　
Ａ∩Ｂ(ｘｙｚꎬｑ)＝ γｍｉｎ(Ａ(ｘｙｚꎬｑ)ꎬＢ(ｘｙｚꎬｑ))≥γｍｉｎ(Ａ(ｙꎬｑ)ꎬＢ(ｙꎬｑ))＝ Ａ∩Ｂ(ｙꎬｑ)ꎬ

因此由定义 ７ 可知ꎬＡ∩Ｂ是 Ｓ的区间值 Ｑ－模糊内理想.
如果给定集合 Ｑ是单元素集合ꎬ则 Ｓ的区间值 Ｑ－模糊集就成为 Ｓ 的区间值模糊集ꎬ从而可得下面的

几个推论.
推论 １　 设 Ａ＝[μＡꎬνＡ]为 Ｓ的区间值模糊集ꎬＡ＝[μＡꎬνＡ]为 Ｓ的区间值模糊子半群当且仅当 μＡ 和 νＡ

都是 Ｓ的模糊子半群.
推论 ２　 设 Ａ和 Ｂ都是 Ｓ的区间值模糊子半群ꎬ则 Ａ∩Ｂ＝γｍｉｎ(ＡꎬＢ)是 Ｓ的区间值模糊子半群.
推论 ３　 设 Ａｉꎬｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ是 Ｓ的区间值 Ｑ－模糊双理想ꎬ则∩ｎ

ｉ＝１Ａｉ 是 Ｓ的区间值 Ｑ－模糊双理想.
推论 ４　 设 Ａｉꎬｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ是 Ｓ的区间值 Ｑ－模糊内理想ꎬ则∩ｎ

ｉ＝１Ａｉ 是 Ｓ的区间值 Ｑ－模糊内理想.
定义 ８　 假设 Ａ＝[μＡꎬνＡ]为 Ｓ的区间值 Ｑ－模糊集ꎬ称 Ａ[ｓꎬｔ] ＝{ｘ∈Ｓ ｜Ａ(ｘꎬｑ)≥[ｓꎬｔ]ꎬｑ∈Ｑ}为 Ａ的[ｓꎬｔ]

上水平截集ꎬ称 􀭹Ａ[ｓꎬｔ] ＝{ｘ∈Ｓ ｜Ａ(ｘꎬｑ)>[ｓꎬｔ]ꎬｑ∈Ｑ}为 Ａ的[ｓꎬｔ]强上水平截集ꎬ其中[ｓꎬｔ]⊂[０ꎬ１] .
定理 ６　 设 Ａ为 Ｓ的区间值 Ｑ－模糊集ꎬ则 Ａ是 Ｓ的区间值 Ｑ－模糊双理想当且仅当非空集 Ａ[ ｓꎬｔ]是 Ｓ

的双理想.
证明(必要性) 　 设 Ａ[ ｓꎬｔ]非空ꎬ且 ｘꎬｚ∈Ａ[ ｓꎬｔ]ꎬ则对任意 ｑ∈Ｑ有 Ａ(ｘꎬｑ)≥[ ｓꎬｔ]ꎬＡ( ｚꎬｑ)≥[ ｓꎬｔ] . 由于
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Ａ是 Ｓ的区间值 Ｑ－模糊双理想ꎬ故对任意 ｘꎬｙꎬｚ∈Ｓꎬｑ∈Ｑ有

Ａ(ｘｚꎬｑ)≥γｍｉｎ(Ａ(ｘꎬｑ)ꎬＡ( ｚꎬｑ))≥[ ｓꎬｔ]ꎬＡ(ｘｙｚꎬｑ)≥γｍｉｎ(Ａ(ｘꎬｑ)ꎬＡ( ｚꎬｑ))≥[ ｓꎬｔ] .
因此 ｘｚ∈Ａ[ ｓꎬｔ]ꎬｘｙｚ∈Ａ[ ｓꎬｔ]ꎬ故 Ａ[ ｓꎬｔ]是 Ｓ的双理想.
(充分性)若 Ａ[ ｓꎬｔ]是 Ｓ的双理想ꎬ如果存在 ａꎬｂ∈Ｓꎬｑ∈Ｑ使得 Ａ(ａｂꎬｑ)<γｍｉｎ(Ａ(ａꎬｑ)ꎬＡ(ｂꎬｑ))ꎬ取区

间[ｃꎬｄ]⊂[０ꎬ１]满足 Ａ(ｘｙꎬｑ)<[ｃꎬｄ]<γｍｉｎ(Ａ(ｘꎬｑ)ꎬＡ(ｙꎬｑ))ꎬ则 Ａ(ｘꎬｑ)≥[ｃꎬｄ]ꎬＡ(ｙꎬｑ)≥[ ｃꎬｄ] . 由于

Ａ[ｃꎬｄ]是 Ｓ的双理想ꎬ从而 ｘｙ∈Ａ[ｃꎬｄ]ꎬ即 Ａ(ｘｙꎬｑ)≥[ｃꎬｄ]与 Ａ(ｘｙꎬｑ)<[ａꎬｂ]矛盾. 因此对任意的 ｘꎬｙ∈Ｓꎬ
ｑ∈Ω 有 Ａ(ｘｙꎬｑ)≥γｍｉｎ(Ａ(ｘꎬｑ)ꎬＡ(ｙꎬｑ)) .

如果存在 ｘ０ꎬｙ０ꎬｚ０∈Ｓꎬｑ∈Ｑ使得 Ａ(ｘ０ｙ０ｚ０ꎬｑ) <γｍｉｎ(Ａ(ｘꎬｑ)ꎬＡ( ｚꎬｑ))ꎬ取区间[ ｅꎬｆ]⊂[０ꎬ１]满足 Ａ
(ｘ０ｙ０ｚ０ꎬｑ)<[ｅꎬｆ]<γｍｉｎ(Ａ(ｘꎬｑ)ꎬＡ( ｚꎬｑ))ꎬ则 Ａ(ｘ０ꎬｑ)≥[ｅꎬｆ]ꎬＡ( ｚ０ꎬｑ)≥[ｅꎬｆ] . 由于 Ａ[ｅꎬｆ]是 Ｓ的双理想ꎬ
从而 ｘ０ｙ０ｚ０∈Ａ[ｅꎬｆ]ꎬ即 Ａ(ｘ０ｙ０ｚ０ꎬｑ)≥[ｅꎬｆ]与 Ａ(ｘ０ｙ０ｚ０ꎬｑ)<[ｅꎬｆ]矛盾. 因此对于任意的 ｘꎬｙꎬｚ∈Ｓꎬｑ∈Ｑ有

Ａ(ｘｙｚꎬｑ)≥γｍｉｎ(Ａ(ｘꎬｑ)ꎬＡ( ｚꎬｑ)) .
综上由定义 ６ 可知 Ａ是 Ｓ的区间值 Ｑ－模糊双理想.
定理 ７　 设 Ａ为 Ｓ的区间值 Ｑ－模糊集ꎬ则 Ａ是 Ｓ的区间值 Ｑ－模糊双理想当且仅当非空集 􀭹Ａ[ ｓꎬｔ]是 Ｓ

的双理想.
定理 ８　 设 Ａ为 Ｓ的区间值 Ｑ－模糊集ꎬ则 Ａ是 Ｓ的区间值 Ｑ－模糊内理想当且仅当非空集 Ａ[ ｓꎬｔ]是 Ｓ

的内理想.
定理 ９　 设 Ａ为 Ｓ的区间值 Ｑ－模糊集ꎬ则 Ａ是 Ｓ的区间值 Ｑ－模糊内理想当且仅当非空集 􀭹Ａ[ ｓꎬｔ]是 Ｓ

的内理想.
定理 １０　 设 Ａ为半群 Ｓ的区间值 Ｑ－模糊双理想ꎬ则非空集 Ｕ＝{ｘ∈Ｓ ｜Ａ(ｘꎬｑ)＝ [１ꎬ１]ꎬｑ∈Ｑ}是 Ｓ的

双理想.
证明　 设 Ｕ＝{ｘ∈Ｓ ｜Ａ(ｘꎬｑ)＝ [１ꎬ１]ꎬｑ∈Ｑ}非空ꎬ且 ｘꎬｙ∈Ｕꎬ则 Ａ(ｘꎬｑ)＝ Ａ(ｙꎬｑ)＝ [１ꎬ１] . 由于 Ａ 为

Ｓ的区间值 Ｑ－模糊双理想ꎬ因而 Ａ(ｘｙꎬｑ)≥γｍｉｎ(Ａ(ｘꎬｑ)ꎬＡ(ｙꎬｑ))＝ [１ꎬ１]ꎬ即 Ａ(ｘｙꎬｑ)＝ [１ꎬ１]ꎬ从而 ｘｙ∈
Ｕꎬ即就是 Ｕ是 Ｓ的子半群. 又对任意 ｚ∈Ｓ有 Ａ(ｘｚｙꎬｑ)≥γｍｉｎ(Ａ(ｘꎬｑ)ꎬＡ(ｙꎬｑ))＝ [１ꎬ１]ꎬ即 ｘｚｙ∈Ｕꎬ故 Ｕ
是 Ｓ的双理想.

定理 １１　 设 Ａ为半群 Ｓ的区间值 Ｑ－模糊内理想ꎬ则非空集 Ｕ＝{ｘ∈Ｓ ｜Ａ(ｘꎬｑ)＝ [１ꎬ１]ꎬｑ∈Ｑ}是 Ｓ的
内理想.

定理 １２　 假设 Ｉ是半群 Ｓ的子集ꎬ定义 Ｓ的区间值 Ｑ－模糊集 ＡＩ 满足:若 ｘ∈ＩꎬＡＩ(ｘꎬｑ)＝ [１ꎬ１]ꎻ若
ｘ∉ＩꎬＡＩ(ｘꎬｑ)＝ [０ꎬ０] . 则 ＡＩ 是半群 Ｓ的区间值 Ｑ－模糊双理想当且仅当 Ｉ是半群 Ｓ的双理想.

证明(必要性) 　 设 ｘꎬｙ∈Ｉꎬ则 ＡＩ(ｘꎬｑ)＝ ＡＩ(ｙꎬｑ)＝ [１ꎬ１]ꎬ由于 ＡＩ 是半群 Ｓ的区间值 Ｑ－模糊双理想ꎬ
从而 Ａ(ｘｙꎬｑ)≥γｍｉｎ(Ａ(ｘꎬｑ)ꎬＡ(ｙꎬｑ))＝ [１ꎬ１]ꎬＡ(ｘｚｙꎬｑ)≥γｍｉｎ(Ａ(ｘꎬｑ)ꎬＡ(ｙꎬｑ))＝ [１ꎬ１]ꎬｚ∈Ｓ. 即 Ａ(ｘｙꎬ
ｑ)＝ [１ꎬ１]ꎬＡ(ｘｚｙꎬｑ)＝ [１ꎬ１]ꎬ从而 ｘｙꎬｘｚｙ∈Ｉꎬ即 Ｉ是 Ｓ的双理想.

(充分性)假设 Ｉ是 Ｓ的双理想. 下证 ＡＩ 是半群 Ｓ的区间值 Ｑ－模糊双理想ꎬ对任意 ｘꎬｙꎬｚ∈Ｓꎬｑ∈Ｑ分

下面几种情况:
(１)如果 ｘꎬｙ∈ＩꎬＩ是 Ｓ的双理想ꎬ则 ｘｙ∈Ｉꎬｘｚｙ∈Ｉꎬ从而 ＡＩ(ｘｙꎬｑ)＝ ＡＩ(ｘꎬｑ)＝ ＡＩ(ｙꎬｑ)＝ [１ꎬ１]ꎬＡＩ(ｘｚｙꎬ

ｑ)＝ ＡＩ(ｘꎬｑ)＝ ＡＩ(ｙꎬｑ)＝ [１ꎬ１] . 即有

Ａ(ｘｙꎬｑ)≥γｍｉｎ(Ａ(ｘꎬｑ)ꎬＡ(ｙꎬｑ))ꎬＡ(ｘｚｙꎬｑ)≥γｍｉｎ(Ａ(ｘꎬｑ)ꎬＡ(ｙꎬｑ)) .
(２)如果 ｘ∉Ｉ或 ｙ∉Ｉꎬ则 ＡＩ(ｘꎬｑ)＝ [０ꎬ０]或 ＡＩ(ｙꎬｑ)＝ [０ꎬ０]ꎬ故

Ａ(ｘｙꎬｑ)≥γｍｉｎ(Ａ(ｘꎬｑ)ꎬＡ(ｙꎬｑ))ꎬＡ(ｘｚｙꎬｑ)≥γｍｉｎ(Ａ(ｘꎬｑ)ꎬＡ(ｙꎬｑ)) .
综上 ＡＩ 是半群 Ｓ的区间值 Ｑ－模糊双理想.
下面ꎬ我们讨论半群的区间值 Ｑ－模糊子半群直积的性质. 假设 Ｓ和 Ｒ是两个半群ꎬＡ和 Ｂ分别是 Ｓ和

Ｒ上的区间值 Ｑ－模糊集ꎬ定义 Ｓ×Ｒ上的区间值 Ｑ－模糊集 Ａ×Ｂ为

Ａ×Ｂ((ｘꎬｙ)ꎬｑ)＝ γｍｉｎ(Ａ(ｘꎬｑ)ꎬＢ(ｙꎬｑ))ꎬ(ｘꎬｙ)∈Ｓ×Ｒꎬｑ∈Ｑ.
定理 １３　 假设 Ａ和 Ｂ 分别是半群 Ｓ 和 Ｒ 上的区间值 Ｑ－模糊双理想ꎬ则 Ａ×Ｂ 是半群 Ｓ×Ｒ 的区间值

Ｑ－模糊双理想.
证明　 对于任意的(ｘ１ꎬｙ１)ꎬ(ｘ２ꎬｙ２)ꎬ(ｘ３ꎬｙ３)∈Ｓ×Ｒꎬｑ∈Ｑ有
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Ａ×Ｂ((ｘ１ꎬｙ１)(ｘ２ꎬｙ２)ꎬｑ)＝ Ａ×Ｂ((ｘ１ｘ２ꎬｙ１ｙ２)ꎬｑ)＝ γｍｉｎ(Ａ(ｘ１ｘ２ꎬｑ)ꎬＢ(ｙ１ｙ２ꎬｑ))ꎬ　 　 　 　
Ａ×Ｂ((ｘ１ꎬｙ１)(ｘ２ꎬｙ２)(ｘ３ꎬｙ３)ꎬｑ)＝ Ａ×Ｂ((ｘ１ｘ２ｘ３ꎬｙ１ｙ２ｙ３)ꎬｑ)＝ γｍｉｎ(Ａ(ｘ１ｘ２ｘ３ꎬｑ)ꎬＢ(ｙ１ｙ２ｙ３ꎬｑ))ꎬ

由于 Ａ和 Ｂ分别是半群 Ｓ和 Ｒ上的区间值 Ｑ－模糊双理想ꎬ因此

Ａ(ｘ１ｘ２ꎬｑ)≥γｍｉｎ(Ａ(ｘ１ꎬｑ)ꎬＡ(ｘ２ꎬｑ))ꎬＡ(ｙ１ｙ２ꎬｑ)≥γｍｉｎ(Ａ(ｙ１ꎬｑ)ꎬＡ(ｙ２ꎬｑ))ꎬ　 　
Ａ(ｘ１ｘ２ｘ３ꎬｑ)≥γｍｉｎ(Ａ(ｘ１ꎬｑ)ꎬＡ(ｘ３ꎬｑ))ꎬＡ(ｙ１ｙ２ｙ３ꎬｑ)≥γｍｉｎ(Ａ(ｙ１ꎬｑ)ꎬＡ(ｙ３ꎬｑ))ꎬ

故

Ａ×Ｂ((ｘ１ꎬｙ１)(ｘ２ꎬｙ２)ꎬｑ)＝ γｍｉｎ(Ａ(ｘ１ｘ２ꎬｑ)ꎬＢ(ｙ１ｙ２ꎬｑ))≥γｍｉｎ(γｍｉｎ(Ａ(ｘ１ꎬｑ)ꎬＡ(ｘ２ꎬｑ))ꎬ
γｍｉｎ(Ａ(ｙ１ꎬｑ)ꎬＡ(ｙ２ꎬｑ)))＝ γｍｉｎ(γｍｉｎ(Ａ(ｘ１ꎬｑ)ꎬＡ(ｙ１ꎬｑ))ꎬγｍｉｎ(Ａ(ｘ２ꎬｑ)ꎬＡ(ｙ２ꎬｑ)))＝
γｍｉｎ(Ａ×Ｂ((ｘ１ꎬｙ１)ꎬｑ)ꎬＡ×Ｂ((ｘ２ꎬｙ２)ꎬｑ))Ａ×Ｂ((ｘ１ꎬｙ１)(ｘ２ꎬｙ２)(ｘ３ꎬｙ３)ꎬｑ)＝

γｍｉｎ(Ａ(ｘ１ｘ２ｘ３ꎬｑ)ꎬＢ(ｙ１ｙ２ｙ３ꎬｑ))≥γｍｉｎ(γｍｉｎ(Ａ(ｘ１ꎬｑ)ꎬＡ(ｘ３ꎬｑ))ꎬ
γｍｉｎ(Ａ(ｙ１ꎬｑ)ꎬＡ(ｙ３ꎬｑ)))＝ γｍｉｎ(γｍｉｎ(Ａ(ｘ１ꎬｑ)ꎬＡ(ｙ１ꎬｑ))ꎬ

γｍｉｎ(Ａ(ｘ３ꎬｑ)ꎬＡ(ｙ３ꎬｑ)))＝ γｍｉｎ(Ａ×Ｂ((ｘ１ꎬｙ１)ꎬｑ)ꎬＡ×Ｂ((ｘ３ꎬｙ３)ꎬｑ)) .
因此 Ａ×Ｂ是半群 Ｓ×Ｒ的区间值 Ｑ－模糊双理想.
定理 １４　 假设 Ａ和 Ｂ 分别是半群 Ｓ 和 Ｒ 上的区间值 Ｑ－模糊内理想ꎬ则 Ａ×Ｂ 是半群 Ｓ×Ｒ 的区间值

Ｑ－模糊内理想.
定理 １５　 设 Ａ是 Ｓ上的区间值 Ｑ－模糊集ꎬ定义 Ｓ上的区间值模糊集 δＡ(ｘ)＝ γｍｉｎ{Ａ(ｘꎬｑ) ｜ ｑ∈Ｑ} . 如

果 Ａ是 Ｓ上的区间值 Ｑ－模糊内理想ꎬ则 δＡ 是 Ｓ上的区间值模糊内理想.
证明　 设 Ａ是 Ｓ的区间值 Ｑ－模糊内理想ꎬ则对于任意的 ｘꎬｙꎬｚ∈Ｓꎬｑ∈Ｑꎬ有 Ａ(ｘｙꎬｑ)≥γｍｉｎ(Ａ(ｘꎬｑ)ꎬ

Ａ(ｙꎬｑ))ꎬＡ(ｘｙｚꎬｑ)≥Ａ(ｙꎬｑ) . 因此

δＡ(ｘｙ)＝ γｍｉｎ{Ａ(ｘｙꎬｑ) ｜ ｑ∈Ｑ}≥γｍｉｎ{γｍｉｎ(Ａ(ｘꎬｑ)ꎬＡ(ｙꎬｑ)) ｜ ｑ∈Ｑ} ＝
γｍｉｎ(γｍｉｎ{Ａ(ｘꎬｑ) ｜ ｑ∈Ｑ}ꎬγｍｉｎ{Ａ(ｙꎬｑ)) ｜ ｑ∈Ｑ})＝ γｍｉｎ(δＡ(ｘ)ꎬδＡ(ｙ))ꎬ
δＡ(ｘｙｚ)＝ γｍｉｎ{Ａ(ｘｙｚꎬｑ) ｜ ｑ∈Ｑ}≥γｍｉｎ{Ａ(ｙꎬｑ) ｜ ｑ∈Ｑ} ＝ δＡ(ｙ) .

因此 δＡ(ｘ)是 Ｓ上的区间值模糊内理想.
在例 １ 中ꎬ由于 Ｂ是 Ｓ上的区间值 Ｑ－模糊内理想ꎬ此时 δＢ(ａ)＝ [０.４ꎬ０.５]ꎬδＢ(ｂ)＝ [０.６ꎬ０.７]ꎬδＢ(ｃ)＝

[０.３ꎬ０.４] . 由定理 １５ 可知 δＢ(ｘ)＝ γｍｉｎ{Ｂ(ｘꎬｑ) ｜ ｑ∈Ｑ}是 Ｓ上的区间值模糊内理想.
定理 １６　 设 Ａ是 Ｓ上的区间值 Ｑ－模糊集ꎬ定义 Ｓ上的区间值模糊集 δＡ(ｘ)＝ ｍｉｎ{Ａ(ｘꎬｑ) ｜ ｑ∈Ｑ} . 如

果 Ａ是 Ｓ上的区间值 Ｑ－模糊双理想ꎬ则 δＡ 是 Ｓ上的区间值模糊双理想.
在例 １ 中ꎬ由于 Ａ是 Ｓ上的区间值 Ｑ－模糊双理想ꎬ此时 δＡ(ａ)＝ [０.４ꎬ０.５]ꎬδＡ(ｂ)＝ [０.５ꎬ０.６]ꎬδＢ(ｃ)＝

[０.０ꎬ０.１] . 由定理 １６ 可知 δＡ(ｘ)＝ γｍｉｎ{Ａ(ｘꎬｑ) ｜ ｑ∈Ｑ}是 Ｓ上的区间值模糊双理想.
设 Ａ是 Ｓ上的区间值 Ｑ－模糊集ꎬ对固定的 ｑ∈Ｑꎬ定义 δｑ(ｘ)＝ Ａ(ｘꎬｑ)ꎬ则 δｑ 是 Ｓ上的区间值模糊集.
定理 １７　 Ａ是 Ｓ上的区间值 Ｑ－模糊双理想当且仅当对任意固定的 ｑ∈Ｑꎬδｑ 是 Ｓ 上的区间值模糊双

理想.
证明(必要性) 　 设 Ａ 是 Ｓ 的区间值 Ｑ－模糊双理想ꎬ则对于任意的 ｘꎬｙꎬｚ∈Ｓꎬｑ∈Ｑꎬ有 Ａ( ｘｙꎬｑ)≥

γｍｉｎ(Ａ(ｘꎬｑ)ꎬＡ(ｙꎬｑ))ꎬＡ(ｘｙｚꎬｑ)≥γｍｉｎ(Ａ(ｘꎬｑ)ꎬＡ( ｚꎬｑ)) .
因此对于固定的 ｑ∈Ｑꎬ有

δｑ(ｘｙ)＝ Ａ(ｘｙꎬｑ)≥γｍｉｎ(Ａ(ｘꎬｑ)ꎬＡ(ｙꎬｑ))＝ γｍｉｎ(δｑ(ｘ)ꎬδｑ(ｙ))ꎬ　
δｑ(ｘｙｚ)＝ Ａ(ｘｙｚꎬｑ)≥γｍｉｎ(Ａ(ｘꎬｑ)ꎬＡ( ｚꎬｑ))＝ γｍｉｎ(δｑ(ｘ)ꎬδｑ( ｚ)) .

因此 δｑ 是 Ｓ上的区间值模糊双理想.
(充分性)如果对于任意固定的 ｑ∈Ｑꎬδｑ 是 Ｓ 上的区间值模糊双理想. 则对于任意 ｘꎬｙꎬｚ∈Ｓ 都有

δｑ(ｘｙ)≥γｍｉｎ(δｑ(ｘ)ꎬδｑ(ｙ))ꎬδｑ(ｘｙｚ)≥γｍｉｎ(δｑ(ｘ)ꎬδｑ(ｚ)) . 即 Ａ(ｘｙꎬｑ)≥γｍｉｎ(Ａ(ｘꎬｑ)ꎬＡ(ｙꎬｑ))ꎬＡ(ｘｙｚꎬｑ)≥
γｍｉｎ(Ａ(ｘꎬｑ)ꎬＡ( ｚꎬｑ)) . 因此 Ａ是 Ｓ的区间值 Ω－模糊双理想.

定理 １８　 Ａ是 Ｓ上的区间值 Ｑ－模糊内理想当且仅当对任意固定的 ｑ∈Ｑꎬδｑ 是 Ｓ 上的区间值模糊内

理想.
命题 １[１０] 　 若 ＳＱ 表示从 Ｑ 到半群 Ｓ 的映射的集合ꎬ在 ＳＱ 上定义如下运算:对于任意的 αꎬβ∈ＳＱꎬ

α⊗β(ｑ)＝ α(ｑ)β(ｑ)ꎬｑ∈Ｑ. 则 ＳＱ 关于运算⊗构成一个半群.
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定理 １９　 设 Ａ是半群 Ｓ上的区间值模糊双理想ꎬ定义 ＳＱ 的区间值 Ｑ－模糊集 Ｃ:ＳＱ×Ω→Ｄ[０ꎬ１]满足

Ｃ(αꎬｑ)＝ Ａ(α(ｑ))ꎬ则 Ｃ是半群 ＳＱ 的区间值 Ｑ－模糊双理想.
证明　 对于任意的 αꎬβꎬγ∈ＳＱꎬｑ∈Ｑꎬ由于 Ａ是半群 Ｓ上的区间值模糊双理想ꎬ从而有

Ｃ(α⊗βꎬｑ)＝ Ａ(α⊗β(ｑ))＝ Ａ(α(ｑ)β(ｑ))≥γｍｉｎ(Ａ(α(ｑ))ꎬＡ(β(ｑ)))＝ γｍｉｎ(Ｃ(αꎬｑ)ꎬＣ(βꎬｑ))ꎬ　
Ｃ(α⊗βꎬｑ)＝ Ａ(α⊗β⊗γ(ｑ))＝ Ａ(α(ｑ)β(ｑ)γ(ｑ))≥γｍｉｎ(Ａ(α(ｑ))ꎬＡ(γ(ｑ)))＝ γｍｉｎ(Ｃ(αꎬｑ)ꎬＣ(γꎬ

ｑ)) .
故 Ｃ是半群 ＳＱ 的区间值 Ｑ－模糊子半群.

定理 ２０　 设 Ａ是半群 Ｓ上的区间值模糊内理想ꎬ定义 ＳＱ 的区间值 Ｑ－模糊集 Ｃ:ＳＱ×Ω→Ｄ[０ꎬ１]满足

Ｃ(αꎬｑ)＝ Ａ(α(ｑ))ꎬ则 Ｃ是半群 ＳＱ 的区间值 Ｑ－模糊内理想.
如果 Ｑ是一个单元素集合ꎬ则区间值 Ｑ－模糊集就是通常的区间值模糊集ꎬ从上述主要结果可以看

出ꎬ区间值 Ｑ－模糊集就是区间值模糊集的一种推广ꎬ相关的结论也是区间值模糊子半群相应结论的推广.

３　 结论

本文将区间值模糊集与 Ｑ－模糊集相结合ꎬ在半群中引入了半群的 Ｑ－区间值模糊双理想和内理想的

概念ꎬ讨论了它们的相关性质. 相关的结果实际上是半群的区间值模糊双理想和区间值模糊内理想的相

应推广ꎬ相关结论丰富了模糊半群的相关理论. 另外ꎬＱ－区间值模糊集的概念也可以应用于其他代数

系统.
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