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ＥＰ 元与方程的解
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[摘要] 　 证明了如下结论:设 ａ∈Ｒ＃∩Ｒ＋ꎬ则 １)ａ∈ＲＥＰ当且仅当方程 ａｘａ∗ ＝ａ∗ｘａ在 χａ 中有解ꎻ２)ａ∈ＲＥＰ当且仅

当方程 ａ＃ｘａ∗ ＝ａ＋ｘａ∗在 χａ 中至少有两个解ꎬ其中 χａ ＝{ａꎬａ＃ꎬａ＋ꎬａ∗ꎬ(ａ＃)∗ꎬ(ａ＋)∗} .
[关键词] 　 ∗－环ꎬ群可逆元ꎬＭｏｏｒｅ￣Ｐｅｎｒｏｓｅ 可逆元ꎬＥＰ 元ꎬ方程的解
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ｔｉｏｎ ａ＃ｘａ∗ ＝ａ＋ｘａ∗ ｈａｓ ａｔ ｌｅａｓｔ ｔｗｏ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｉｎ χａꎬｗｈｅｒｅ χａ ＝{ａꎬａ＃ꎬａ＋ꎬａ∗ꎬ(ａ＃)∗ꎬ(ａ＋)∗} .
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本文中ꎬＲ表示有单位元的结合环ꎬ用 Ｅ(Ｒ)和 Ｃ(Ｒ)分别表示 ｋ的全体幂等元集合及 Ｒ的中心. 设 ａ∈Ｒꎬ
用 ｌ(ａ)及 ｒ(ａ)分别表示 ａ在 Ｒ中的左零化子及右零化子ꎻ用 ｃｏｍｍ(ａ)及 ｃｏｍｍ２(ａ)分别表示 ａ在 Ｒ中的交换

子及双交换子的集合. 设 Ｒ为一个环ꎬ∗为环 Ｒ到 Ｒ的一个双射ꎬ若满足条件:(１)(ａ∗)∗ ＝ａꎻ(２)(ａ＋ｂ)∗ ＝
ａ∗＋ｂ∗ꎻ(３)(ａｂ)∗ ＝ｂ∗ａ∗ꎬ其中 ａꎬｂ∈Ｒꎬ则称 Ｒ为一个对合(ｉｎｖｏｌｕｔｉｏｎ)环ꎬ有时也称 Ｒ为∗－环.

设 Ｒ为一个环ꎬａ∈Ｒꎬ若存在 ｂ∈Ｒꎬ使得 ａ ＝ ａｂａꎻｂ ＝ ｂａｂꎻａｂ ＝ ｂａꎬ则称 ａ 是 Ｒ 的群可逆元ꎬ且称 ｂ 为 ａ
的群逆元. 由文献[１]知 ｂ是唯一的ꎬ记为 ａ＃ . 用 Ｒ＃表示环 Ｒ 的全体群可逆元的集合. 设 Ｒ 为∗－环ꎬａ∈
Ｒꎬ若 ａ＝ａ∗ꎬ则称 ａ是 Ｒ的对称元[２]ꎻ若存在 ｘ∈Ｒꎬ满足 ａ＝ａｘａꎻｘ＝ ｘａｘꎻ(ａｘ)∗ ＝ ａｘꎻ(ｘａ)∗ ＝ ｘａꎬ则称 ａ 为

Ｍｏｏｒｅ Ｐｅｎｒｏｓｅ 可逆元ꎬ简称 ａ为ＭＰ 可逆元ꎬｘ称为 ａ的ＭＰ 逆元ꎬ由文献[３]知 ｘ是唯一的ꎬ记为 ａ＋ . 用 Ｒ＋

表示 ∗－环 Ｒ的全体 ＭＰ 可逆元的集合ꎻ若 ａ∈Ｒ＃∩Ｒ＋且 ａ＃ ＝ ａ＋ꎬ则称 ａ 为 Ｒ 的 ＥＰ 元[４－６]ꎬ用 ＲＥＰ表示 Ｒ
的全体 ＥＰ 元的集合. 关于 ＥＰ 元的研究还可参见近期文献[７－９] . 环上 ＥＰ 元的研究起源于矩阵理论中的

ＥＰ 矩阵及 Ｂａｎａｃｈ 空间及 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间中的 ＥＰ 线性算子的研究ꎬ有兴趣的读者可参见文献[１０－１２] . 本文

主要目的是给出 ＥＰ 元的一些新刻画ꎬ推广已有的一些结果.

１　 主要结果

引理 １　 设 ａ∈Ｒ＃∩Ｒ＋ꎬ则 Ｒａ∗ ＝Ｒａ２ａ∗ ＝Ｒａａ∗ ＝Ｒａ＃ａａ∗ .
证明　 注意到 ａ∗ ＝ ａ＋ ａａ∗ꎬ所以 Ｒａ∗ ⊆Ｒａａ∗ ⊆Ｒａ∗ꎬ因此 Ｒａ∗ ＝ Ｒａａ∗ . 由于 ａ ＝ ａ＃ ａ２ꎬ所以 Ｒａ∗ ＝

Ｒａａ∗ ＝Ｒａ＃ａ２ａ∗⊆Ｒａ２ａ∗⊆Ｒａ∗ꎬ从而 Ｒａ∗ ＝Ｒａ＃ａ２ａ∗ . 注意到 Ｒａ＝Ｒａ＃ａꎬ因此 Ｒａ∗ ＝Ｒａａ∗ ＝Ｒａ＃ａａ∗ .
根据文献[７ꎬＴｈｅｏｒｅｍ １.２]ꎬａ∈ＲＥＰ当且仅当且 ａ＃ａ是对称元. 因此我们有下面的引理.
引理 ２　 设 ａ∈Ｒ＃∩Ｒ＋ꎬ若 Ｒａ∗⊆Ｒａꎬ则 ａ∈ＲＥＰ .
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证明　 由于 Ｒａ∗⊆Ｒａꎬ所以 ｒ(ａ)⊆ｒ(ａ∗) . 注意到 １－ａ＋ａ∈ｒ(ａ)ꎬ所以 １－ａ＋ａ∈ｒ(ａ∗)ꎬ即有 ａ∗ ＝ａ∗ａ＋ａꎬ
从而 ａ＝ａ＋ａ２ꎬａａ＃ ＝ａ＋ａ２ａ＃ ＝ａ＋ａꎬ即 ａ＃ａ是对称元ꎬ从而 ａ∈ＲＥＰ .

设 ａ∈Ｒ＃∩Ｒ＋ꎬ记 χａ ＝ ａꎬａ＃ꎬａ
＋ꎬａ∗ꎬ(ａ＃)∗ꎬ(ａ＋)∗{ } .

定理 １　 设 ａ∈Ｒ＃∩Ｒ＋ꎬ则 ａ∈ＲＥＰ当且仅当方程 ａｘａ∗ ＝ａ∗ｘａ在 χａ 中有解.
证明　 必要性是显然的.
充分性:假设方程 ａｘａ∗ ＝ａ∗ｘａ在 χａ 中有解.
(１)若 ｘ＝ａ为解ꎬ则 ａａａ∗ ＝ａ∗ａａꎬ从而由引理 １ 知 Ｒａ∗ ＝Ｒａ２ａ∗ ＝Ｒａ∗ａ２⊆Ｒａꎬ由引理 ２ 知 ａ∈ＲＥＰꎻ
(２)若 ｘ＝ａ＃为解ꎬ则 ａａ＃ａ∗ ＝ａ∗ａ＃ａꎬ从而由引理 １ 知 Ｒａ∗ ＝Ｒａ＃ａａ∗ ＝Ｒａａ＃ａ∗ ＝Ｒａ∗ａ＃ａ⊆Ｒａꎬ由引理 ２

知 ａ∈ＲＥＰꎻ
(３)若 ｘ＝ａ＋为解ꎬ则 ａａ＋ａ∗ ＝ａ∗ａ＋ａꎬ从而 ａ２ａ＋ ＝ (ａａ＋ ａ∗)∗ ＝ (ａ∗ａ＋ ａ)∗ ＝ ａ＋ ａ２ . 注意到 Ｒａ＋ ＝ Ｒａ∗且

Ｒａ＋ ＝Ｒａａ＋ ＝Ｒａ＃ａ２ａ＋⊆Ｒａ２ａ＋⊆Ｒａ＋ꎬ因此 Ｒａ∗ ＝Ｒａ２ａ＋ ＝Ｒａ＋ａ２⊆Ｒａꎬ由引理 ２ 知 ａ∈ＲＥＰꎻ
(４)若 ｘ＝ａ∗为解ꎬ则 ａａ∗ａ∗ ＝ａ∗ａ∗ａꎬ两边取卷积∗ꎬ则归结到(１)ꎻ
(５)若 ｘ＝(ａ＃)∗为解ꎬ则 ａ(ａ＃)∗ａ∗ ＝ａ∗(ａ＃)∗ａꎬ两边取卷积∗得 ａ∗ａ＃ａ ＝ ａａ＃ａ∗ꎬ由引理 １ 知 Ｒａ∗ ＝

Ｒａａ＃ａ∗ ＝Ｒａ∗ａ＃ａ⊆Ｒａꎬ由引理 ２ 知 ａ∈ＲＥＰꎻ
(６)若 ｘ＝(ａ＋)∗为解ꎬ则 ａ(ａ＋)∗ａ∗ ＝ａ∗(ａ＋)∗ａꎬ两边取卷积∗得 ａ∗ａ＋ａ＝ａａ＋ａ∗ꎬ归结为(３) .
综上ꎬａ∈ＲＥＰ .
定理 ２　 设 ａ∈Ｒ＃∩Ｒ＋ꎬ则 ａ∈ＲＥＰ当且仅当方程 ａ＃ｘａ∗ ＝ａ＋ｘａ∗在 χａ 中至少有两个解.
证明　 仅需证明充分性:
假设方程 ａ＃ｘａ∗ ＝ａ＋ｘａ∗在 χａ 中有至少两个解.
(１)若 ｘ＝ａ为解ꎬ则 ａ＃ａａ∗ ＝ａ＋ａａ∗ . 由于 ａ∈Ｒ＋ꎬ所以 ａ 是∗－可消的ꎬ从而 ａ＃ａ ＝ ａ＋ａꎬａ＃ａ 是对称元ꎬ

由文献[７ꎬＴｈｅｏｒｅｍ １.２]知 ａ∈ＲＥＰꎻ
(２)若 ｘ＝ａ＃为解ꎬ则 ａ＃ａ＃ａ∗ ＝ａ＋ ａ＃ａ∗ꎬ从而 ａ＃ａ＃ａ＃ａａ∗ ＝ ａ＋ ａ＃ａ＃ａａ∗ꎬ由 ａ 的∗－可消性得 ａ＃ａ＃ａ＃ａ ＝

ａ＋ａ＃ａ＃ａꎬ即 ａ＃ａ＃ ＝ａ＋ａ＃ . 注意到 ａＲ＝ａ＃Ｒ＝(ａ＃) ２Ｒꎬ所以 ａＲ⊆ａ＋Ｒꎬ因此 １－ａ＋ａ∈ｌ(ａ＋)⊆ｌ(ａ)ꎬａ＝ａ＋ａ２ꎬ从而

ａａ＃ ＝ａ＋ａ２ａ＃ ＝ａ＋ａ是对称元ꎬ由文献[７ꎬＴｈｅｏｒｅｍ １.２]知 ａ∈ＲＥＰꎻ
(３)若 ｘ ＝ ａ∗为解ꎬ则 ａ＃ ａ∗ ａ∗ ＝ ａ＋ ａ∗ ａ∗ꎬ两边取卷积∗得 ａ２(ａ＃)∗ ＝ ａ２(ａ＋)∗ꎬ左乘 ａ＃得 ａ(ａ＃)∗ ＝

ａ(ａ＋)∗ꎬ再左乘 ａ＋后两边取卷积∗得 ａ＃ ＝ａ＃ａ＋ａ＝ａ＋ａ＋ａꎬ从而 ａＲ＝ａ＃Ｒ⊆ａ＋Ｒꎬ所以(１－ａ＋ａ)ａＲ⊆(１－ａ＋ａ)ａ＋Ｒ＝０ꎬ
ａ＝ａ＋ａ２ꎬ所以 ａ∈ＲＥＰꎻ

(４)若 ｘ＝(ａ＃)∗为解ꎬ则 ａ＃(ａ＃)∗ａ∗ ＝ａ＋(ａ＃)∗ａ∗ . 两边取卷积∗得 ａａ＃(ａ＃)∗ ＝ ａａ＃(ａ＋)∗ꎬ两边左乘

ａ得 ａ(ａ＃)∗ ＝ａ(ａ＋)∗ꎬ由(４)知 ａ∈ＲＥＰꎻ
(５)若 ｘ＝(ａ＋)∗为解ꎬ则 ａ＃(ａ＋)∗ａ∗ ＝ａ＋(ａ＋)∗ａ∗ꎬ从而 ａ＃ａａ＋ ＝ ａ＋ａａ＋ ＝ ａ＋ꎬ因此 ａ＋Ｒ⊆ａ＃Ｒ ＝ ａＲꎬ类似

于引理 ２ 可得 ａ∈ＲＥＰ .
由于该方程在 χａ 中至少有两个解ꎬ因此(１)至(５)中至少有 １ 条成立ꎬ故 ａ∈ＲＥＰ .
我们不清楚当方程 ａ＃ｘａ∗ ＝ ａ＋ ｘａ∗在 χａ 中有解时是否有 ａ∈ＲＥＰ? 或者换句话说当 ａ＃ａ＋ａ∗ ＝ ａ＋ ａ＋ ａ∗

时ꎬ是否有 ａ∈ＲＥＰ?
观察定理 ２ 的证明过程可得下列推论.
推论 １[９ꎬＴｈｅｏｒｅｍ ２.１(ｘｘ)] 　 设 ａ∈Ｒ＃∩Ｒ＋ꎬ若 ａ＃ａ＃ ＝ａ＋ａ＃ꎬ则 ａ∈ＲＥＰ .
推论 ２　 设 ａ∈Ｒ＃∩Ｒ＋ꎬ若 ａＲ⊆ａ＋Ｒꎬ则 ａ∈ＲＥＰ .
推论 ３[９ꎬＴｈｅｏｒｅｍ ２.１(ｘｉｉｉ)] 　 设 ａ∈Ｒ＃∩Ｒ＋ꎬ若 ａ＃ ＝ａ＋ａ＋ａꎬ则 ａ∈ＲＥＰ .
推论 ４　 设 ａ∈Ｒ＃∩Ｒ＋ꎬ若 ａ＝ａ＋ａ２ꎬ则 ａ∈ＲＥＰ .
实际上推论 １ 可推广为:
推论 ５　 设 ａ∈Ｒ＃∩Ｒ＋ꎬ若 ａ＃ａ＃－ａ＋ａ＃∈ｃｏｍｍ(ａ)ꎬ则 ａ∈ＲＥＰ .
证明　 由于 ａ＃ａ＃－ａ＋ａ＃∈ｃｏｍｍ(ａ)ꎬ所以 ａ＃－ａ＋ａ＃ａ ＝ (ａ＃ａ＃－ａ＋ａ＃)ａ ＝ ａ(ａ＃ａ＃－ａ＋ａ＃)＝ ａ＃－ａ＃ ＝ ０ꎬ因此

ａ＃ ＝ａ＋ａ＃ａꎬ由[９ꎬＴｈｅｏｒｅｍ ２.１(ｘｉｘ)]知 ａ∈ＲＥＰ .
由于当 ａ∈Ｒ＃时ꎬｃｏｍｍ(ａ)＝ ｃｏｍｍ(ａ＃)ꎬ因此推论 ５ 诱导了下面的推论.
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推论 ６　 设 ａ∈Ｒ＃∩Ｒ＋ꎬ若 ａ＃ａ＃－ａ＋ａ＃∈ｃｏｍｍ(ａ＃)ꎬ则 ａ∈ＲＥＰ .
注意到 ａ＃ａ＋ａ＃ ＝(ａ＃) ２ａａ＋ａ(ａ＃) ２ ＝(ａ＃) ３ꎬ因此(ａ＃ａ＃－ａ＋ａ＃) ２ ＝ ０ꎬ从而推论 １ 导致了下面的推论.
推论 ７　 设 ａ∈Ｒ＃∩Ｒ＋ꎬ若 ａ＃ａ＃－ａ＋ａ＃∈Ｒ＃ꎬ则 ａ∈ＲＥＰ .
由于 Ｅ(Ｒ)⊆Ｒ＃ꎬ因此推论 ７ 暗示了下面的推论.
推论 ８　 设 ａ∈Ｒ＃∩Ｒ＋ꎬ若 ａ＃ａ＃－ａ＋ａ＃∈Ｅ(Ｒ)ꎬ则 ａ∈ＲＥＰ .
命题 １　 设 ａ∈Ｒ＃∩Ｒ＋ꎬ则下列条件等价:
(１)ａ＃ａ＋ａ∗ ＝ａ＋ａ＋ａ∗ꎻ
(２)ａ＃ａ＋ａ＋ ＝ａ＋ａ＋ａ＋ .
证明(１)⇒(２) 　 由于 ａ＃ａ＋ａ∗ ＝ ａ＋ａ＋ａ∗ꎬ所以 ａ＃ａ＋(ａ＋ａａ∗)＝ ａ＋ａ＋(ａ＋ａａ∗) .注意到 ａ∈Ｒ＋ꎬ所以 ａ 是

∗－可消元ꎬ从而 ａ＃ａ＋ａ＋ａ＝ａ＋ａ＋ａ＋ａꎬ因此 ａ＃ａ＋ａ＋ ＝ａ＃ａ＋(ａ＋ａａ＋)＝ (ａ＃ａ＋ａ＋ａ)ａ＋ ＝(ａ＋ａ＋ａ＋ａ)ａ＋ ＝ａ＋ａ＋ａ＋ .
(２)⇒(１) 　 若 ａ＃ａ＋ａ＋ ＝ａ＋ａ＋ａ＋ꎬ则 ａ＃ａ＋ａ∗ ＝ａ＃ａ＋(ａ＋ａａ∗)＝ (ａ＃ａ＋ａ＋)ａａ∗ ＝ (ａ＋ａ＋ａ＋)ａａ∗ ＝ａ＋ａ＋ａ∗ .
观察命题 １ꎬ则自然有下面的问题.
设 ａ∈Ｒ＃∩Ｒ＋ꎬ若下列条件之一成立ꎬ则 ａ∈ＲＥＰ吗?
(１)ａ＋ａ＃ａ＋ ＝ａ＋ａ＋ａ＋ꎻ
(２)ａ＃ａ＋ａ＋ ＝ａ＋ａ＋ａ＃ꎻ
(３)ａ＃ａ＋ａ＋ ＝ａ＋ａ＃ａ＋ .
观察推论 ５ 的证明ꎬ我们想起了公式 ａａ＋ ａ＃ ＝ ａ＃ ＝ ａ＃ ａ＋ ａꎬ因此容易计算出( ａ＃ －ａ＃ ａａ＋ ) ２ ＝ ０ ＝ ( ａ＃ －

ａ＋ａａ＃) ２ꎬ从而有下面的关于 ＥＰ 元的刻画.
命题 ２　 设 ａ∈Ｒ＃∩Ｒ＋ꎬ则下列条件等价:
(１)ａ∈ＲＥＰꎻ
(２)ａ＃－ａ＃ａａ＋∈Ｒ＃ꎻ
(３)ａ＃－ａ＃ａａ＋∈Ｅ(Ｒ)ꎻ
(４)ａ＃－ａ＋ａａ＃∈Ｒ＃ꎻ
(５)ａ＃－ａ＋ａａ＃∈Ｅ(Ｒ) .
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