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三角代数上的非线性(ｍꎬｎ)－Ｌｉｅ 中心化子
费秀海１ꎬ戴　 磊２ꎬ张海芳１

(１.滇西科技师范学院数学系ꎬ云南 临沧 ６７７０００)
(２.渭南师范学院数学与信息科学学院ꎬ陕西 渭南 ７１４０９９)

[摘要] 　 设 ｍꎬｎ 是固定的整数且(ｍ＋ｎ) (ｍ－ｎ)≠０ꎬＵ 是一个 ｜ (ｍ＋ｎ) (ｍ－ｎ) ｜ －无挠的三角代数且满足

πＡ(Ｚ(Ｕ))＝ Ｚ(Ａ)和 πＢ(Ｚ(Ｕ))＝ Ｚ(Ｂ) . 若 Ｌ是 Ｕ上的一个非线性(ｍꎬｎ)－Ｌｉｅ 中心化子ꎬ则存在一个中心元 λ
和一个到 Ｕ的中心且在交换子上为零的映射 ξ使得对任意的 ｘ∈Ｕꎬ有 Ｌ(ｘ)＝ λｘ＋ξ(ｘ) .
[关键词] 　 三角代数ꎬ中心化子ꎬＬｉｅ 中心化子ꎬ非线性(ｍꎬｎ)－Ｌｉｅ 中心化子
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１　 预备知识

设 ε是一个有单位元的环或代数ꎬＬ是 ε上的一个可加或线性映射ꎬｋ是一个大于等于 ２ 的整数ꎬｍ和 ｎ
是固定的整数. 若对任意的 ｘ∈ε且 ｋｘ＝０ꎬ有 ｘ＝０ꎬ则称 ε是 ｋ－无挠的. 若对任意的 ｘꎬｙ∈εꎬ有 Ｌ(ｘｙ)＝ Ｌ(ｘ)ｙ
(或 Ｌ(ｘｙ)＝ ｘＬ(ｙ))ꎬ则称 Ｌ是左(或右)中心化子ꎻ若 Ｌ 既是左中心化子又是右中心化子ꎬ则称 Ｌ 是中心化

子ꎻ若对任意的 ｘ∈εꎬ有 Ｌ(ｘ２)＝ Ｌ(ｘ)ｘ(或 Ｌ(ｘ２)＝ ｘＬ(ｘ))ꎬ则称 Ｌ 是左(或右)Ｊｏｒｄａｎ 中心化子ꎻ若 Ｌ 既是左

Ｊｏｒｄａｎ 中心化子又是右 Ｊｏｒｄａｎ 中心化子ꎬ则称 Ｌ 是 Ｊｏｒｄａｎ 中心化子ꎻ若对任意的 ｘꎬｙ∈εꎬ有 Ｌ([ｘꎬｙ])＝
[Ｌ(ｘ)ꎬｙ]ꎬ则称 Ｌ是 Ｌｉｅ 中心化子. 注意到ꎬ若 Ｌ([ｘꎬｙ])＝ [Ｌ(ｘ)ꎬｙ]ꎬ则 Ｌ([ｘꎬｙ])＝ －Ｌ([ｙꎬｘ])＝ －[Ｌ(ｙ)ꎬｘ] ＝
[ｘꎬＬ(ｙ)]ꎬ因而 Ｌｉｅ 中心化子没有左右之分. 若 ｍ＋ｎ≠０ 且满足对任意的 ｘꎬｙ∈εꎬ有(ｍ＋ｎ)Ｌ([ｘꎬｙ])＝
ｍ[Ｌ(ｘ)ꎬｙ]＋ｎ[ｘꎬＬ(ｙ)]ꎬ则称 Ｌ是 ε上的一个(ｍꎬｎ)－Ｌｉｅ 中心化子. 显然ꎬ(１ꎬ０)－Ｌｉｅ(或 (０ꎬ１)－Ｌｉｅ)中
心化子就是 Ｌｉｅ 中心化子. 进一步ꎬ若 Ｌ没有可加或线性的假设且满足上式ꎬ则称 Ｌ 是 ε 上的一个非线性

(ｍꎬｎ)－Ｌｉｅ 中心化子.
中心化子是环和代数上的一类重要映射ꎬ是研究环和代数的一种重要工具. Ｚａｌａｒ[１]证明了 ２－无挠的

半素环上 Ｊｏｒｄａｎ 中心化子是中心化子. Ｖｕｋｍａｎ[２]中得到半素环 Ｒ上的可加映射 Ｌꎬ若满足对任意的 ｘ∈Ｒ
有 ２Ｌ(ｘ２)＝ Ｌ(ｘ)ｘ＋ｘＬ(ｘ)ꎬ则 Ｌ是中心化子. 随后ꎬＶｕｋｍａｎ[３]定义了一种广义的中心化子ꎬ即若环 Ｒ 上的

可加映射 Ｌ满足对任意的 ｘ∈Ｒ 有(ｍ＋ｎ)Ｌ(ｘ２)＝ ｍＬ(ｘ)ｘ＋ｎｘＬ(ｘ)(其中 ｍ 和 ｎ 是固定的整数且 ｍ＋ｎ≠
０)ꎬ则称 Ｌ为(ｍꎬｎ)－Ｊｏｒｄａｎ 中心化子ꎬＶｕｋｍａｎ 证明了当 ｍ≥１ 和 ｎ≥１ 时ꎬ６ｍｎ(ｍ＋ｎ) －无挠的素环上的

(ｍꎬｎ)－Ｊｏｒｄａｎ 中心化子是中心化子. Ｌｉ[４]证明了若 Ｌ 是套代数 Ａｌｇ(Ｎ)上的 Ｌｉｅ 中心化子ꎬ则存在 λ∈Ｆ
(Ｆ为数域)以及到中心且在交换子上为零的映射 ξꎬ使得对任意的算子 Ｔ∈Ａｌｇ(Ｎ)ꎬ有 Ｌ(Ｔ) ＝ λＴ＋

—３２—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉



南京师大学报(自然科学版) 第 ４２ 卷第 １ 期(２０１９ 年)

ξ(Ｔ) . 其他相关结论参见[５－１１] . 本文主要刻画了三角代数上的非线性(ｍꎬｎ)－Ｌｉｅ 中心化子. 在文中将

用到一些关于三角代数的概念性质如下:
设 Ａ和 Ｂ是交换环 Ｒ上有单位的代数ꎬＭ是单位的忠实(ＡꎬＢ)－双边模ꎬ即 Ｍ既是忠实左 Ａ－模又是

忠实右 Ｂ－模. 这里 Ｍ是忠实左 Ａ－模是指:如果对任意的 ａ∈Ａ且 ａＭ ＝ {０}ꎬ有 ａ ＝ ０. 忠实右 Ｂ－模的定义

类似. 称 Ｒ－代数

Ｕ＝ ｔｒｉ(ＡꎬＭꎬＢ)＝
ａ ｍ１

０ ｂ
æ

è
ç

ö

ø
÷ :ａ∈Ａꎬｍ１∈Ｍꎬｂ∈Ｂ{ }

在矩阵通常的加法与乘法运算下是一个三角代数. 用 Ｚ(Ｕ)表示 Ｕ的中心ꎬＺ(Ａ)和 Ｚ(Ｂ)表示 Ａ和 Ｂ
的中心. 由文献[１２]有

Ｚ(Ｕ)＝
ａ ０
０ ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ :ａｍ１ ＝ｍ１ｂꎬ∀ｍ１∈Ｍ{ }

在 Ｕ上定义两个自然投影 πＡ:Ｕ→Ａ和 πＢ:Ｕ→Ｂ如下:

πＡ:
ａ ｍ１

０ ｂ
æ

è
ç

ö

ø
÷ →ａ和 πＢ:

ａ ｍ１

０ ｂ
æ

è
ç

ö

ø
÷ →ｂꎬ

则 πＡ(Ｚ(Ｕ))⊆Ｚ(Ａ)和 πＢ(Ｚ(Ｕ))⊆Ｚ(Ｂ)ꎬ且存在唯一的代数同构

σ:πＡ(Ｚ(Ｕ))→πＢ(Ｚ(Ｕ))
使得对任意的 ｍ１∈Ｍꎬ有 ａｍ１ ＝ｍ１σ(ａ) .
设 １Ａ 和 １Ｂ 分别是代数 Ａ和 Ｂ中的单位元ꎬ１ 是三角代数 Ｕ中的单位元. 用 ｅ１ 和 ｅ２ 分别表示:

ｅ１ ＝
１Ａ ０
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ 和 ｅ２ ＝ １－ｅ１ ＝

０ ０
０ １Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

则由于 ｅ１Ｕｅ１ꎬｅ１Ｕｅ２ 和 ｅ２Ｕｅ２ 是 Ｕ的子代数且分别同构于 ＡꎬＭ和 Ｂꎬ从而三角代数 Ｕ在同构意义下可

以被分解成:
Ｕ＝ ｅ１Ｕｅ１＋ｅ１Ｕｅ２＋ｅ２Ｕｅ２ ＝Ａ＋Ｍ＋Ｂꎬ

进而对任意的 ｘ∈Ｕꎬ可以将 ｘ分解成 ｘ＝ａ＋ｍ１＋ｂꎬ其中 ａ∈Ａꎬｍ１∈Ｍ和 ｂ∈Ｂ.

２　 结果与证明

定理 １　 设 ｍꎬｎ是固定的整数且(ｍ＋ｎ)(ｍ－ｎ)≠０ꎬＵ是一个 ｜ (ｍ＋ｎ)(ｍ－ｎ) ｜ －无挠的三角代数且满

足 πＡ(Ｚ(Ｕ))＝ Ｚ(Ａ)和 πＢ(Ｚ(Ｕ))＝ Ｚ(Ｂ) . 若 Ｌ是 Ｕ上的一个非线性(ｍꎬｎ)－Ｌｉｅ 中心化子ꎬ则存在一个

中心元 λ和一个到 Ｕ的中心且在交换子上为零的映射 ξ使得对任意的 ｘ∈Ｕꎬ有 Ｌ(ｘ)＝ λｘ＋ξ(ｘ) .
为证定理 １ꎬ我们需要以下几个引理.
引理 １　 若 Ｌ是 Ｕ上的一个非线性(ｍꎬｎ)－Ｌｉｅ 中心化子ꎬ则
( ｉ)Ｌ(０)＝ ０ꎻ
( ｉｉ)ｅ１Ｌ(ｅ１)ｅ１∈Ｚ(Ａ)ꎬｅ２Ｌ(ｅ１)ｅ２∈Ｚ(Ｂ)ꎻ
( ｉｉｉ)ｅ１Ｌ(ｅ２)ｅ１∈Ｚ(Ａ)ꎬｅ２Ｌ(ｅ２)ｅ２∈Ｚ(Ｂ)ꎻ
( ｉｖ)ｅ１Ｌ(ｅ１)ｅ２ ＝ ｅ１Ｌ(ｅ２)ｅ２ ＝ ０.
证明　 ( ｉ)由于 Ｌ是 Ｕ上的一个非线性(ｍꎬｎ)－Ｌｉｅ 中心化子ꎬ从而对任意的 ｘꎬｙ∈Ｕꎬ有

(ｍ＋ｎ)Ｌ([ｘꎬｙ])＝ ｍ[Ｌ(ｘ)ꎬｙ]＋ｎ[ｘꎬＬ(ｙ)]ꎬ (１)
在式(１)中取 ｘ＝ ｙ＝ ０ꎬ则有 (ｍ＋ｎ)Ｌ(０)＝ ｍ[Ｌ(０)ꎬ０]＋ｎ[０ꎬＬ(０)] ＝ ０ꎬ因为 ｍ＋ｎ≠０ꎬ从而 Ｌ(０)＝ ０.
( ｉｉ)对任意的 ａ∈Ａꎬ在式(１)中取 ｘ＝ａ和 ｙ＝ ｅ１ꎬ得

０＝ｍ[Ｌ(ａ)ꎬｅ１]＋ｎ[ａꎬＬ(ｅ１)] ＝ｍ(Ｌ(ａ)ｅ１－Ｌ(ａ))＋ｎ(ａＬ(ｅ１)－Ｌ(ｅ１)ａ)ꎬ
这蕴含了对任意的 ａ∈Ａꎬ有 ｎ(ａｅ１Ｌ(ｅ１) ｅ１ －ｅ１Ｌ( ｅ１) ｅ１ａ)＝ ０. 类似地ꎬ在式(１)中取 ｘ ＝ ｅ１ 和 ｙ ＝ ａꎬ得

ｍ(ａｅ１Ｌ(ｅ１)ｅ１－ｅ１Ｌ(ｅ１)ｅ１ａ)＝ ０. 因而有

(ｍ＋ｎ)(ａｅ１Ｌ(ｅ１)ｅ１－ｅ１Ｌ(ｅ１)ｅ１ａ)＝ ０ꎬ
于是得 ａｅ１Ｌ(ｅ１)ｅ１ ＝ ｅ１Ｌ(ｅ１)ｅ１ａꎬ故 ｅ１Ｌ(ｅ１)ｅ１∈Ｚ(Ａ) . 同理可证 ｅ２Ｌ(ｅ１)ｅ２∈Ｚ(Ｂ)和( ｉｉｉ) .

—４２—
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( ｉｖ)在式(１)中取 ｘ＝ ｙ＝ ｅ１ꎬ则有

０＝ｍ[Ｌ(ｅ１)ꎬｅ１]＋ｎ[ｅ１ꎬＬ(ｅ１)] ＝ｍ(Ｌ(ｅ１)ｅ１－ｅ１Ｌ(ｅ１))＋ｎ(ｅ１Ｌ(ｅ１)－Ｌ(ｅ１)ｅ１)ꎬ
由此可得(ｍ－ｎ)ｅ１Ｌ(ｅ１)ｅ２ ＝ ０. 由于 ｍ－ｎ≠０ꎬ从而 ｅ１Ｌ(ｅ１)ｅ２ ＝ ０. 同理可证 ｅ１Ｌ(ｅ２)ｅ２ ＝ ０. 证毕.
引理 ２　 若 Ｌ是 Ｕ上的一个非线性(ｍꎬｎ)－Ｌｉｅ 中心化子ꎬ则 Ｌ(Ａ)⊆Ａ＋ＢꎬＬ(Ｂ)⊆Ａ＋Ｂ且 Ｌ(Ｍ)⊆Ｍ.
证明　 对任意的 ｘ∈Ａ∪Ｂꎬ由引理 １ 得 Ｌ( ｅ１) ｘ－ｘＬ( ｅ１) ＝ ０ꎬ从而由式(１)可得 ０ ＝ｍ[Ｌ( ｅ１)ꎬｘ] ＋

ｎ[ｅ１ꎬＬ(ｘ)] ＝ｎｅ１Ｌ(ｘ)ｅ２ . 类似地ꎬ由式(１)可得 ｍｅ１Ｌ(ｘ)ｅ２ ＝ ０ꎬ因此 (ｍ＋ｎ)ｅ１Ｌ(ｘ)ｅ２ ＝ ０. 所以有 Ｌ(Ａ)⊆Ａ＋
ＢꎬＬ(Ｂ)⊆Ａ＋Ｂ.

对任意的 ｍ１∈Ｍꎬ由式(１)可得

(ｍ＋ｎ)Ｌ(ｍ１)＝ ｍ[Ｌ(ｅ１)ꎬｍ１]＋ｎ[ｅ１ꎬＬ(ｍ１)] ＝ｍ(Ｌ(ｅ１)ｍ１－ｍ１Ｌ(ｅ１))＋ｎ(ｅ１Ｌ(ｍ１)－Ｌ(ｍ１)ｅ１)ꎬ
这蕴含了(ｍ＋ｎ)ｅ１Ｌ(ｍ１)ｅ１ ＝(ｍ＋ｎ)ｅ２Ｌ(ｍ１)ｅ２ ＝ ０ꎬ从而

ｅ１Ｌ(ｍ１)ｅ１ ＝ ｅ２Ｌ(ｍ１)ｅ２ ＝ ０ꎬ
所以有 Ｌ(Ｍ)⊆Ｍ. 证毕.
引理 ３　 若 Ｌ是 Ｕ上的一个非线性(ｍꎬｎ)－Ｌｉｅ 中心化子ꎬ则对任意的 ａ∈Ａ 和 ｂ∈Ｂꎬ有 ｅ２Ｌ(ａ) ｅ２∈

Ｚ(Ｂ)和 ｅ１Ｌ(ｂ)ｅ１∈Ｚ(Ａ) .
证明　 对任意的 ａ∈Ａ和 ｂ∈Ｂꎬ由式(１)可得

０＝ｍ[Ｌ(ａ)ꎬｂ]＋ｎ[ａꎬＬ(ｂ)] ＝ｍ(Ｌ(ａ)ｂ－ｂＬ(ａ))＋ｎ(ａＬ(ｂ)－Ｌ(ｂ)ａ)ꎬ
这蕴含了

ｍ(ｅ２Ｌ(ａ)ｅ２ｂ－ｂｅ２Ｌ(ａ)ｅ２)＝ ０ 和 ｎ(ａｅ１Ｌ(ｂ)ｅ１－ｅ１Ｌ(ｂ)ｅ１ａ)＝ ０ꎬ
类似地ꎬ由式(１)可得

ｎ(ｅ２Ｌ(ａ)ｅ２ｂ－ｂｅ２Ｌ(ａ)ｅ２)＝ ０ 和 ｍ(ａｅ１Ｌ(ｂ)ｅ１－ｅ１Ｌ(ｂ)ｅ１ａ)＝ ０ꎬ
因而有

ａｅ１Ｌ(ｂ)ｅ１ ＝ ｅ１Ｌ(ｂ)ｅ１ａꎬ∀ａ∈Ａ 和 ｂｅ２Ｌ(ａ)ｅ２ ＝ ｅ２Ｌ(ａ)ｅ２ｂꎬ∀ｂ∈Ｂꎬ
于是有

ｅ２Ｌ(ａ)ｅ２∈Ｚ(Ｂ) 和 ｅ１Ｌ(ｂ)ｅ１∈Ｚ(Ａ) .
证毕.
注 １　 对任意的 ａ∈Ａ和 ｂ∈Ｂꎬ分别定义映射 ξ１ 和 ξ２ 如下:

ξ１(ａ)＝ ｅ２Ｌ(ａ)ｅ２和 ξ２(ｂ)＝ ｅ１Ｌ(ｂ)ｅ１ꎬ
则由引理 ３ 知ꎬξ１:Ａ→Ｚ(Ｂ)和 ξ２:Ｂ→Ｚ(Ａ)且对任意的 ａ１ꎬａ２∈Ａꎬ
由式(１)有

(ｍ＋ｎ)ξ１([ａ１ꎬａ２])＝ (ｍ＋ｎ)ｅ２Ｌ([ａ１ꎬａ２])ｅ２ ＝ ｅ２(ｍ＋ｎ)Ｌ([ａ１ꎬａ２])ｅ２ ＝
ｍｅ２[Ｌ(ａ１)ꎬａ２]ｅ２＋ｎｅ２[ａ１ꎬＬ(ａ２)]ｅ２ ＝ ０ꎬ

故 ξ１([ＡꎬＡ])＝ ０. 同理可证 ξ２([ＢꎬＢ])＝ ０.
设 σ:Ｚ(Ａ)→Ｚ(Ｂ)是一个代数同构且对任意的 ｍ１∈Ｍꎬａｍ１ ＝ｍ１σ(ａ) . 对任意的 ｘ∈Ｕꎬ定义映射

ξ３:Ｕ→Ｕ 如下:
ξ３(ｘ)＝ σ

－１(ξ１(ｅ１ｘｅ１))＋ξ２(ｅ２ｘｅ２)＋ξ１(ｅ１ｘｅ１)＋σ(ξ２(ｅ２ｘｅ２))ꎬ
容易验证 ξ３ 是一个从 Ｕ到 Ｚ(Ｕ)的映射且 ξ３([ＵꎬＵ])＝ ０. 对任意的 ｘ∈Ｕꎬ定义映射 Ｄ:Ｕ→Ｕ如下:

Ｄ(ｘ)＝ Ｌ(ｘ)－ξ３(ｘ)ꎬ
则 Ｄ也是 Ｕ上的一个非线性(ｍꎬｎ)－Ｌｉｅ 中心化子.
引理 ４　 设 Ｄ是注 １ 中所定义的映射ꎬ则 Ｄ(Ａ)⊆ＡꎬＤ(Ｂ)⊆Ｂ和 Ｄ(Ｍ)⊆Ｍ.
证明　 对任意的 ａ∈Ａꎬ由引理 ２ 及 Ｄ的定义ꎬ有
Ｄ(ａ)＝ Ｌ(ａ)－ξ３(ａ)＝ ｅ１Ｌ(ａ)ｅ１＋ｅ２Ｌ(ａ)ｅ２－ξ１(ａ)－σ

－１(ξ１(ａ))＝ ｅ１Ｌ(ａ)ｅ１－σ
－１(ξ１(ａ))∈Ａꎬ

因此ꎬＤ(Ａ)⊆Ａ. 类似地ꎬ可以证明 Ｄ(Ｂ)⊆Ｂ. 对任意的 ｍ１∈Ｍꎬ由于 Ｄ(ｍ１) ＝ Ｌ(ｍ１) －ξ３(ｍ１) ＝
Ｌ(ｍ１)∈Ｍꎬ从而 Ｄ(Ｍ)⊆Ｍ. 证毕.

引理 ５　 设 Ｄ是注 １ 中所定义的映射ꎬ则存在一个中心元 λ使得对任意的 ａ１∈Ａꎬｍ１∈Ｍ和 ｂ１∈Ｂ 有

Ｄ(ｍ１)＝ λｍ１ꎬＤ(ａ１)＝ λａ１ 和 Ｄ(ｂ１)＝ λｂ１ .
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证明　 对任意的 ｍ１∈Ｍꎬ由式(１)及引理 ４ꎬ一方面ꎬ
ｍＤ(ｍ１)＋ｎｍ１Ｄ(ｅ２)＝ (ｍ＋ｎ)Ｄ(ｍ１)＝ ｍＤ(ｅ１)ｍ１＋ｎＤ(ｍ１)ꎬ (２)

另一方面ꎬ
ｍｍ１Ｄ(ｅ２)＋ｎＤ(ｍ１)＝ －(ｍ＋ｎ)Ｄ(－ｍ１)＝ ｍＤ(ｍ１)＋ｎＤ(ｅ１)ｍ１ . (３)

由式(２)和(３)ꎬ得(ｍ＋ｎ)ｍ１Ｄ(ｅ２)＝ (ｍ＋ｎ)Ｄ(ｅ１)ｍ１ꎬ∀ｍ１∈Ｍꎬ因而

Ｄ(ｅ１)ｍ１ ＝ｍ１Ｄ(ｅ２)ꎬ∀ｍ１∈Ｍꎬ (４)
进而由式(２)和(４)ꎬ得

Ｄ(ｅ１)ｍ１ ＝Ｄ(ｍ１)＝ ｍ１Ｄ(ｅ２)ꎬ∀ｍ１∈Ｍꎬ (５)
且根据式(４)和引理 ４ꎬ有 Ｄ(ｅ１)＋Ｄ(ｅ２)∈Ｚ(Ｕ) . 令 λ＝Ｄ(ｅ１)＋Ｄ(ｅ２)ꎬ
则由式(５)和引理 ４ 可得

λｍ１ ＝Ｄ(ｅ１)ｍ１ ＝ｍ１Ｄ(ｅ２)＝ Ｄ(ｍ１)＝ ｍ１λꎬ∀ｍ１∈Ｍꎬ (６)
因此ꎬ由引理 ４ꎬ式(１)及(６)ꎬ对任意的 ａ１∈Ａꎬｍ１∈Ｍꎬ有

(ｍ＋ｎ)λａ１ｍ１ ＝(ｍ＋ｎ)Ｄ(ａ１ｍ１)＝ ｍ[Ｄ(ａ１)ꎬｍ１]＋ｎ[ａ１ꎬＤ(ｍ１)] ＝ｍＤ(ａ１)ｍ１＋ｎλａ１ｍ１ꎬ
因而有 ｍλａ１ｍ１ ＝ｍＤ(ａ１)ｍ１ꎬ同理可得 ｎλａ１ｍ１ ＝ｎＤ(ａ１)ｍ１ . 从而有

(ｍ＋ｎ)(λａ１ｍ１－Ｄ(ａ１)ｍ１)＝ ０ꎬ∀ｍ１∈Ｍꎬ
进而由 Ｍ的忠实性及引理 ４ꎬ得

Ｄ(ａ１)＝ λａ１ꎬ∀ａ１∈Ａ.
类似地可证明 Ｄ(ｂ１)＝ λｂ１ꎬ∀ｂ１∈Ｂ. 证毕.
引理 ６　 设 Ｄ是注 １ 中所定义的映射ꎬ则对任意的 ａ１∈Ａꎬｍ１∈Ｍ和 ｂ１∈Ｂ有

Ｄ(ａ１＋ｍ１＋ｂ１)－Ｄ(ａ１)－Ｄ(ｍ１)－Ｄ(ｂ１)∈Ｚ(Ｕ) .
证明　 对任意的 ａ１∈Ａꎬｍ１ꎬｍ２∈Ｍ和 ｂ１∈Ｂꎬ由式(１)及引理 ４ꎬ有

(ｍ＋ｎ)Ｄ(ａ１ｍ２－ｍ２ｂ１)＝ (ｍ＋ｎ)Ｄ([ａ１＋ｍ１＋ｂ１ꎬｍ２])＝ ｍ[Ｄ(ａ１＋ｍ１＋ｂ１)ꎬｍ２]＋ｎ[ａ１＋ｍ１＋ｂ１ꎬＤ(ｍ２)] ＝
ｍ[Ｄ(ａ１＋ｍ１＋ｂ１)ꎬｍ２]＋ｎａ１Ｄ(ｍ２)－ｎＤ(ｍ２)ｂ１ꎬ

从而有引理 ４ 和引理 ５ꎬ得
ｍ[Ｄ(ａ１)ꎬｍ２]＋ｍ[Ｄ(ｂ１)ꎬｍ２] ＝ｍ[Ｄ(ａ１＋ｍ１＋ｂ１)ꎬｍ２]ꎬ

同理可得 ｎ[Ｄ(ａ１)ꎬｍ２]＋ｎ[Ｄ(ｂ１)ꎬｍ２] ＝ｎ[Ｄ(ａ１＋ｍ１＋ｂ１)ꎬｍ２]ꎬ从而有

(ｍ＋ｎ)[Ｄ(ａ１＋ｍ１＋ｂ１)－Ｄ(ａ１)－Ｄ(ｂ１)ꎬｍ２] ＝ ０ꎬ∀ｍ２∈Ｍꎬ
进而由 Ｕ中心的定义及引理 ４ꎬ得

ｅ１Ｄ(ａ１＋ｍ１＋ｂ１)ｅ１－Ｄ(ａ１)＋ｅ２Ｄ(ａ１＋ｍ１＋ｂ１)ｅ２－Ｄ(ｂ１)∈Ｚ(Ｕ)ꎬ (７)
下证 ｅ１Ｄ(ａ１＋ｍ１＋ｂ１)ｅ２ ＝Ｄ(ｍ１) . 对任意的 ａ１∈Ａꎬｍ１∈Ｍ和 ｂ１∈Ｂꎬ由引理 ４ 和引理 ５ꎬ得

(ｍ＋ｎ)Ｄ(ｍ１)＝ (ｍ＋ｎ)Ｄ([ｅ１ꎬａ１＋ｍ１＋ｂ１])＝ ｍ[Ｄ(ｅ１)ꎬａ１＋ｍ１＋ｂ１]＋ｎ[ｅ１ꎬＤ(ａ１＋ｍ１＋ｂ１)] ＝
ｍＤ(ｅ１)ｍ１＋ｎ[ｅ１ꎬＤ(ａ１＋ｍ１＋ｂ１)] ＝ｍＤ(ｍ１)＋ｎ[ｅ１ꎬＤ(ａ１＋ｍ１＋ｂ１)]ꎬ

从而有 ｎＤ(ｍ１)＝ ｎ[ｅ１ꎬＤ(ａ１＋ｍ１＋ｂ１)] . 同理可得

ｍＤ(ｍ１)＝ ｍ[ｅ１ꎬＤ(ａ１＋ｍ１＋ｂ１)] .
从而有

(ｍ＋ｎ)Ｄ(ｍ１)＝ (ｍ＋ｎ)[ｅ１ꎬＤ(ａ１＋ｍ１＋ｂ１)]ꎬ
进而有

Ｄ(ｍ１)＝ ｅ１Ｄ(ａ１＋ｍ１＋ｂ１)ｅ２ꎬ (８)
从而由式(７)和(８)ꎬ得

Ｄ(ａ１＋ｍ１＋ｂ１)－Ｄ(ａ１)－Ｄ(ｍ１)－Ｄ(ｂ１)∈Ｚ(Ｕ) .
证毕.
定理 １ 的证明　 对任意的 ｘ∈Ｕꎬ由引理 ６ꎬ定义映射 ξ４:Ｕ→Ｚ(Ｕ)如下:

ξ４(ｘ)＝ Ｄ(ｘ)－Ｄ(ｅ１ｘｅ１)－Ｄ(ｅ１ｘｅ２)－Ｄ(ｅ２ｘｅ２)ꎬ
则容易验证 ξ４ 在交换子上为零. 事实上ꎬ对任意的 ｘ∈Ｕꎬ由 ξ４ 的定义及引理 ４ 可得 ｅ１ξ４( ｘ) ｅ１ ＝

ｅ１Ｄ(ｘ)ｅ１－Ｄ(ｅ１ｘｅ１)∈Ｚ(Ａ)ꎬ从而对任意的 ｘꎬｙ∈Ｕꎬ由式(１)及引理 ４ 可得
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(ｍ＋ｎ)ｅ１ξ４(ｘｙ－ｙｘ)ｅ１ ＝(ｍ＋ｎ)(ｅ１Ｄ([ｘꎬｙ])ｅ１)－(ｍ＋ｎ)Ｄ([ｅ１ｘｅ１ꎬｅ１ｙｅ１])＝ ｍｅ１[Ｄ(ｘ)ꎬｙ]ｅ１＋
ｎｅ１[ｘꎬＤ(ｙ)]ｅ１－ｍ[Ｄ(ｅ１ｘｅ１)ꎬｅ１ｙｅ１]－ｎ[ｅ１ｘｅ１ꎬＤ(ｅ１ｙｅ１)] ＝ｍ[ｅ１Ｄ(ｘ)ｅ１ꎬｅ１ｙｅ１]＋ｎ[ｅ１ｘｅ１ꎬｅ１Ｄ(ｙ)ｅ１]－

ｍ[Ｄ(ｅ１ｘｅ１)ꎬｅ１ｙｅ１]－ｎ[ｅ１ｘｅ１ꎬＤ(ｅ１ｙｅ１)] ＝ｍ[ｅ１ξ４(ｘ)ｅ１ꎬｅ１ｙｅ１]＋ｎ[ｅ１ｘｅ１ꎬｅ１ξ４(ｙ)ｅ１] ＝ ０ꎬ
因此ꎬｅ１ξ４(ｘｙ－ｙｘ)ｅ１ ＝ ０. 类似地ꎬ可证 ｅ２ξ４(ｘｙ－ｙｘ)ｅ２ ＝ ０ꎬ从而 ξ４(ｘｙ－ｙｘ)＝ ０.
再定义映射 Φ:Ｕ→Ｕ为:Φ(ｘ)＝ Ｄ(ｘ)－ξ４(ｘ)ꎬ∀ｘ∈Ｕ. 则对任意的 ｘ∈Ｕꎬ由 ξ４ 的定义及引理 ５ꎬ有

Φ(ｘ)＝ Ｄ(ｘ)－ξ４(ｘ)＝ Ｄ(ｅ１ｘｅ１)＋Ｄ(ｅ１ｘｅ２)＋Ｄ(ｅ２ｘｅ２)＝ λｅ１ｘｅ１＋λｅ１ｘｅ２＋λｅ２ｘｅ２ ＝λｘꎬ
因而由映射 Ｄ和 Φ的定义有ꎬＬ(ｘ)＝ λｘ＋ξ(ｘ)ꎬ∀ｘ∈Ｕ. (其中 ξ(ｘ)＝ ξ３(ｘ)＋ξ４(ｘ)ꎬ∀ｘ∈Ｕ) . 证毕.
由于套代数和上三角分块矩阵代数是两类特殊的三角代数ꎬ因此作为定理 １ 的应用有以下两个结论.
设 ｋꎬｐꎬｑ是任意的 ３ 个正整数ꎬ且 ｐ≥２ꎬｑ≤ｐꎬＭｐ×ｋ(Ｒ)是有单位元的交换环 Ｒ 上所有 ｐ×ｋ 阶矩阵ꎬ则

上三角分块矩阵代数 Ｔ􀭰ｋ
ｐ(Ｒ)是 Ｍｐ(Ｒ)的一个子代数且 Ｔ􀭰ｋ

ｐ(Ｒ)中的矩阵有如下形式:
Ｍｋ１(Ｒ) Ｍｋ１×ｋ２(Ｒ) 􀆺 Ｍｋ１×ｋｑ(Ｒ)

０ Ｍｋ２(Ｒ) 􀆺 Ｍｋ２×ｋｑ(Ｒ)

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
０ ０ 􀆺 Ｍｋｑ(Ｒ)

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

ꎬ

式中ꎬ􀭰ｋ＝(ｋ１ꎬｋ２ꎬ􀆺ｋｑ)ꎬｋ１＋ｋ２＋􀆺ｋｉ􀆺＋ｋｑ ＝ ｐꎬｋｉꎬｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ｑ是正整数.
设 Ｈ是数域 Ｆ上一个维数大于 １ 的 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间. Ｂ(Ｈ)表示 Ｈ 上全体有界线性算子ꎬＮ 表示 Ｈ 中一

个包含 Ｂ(Ｈ)和{０}的全序闭子空间链ꎬ若 Ｎ在集合的交和闭线性张运算下封闭ꎬ则称 Ｎ为套ꎬ把 Ｎ＝ {Ｈꎬ
{０}}称为平凡套ꎬ套 Ｎ相应的套代数记为 Ａｌｇ(Ｎ)ꎬ定义为:

Ａｌｇ(Ｎ)＝ {Ｔ∈Ｂ(Ｈ):ＴＸ⊆Ｘꎬ∀Ｘ∈Ｎ} .
推论 １　 设 ｍꎬｎ是固定的整数且(ｍ＋ｎ)(ｍ－ｎ)≠０ꎬＴ􀭰ｋ

ｐ(Ｒ)是一个 ｜ (ｍ＋ｎ)(ｍ－ｎ) ｜ －无挠的块上三角

矩阵代数. 若 Ｌ是 Ｔ􀭰ｋ
ｐ(Ｒ)上的一个非线性(ｍꎬｎ)－Ｌｉｅ 中心化子ꎬ则存在 λ∈Ｒ以及一个在 Ｔ􀭰ｋ

ｐ(Ｒ)的交换子

上为零的映射 ξ:Ｔ􀭰ｋ
ｐ(Ｒ)→Ｒ使得对任意的矩阵 Ｑ∈Ｔ􀭰ｋ

ｐ(Ｒ)ꎬ有 Ｌ(Ａ)＝ λＡ＋ξ(Ａ)Ｅｐ .
式中ꎬＥｐ 是 Ｔ􀭰ｋ

ｐ(Ｒ)中的单位矩阵.
推论 ２　 设 ｍꎬｎ是固定的整数且(ｍ＋ｎ) (ｍ－ｎ)≠０ꎬＮ 是无限维 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间 Ｈ 中的一个非平凡套ꎬ

Ａｌｇ(Ｎ)是套 Ｎ相应的套代数. 若 Ｌ是 Ａｌｇ(Ｎ)上的一个非线性(ｍꎬｎ)－Ｌｉｅ 中心化子ꎬ则存在 λ∈Ｆ以及一个

在 Ａｌｇ(Ｎ)的交换子上为零的映射 ξ:Ａｌｇ(Ｎ)→Ｆ使得对任意的算子 Ｔ∈Ａｌｇ(Ｎ)ꎬ有 Ｌ(Ｔ)＝ λＴ＋ξ(Ｔ)Ｉ.
式中ꎬＩ是恒等算子.
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