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Ｍｅｎｇｅｒ ＰＭ 空间中隐含 ϕ－压缩自映射的

一致点若干结果

宋明亮

(江苏第二师范学院数学与信息技术学院ꎬ江苏 南京 ２１００１３)

[摘要] 　 本文利用 Γ－型实函数ꎬ在 Ｍｅｎｇｅｒ ＰＭ 空间中建立了一些满足隐含 ϕ－压缩自映射的一致点和重合不动

点定理. 作为应用ꎬ我们得到了度量空间中一些满足隐含 ϕ－压缩自映射的一致点和重合不动点定理.
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度量空间中两个映射的一致点及其应用首先被 Ｊｕｎｇｃｋ 在文献[１－２]考虑ꎬ随后许多学者分别在度量

空间中获得各种类型映射的一致点结论ꎬ关于各种一致点理论的讨论与应用我们可以参考文献[３－５] . 最

近ꎬ一些学者在 Ｍｅｎｇｅｒ 概率度量空间(简记为 Ｍｅｎｇｅｒ ＰＭ 空间)上给出了重合点与一致点的存在性和唯

一性的一些新的结果ꎬ作为例子我们可以参考文献[６－８] .
众所周知ꎬＭｅｎｇｅｒ ＰＭ 空间是度量空间的一个重要的推广. 本文的目的是在 Ｍｅｎｇｅｒ ＰＭ 空间中利用

Γ－型实函数研究 ４ 个满足隐含 ϕ－压缩自映射的一致点与重合不动点的存在性和唯一性问题ꎬ获得几个

有用的结论.同时ꎬ我们给出度量空间中相应的结论ꎬ并且指出本文的结果改进和发展了文献[１－５]中度

量空间中有关的结论.

１　 预备知识

贯穿本文ꎬ设 Ｒ＝(－∞ ꎬ＋∞ )ꎬＲ＋ ＝ [０ꎬ＋∞ )ꎬＮ 是自然数集. 下面让我们回忆一些 Ｍｅｎｇｅｒ ＰＭ 空间的

定义和结论.(有关术语参阅文献[８－１０])
如果映射 Ｆ:Ｒ→Ｒ＋是非减的和左连续的ꎬ且 ｓｕｐｔ∈ＲＦ( ｔ)＝ １ꎬｉｎｆｔ∈ＲＦ( ｔ)＝ ０ꎬ则称 Ｆ 是分布函数ꎬ其全

体记为 Δ. 满足 Ｆ(０)＝ ０ 的全体记为 Δ０ꎬΔ０ 中特殊元素 Ｈ定义为 Ｈ( ｔ)＝
０ꎬ ｔ≤０
１ꎬ ｔ>０.{ 如果 Δ:[０ꎬ１]×[０ꎬ１]→

[０ꎬ１]满足:Δ(ａꎬ１)＝ ａꎻΔ(ａꎬｂ)＝ Δ(ｂꎬａ)ꎻａ≥ｂꎬｃ≥ｄ⇒Δ(ａꎬｃ)≥Δ(ｂꎬｄ)ꎻΔ(ａꎬΔ(ｂꎬｃ))＝ Δ(Δ(ａꎬｂ)ꎬｃ) . 则
称 Δ为一个 ｔ－模.

—５４—
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定义 １[９] 　 设(ＸꎬＦꎬΔ)是一个 Ｍｅｎｇｅｒ ＰＭ 空间. 如果 Ｘ是一个非空集ꎬΔ是一个 ｔ－模ꎬ
Ｆ:Ｘ×Ｘ→Δ０ 满足如下条件(对 ｘꎬｙ∈Ｘꎬ我们记 Ｆ(ｘꎬｙ)为 Ｆｘꎬｙ):
(ＰＭ－１)Ｆｘꎬｙ( ｔ)＝ Ｈ( ｔ)ꎬ　 ∀ｔ∈Ｒ 当且仅当 ｘ＝ ｙꎻ
(ＰＭ－２)Ｆｘꎬｙ( ｔ)＝ Ｆｙꎬｘ( ｔ)ꎬ　 ∀ｔ∈Ｒꎬ　 ∀ｘ、ｙ∈Ｘꎻ
(ＰＭ－３)Ｆｘꎬｙ( ｔ＋ｓ)≥Δ(Ｆｚꎬｘ( ｔ)ꎬＦｙꎬｚ( ｓ))ꎬ　 ∀ｔ、ｓ∈Ｒ＋ꎬ　 ∀ｘ、ｙ、ｚ∈Ｘ.
注 １　 Ｓｃｈｗｅｉｚｅｒ Ｂ[９]等指出如果 ｔ－模满足 ｓｕｐ０<ｔ<１Δ( ｔꎬｔ)＝ １ꎬ则(ＸꎬＦꎬΔ)在(εꎬλ) －拓扑下是一个

Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 拓扑空间. 同时指出ꎬ(ＸꎬＦꎬΔ)中序列{ｘｎ}如果满足:对任意的 ε>０ 及 λ∈(０ꎬ１]ꎬ存在 Ｎ(εꎬλ)∈Ｎꎬ
当 ｎ、ｍ>Ｎ时ꎬＦｘｎꎬｘｍ(ε)>１－λ. 则它是一个 Ｃａｕｃｈｙ 列. 如果 ｌｉｍ

ｎ→∞
Ｆｘｎꎬｘ( ｔ)＝ １ꎬ∀ｔ∈Ｒ＋ꎬ则称{ｘｎ}收敛于 ｘ. 如

果(ＸꎬＦꎬΔ)是完备的ꎬ则(ＸꎬＦꎬΔ)中每一个 Ｃａｕｃｈｙ 列都收敛.
引理 １[９－１０] 　 设(Ｘꎬｄ)是一个度量空间. 定义 Ｆ:Ｘ×Ｘ→Δ０ 如下

Ｆ(ｘꎬｙ)( ｔ)＝ Ｆｘꎬｙ( ｔ)＝ Ｈ( ｔ－ｄ(ｘꎬｙ))ꎬ　 ∀ｘ、ｙ∈Ｘꎬ∀ｔ>０. (１)
则(ＸꎬＦꎬｍｉｎ)是一个被(Ｘꎬｄ)诱导的 Ｍｅｎｇｅｒ ＰＭ 空间ꎬ如果(Ｘꎬｄ)完备ꎬ可知(ＸꎬＦꎬｍｉｎ)也完备.
引理 ２[８] 　 设(ＸꎬＦꎬΔ)是 Ｍｅｎｇｅｒ ＰＭ 空间. 对任一 λ∈(０ꎬ１]ꎬ定义 ｄλ:Ｘ×Ｘ→Ｒ＋为

ｄλ(ｘꎬｙ)＝ ｉｎｆ{ ｔ>０:Ｆｘꎬｙ( ｔ)>１－λ}ꎬ　 ｘ、ｙ∈Ｘ. (２)
则有

(１)ｄλ(ｘꎬｙ)<ｔ⇔Ｆｘꎬｙ( ｔ)>１－λꎻ
(２)如果 Δ＝ｍｉｎꎬ则对每个 λ∈(０ꎬ１]有 ｄλ(ｘꎬｙ)≤ｄλ(ｘꎬｚ)＋ｄλ( ｚꎬｙ)ꎬ　 ∀ｘ、ｙ、ｚ∈Ｘ.
注 ２　 注意到引理 ２ 的(２)ꎬ不难得到对每个 λ∈(０ꎬ１]ꎬｄλ(􀅰)是连续的.
定义 ２[１ꎬ２] 　 设 ｆ、ｇ是 Ｘ中两个自映射. 如果对一些 ｘ∈Ｘ 有 ｗ ＝ ｆｘ ＝ ｇｘ. 则称 ｘ 是 ｆ、ｇ 的一个一致点ꎬ

ｗ是 ｆ、ｇ在一致处的点.
定义 ３[１ꎬ２] 　 如果 Ｍｅｎｇｅｒ ＰＭ 空间(ＸꎬＦꎬΔ)中的两个自映射 ｆ、ｇ 在它的一致点处是可交换的ꎬ则称

ｆ、ｇ为弱相容的ꎬ意味着如果 ｆｘ＝ｇｘꎬ则 ｇｆｘ＝ ｆｇｘ.

定义 ４　 设 ϕ:Ｒ＋→Ｒ＋是不减函数ꎬϕｎ( ｔ)是 ϕ( ｔ)的 ｎ 次迭代ꎬ且满足 ∑
∞

ｎ ＝ ０
ϕｎ( ｔ)收敛. 记它的全体为

Φ. 另外ꎬ设函数 φ:Ｒ＋→Ｒ＋满足不减ꎬφ(０)＝ ０ꎬ存在 Ｍ>０ꎬ对任意的 ｔ≥０ꎬ有 φ( ｔ)≤Ｍｔ.记它的全体为 Φ０ .
注 ３　 由文献[７]可知ꎬ如果 ϕ∈Φꎬ则 ϕ( ｔ)<ｔ( ｔ>０)ꎬ且 ϕ(０)＝ ０. 即 Φ⊂Φ０ .
定义 ５　 设一个上半连续函数 Ｇ:Ｒ＋

５→Ｒ＋满足如下条件:
(１)Ｇ关于第四和第五变元不减ꎻ
(２)存在 φ１、φ２∈Φ０ꎬ且 ϕ＝φ２ 􀳱φ１∈Φꎬ对任意的 ｕ、ｖ≥０ꎬ当 ｕ≤Ｇ( ｖꎬｕꎬｖꎬｖ＋ｕꎬ０)时ꎬ有 ｕ≤φ１( ｖ)ꎻ当

ｕ≤Ｇ(ｖꎬｖꎬｕꎬ０ꎬｖ＋ｕ)时ꎬ有 ｕ≤φ２(ｖ)ꎻ
(３)对于 ｕ≥０ꎬ当 ｕ≤Ｇ(ｕꎬ０ꎬ０ꎬｕꎬｕ)时ꎬ有 ｕ＝ ０.
则称函数 Ｇ是满足隐含 ϕ－压缩条件的ꎬ其全体记为 Γ.
下面我们给出一些例子说明定义 ５ 的有效性.
例 １　 设 ϕ∈Φ. 定义 Ｇ:Ｒ＋

５→Ｒ＋如 Ｇ( ｔ１ꎬｔ２ꎬｔ３ꎬｔ４ꎬｔ５)＝ ϕ( ｔ１) . 注意到 Φ⊂Φ０ꎬ不难证得 Ｇ∈Γ.
例 ２　 设 ａ∈(０ꎬ１ / ２５) . 定义 Ｇ:Ｒ＋

５→Ｒ＋如

Ｇ( ｔ１ꎬｔ２ꎬｔ３ꎬｔ４ꎬｔ５)＝
３
ａ( ｔ３１＋ｔ３２＋ｔ３３＋ｔ３４＋ｔ３５) .

如果 ｕ≤Ｇ(ｖꎬｕꎬｖꎬｖ＋ｕꎬ０)ꎬ则 ｕ３≤ａ(ｖ３＋ｕ３＋ｖ３＋(ｖ＋ｕ) ３) . 于是有

(１－ａ)ｕ３≤２ａｖ３＋ａ(ｖ＋ｕ) ３≤３ａ(ｖ＋ｕ) ３⇒ｕ≤
３ ３ａ / (１－ａ)

１－ ３ ３ａ / (１－ａ)
ｖ.

类似地ꎬ如果 ｕ≤Ｇ( ｖꎬｖꎬｕꎬ０ꎬｖ＋ｕ)ꎬ也有上式成立. 设 Ａ ＝
３ ３ａ / (１－ａ)

１－ ３ ３ａ / (１－ａ)
ꎬ注意到 Ａ∈(０ꎬ１)ꎬ于是有

φ１( ｔ)＝ Ａｔ＝φ２( ｔ)∈Φ⊂Φ０ . 不难证得 Ｇ∈Γ.
例 ３　 定义 Ｇ:Ｒ＋

５→Ｒ＋如

—６４—
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Ｇ( ｔ１ꎬｔ２ꎬｔ３ꎬｔ４ꎬｔ５)＝
ｔ１＋１

２０ｔ１＋２１
ｔ１＋

２ｔ１＋１
５ｔ１＋６

ｔ２＋
ｔ１＋１

２０ｔ１＋２１
ｔ３＋

ｔ１＋１
４０ｔ１＋４２

ｔ４＋
ｔ１＋１
２ｔ１＋３

ｔ５ .

如果 ｕ≤Ｇ(ｖꎬｕꎬｖꎬｖ＋ｕꎬ０)ꎬ则 ｕ≤ ｖ＋１
２０ｖ＋２１

ｖ＋２ｖ
＋１

５ｖ＋６
ｕ＋ ｖ

＋１
２０ｖ＋２１

ｖ＋ ｖ
＋１

４０ｖ＋４２
(ｖ＋ｕ) . 于是有

ｕ≤ １
２０
ｖ＋ ２

５
ｕ＋ １

２０
ｖ＋ １

４０
(ｖ＋ｕ)⇒ｕ≤ ５

２３
ｖ.

类似地ꎬ如果 ｕ≤Ｇ(ｖꎬｖꎬｕꎬ０ꎬｖ＋ｕ)ꎬ我们有 ｕ≤１９
９
ｖ. 设 φ１( ｔ)＝

５
２３
ｔꎬ　 φ２( ｔ)＝

１９
９
ｔꎬ注意到

１９
９
􀅰５
２３

<１ꎬ我们

有 φ１、φ２( ｔ)∈Φ０ꎬφ２ 􀳱φ１∈Φ. 不难证得 Ｇ∈Γ.
注 ４　 在定义 ５ 中ꎬ如果取 φ１( ｔ)＝ Ａｔꎬφ２( ｔ)＝ Ｂｔꎬ且 ０<ＡＢ<１ꎬＧ是连续的ꎬ则上述隐含关系函数就是文

献[１１]中的隐含关系函数. 注意到例 １ 中取 ϕ( ｔ)＝ ｔ
ｔ＋２

ꎬ满足我们的定义 ５ꎬ但是显然不满足文献[１１]中

的隐含关系函数. 故我们改进和推广了文献[１１]中的隐含关系函数.

２　 主要结果

定理 １　 设(ＸꎬＦꎬｍｉｎ)是 Ｍｅｎｇｅｒ ＰＭ 空间ꎬｆ、ｇ、Ｓ、Ｔ:Ｘ→Ｘ ４ 个自映射满足如下条件:
(ａ) ｆ(Ｘ)⊆Ｔ(Ｘ)ꎬｇ(Ｘ)⊂Ｓ(Ｘ)以及 ｆ(Ｘ)、ｇ(Ｘ)、Ｓ(Ｘ)、Ｔ(Ｘ)中至少有一个是 Ｘ的完备子集ꎻ
(ｂ)对任意的 ｘ、ｙ∈Ｘꎬ存在 Ｇ∈Γꎬ对任意的 ｕ、ｖ、ｗ、ｓ、ｔ≥０ 有

Ｆ ｆｘꎬｇｙ(Ｇ(ｕꎬｖꎬｗꎬｓꎬｔ))≥ｍｉｎ{ＦＳｘꎬＴｙ(ｕ)ꎬＦ ｆｘꎬＳｘ(ｖ)ꎬＦｇｙꎬＴｙ(ｗ)ꎬＦ ｆｘꎬＴｙ( ｓ)ꎬＦＳｘꎬｇｙ( ｔ)} . (３)
则{ ｆꎬＳ}和{ｇꎬＴ}在 Ｘ中有唯一的一致的点. 进一步地ꎬ如果{ ｆꎬＳ}和{ｇꎬＴ}是弱相容的ꎬ则 ｆ、ｇ、Ｓ、Ｔ

有唯一的重合不动点.
证明　 首先ꎬ我们证明对任意的 ｘ、ｙ∈Ｘ及 λ∈(０ꎬ１]ꎬ有

ｄλ( ｆｘꎬｇｙ)≤Ｇ ｄλ(ＳｘꎬＴｙ)ꎬｄλ( ｆｘꎬＳｘ)ꎬｄλ(ｇｙꎬＴｙ)ꎬｄλ( ｆｘꎬＴｙ)ꎬｄλ(Ｓｘꎬｇｙ)( ) . (４)
事实上ꎬ设 ｄλ(ＳｘꎬＴｙ)＝ ｕꎬｄλ( ｆｘꎬＳｘ)＝ ｖꎬｄλ(ｇｙꎬＴｙ)＝ ｗꎬｄλ( ｆｘꎬＴｙ)＝ ｓꎬｄλ(Ｓｘꎬｇｙ)＝ ｔ.据引理 ２ 的结论

(１)可知ꎬ对任意的 ε>０ꎬ有 ＦＳｘꎬＴｙ(ｕ＋ε)>１－λꎬＦ ｆｘꎬＳｘ(ｖ＋ε)>１－λꎬ
ＦｇｙꎬＴｙ(ｗ＋ε)>１－λꎬＦ ｆｘꎬＴｙ( ｓ＋ε)>１－λꎬＦＳｘꎬｇｙ( ｔ＋ε)>１－λ.

从(３)可得

Ｆ ｆｘꎬｇｙ(Ｇ(ｕ＋εꎬｖ＋εꎬｗ＋εꎬｓ＋εꎬｔ＋ε))>１－λ.
再据引理 ２ 的结论(１)ꎬ不难得到 ｄλ( ｆｘꎬｇｙ)<Ｇ(ｕ＋εꎬｖ＋εꎬｗ＋εꎬｓ＋εꎬｔ＋ε) . 注意到 Ｇ∈Γ 以及 Ｇ 的上

半连续性不难得到式(４) .
任取 ｘ０∈Ｘ. 由 ｆ(Ｘ)⊆Ｔ(Ｘ)ꎬｇ(Ｘ)⊂Ｓ(Ｘ)ꎬ我们知道存在 ｘ１、ｘ２∈Ｘ使得

ｆｘ０ ＝Ｔｘ１ꎬｇｘ１ ＝Ｓｘ２ .
据归纳法我们能够得到 Ｘ中的两个序列{ｘｎ}和{ｙｎ}满足

ｙ２ｎ＋１ ＝ ｆｘ２ｎ ＝Ｔｘ２ｎ＋１ꎬ
ｙ２ｎ＋２ ＝ｇｘ２ｎ＋１ ＝Ｓｘ２ｎ＋２ .

　 (ｎ＝ ０ꎬ１ꎬ２ꎬ􀆺) .

对于 ｎ＝ ０ꎬ１ꎬ２.􀆺ꎬ由式(４)及引理 ２ 的结论(２)能够得到ꎬ对任意的 λ∈(０ꎬ１]有
ｄλ(ｙ２ｎ＋１ꎬｙ２ｎ＋２)＝ ｄλ( ｆｘ２ｎꎬｇｘ２ｎ＋１)≤Ｇ(ｄλ(Ｓｘ２ｎꎬＴｘ２ｎ＋１)ꎬｄλ( ｆｘ２ｎꎬＳｘ２ｎ)ꎬｄλ(ｇｘ２ｎ＋１ꎬＴｘ２ｎ＋１)ꎬｄλ( ｆｘ２ｎꎬＴｘ２ｎ＋１)ꎬ
ｄλ(Ｓｘ２ｎꎬｇｘ２ｎ＋１))＝ Ｇ(ｄλ(ｙ２ｎꎬｙ２ｎ＋１)ꎬｄλ(ｙ２ｎ＋１ꎬｙ２ｎ)ꎬｄλ(ｙ２ｎ＋２ꎬｙ２ｎ＋１)ꎬｄλ(ｙ２ｎ＋１ꎬｙ２ｎ＋１)ꎬｄλ(ｙ２ｎꎬｙ２ｎ＋２))≤

Ｇ(ｄλ(ｙ２ｎꎬｙ２ｎ＋１)ꎬｄλ(ｙ２ｎ＋１ꎬｙ２ｎ)ꎬｄλ(ｙ２ｎ＋２ꎬｙ２ｎ＋１)ꎬ０ꎬｄλ(ｙ２ｎꎬｙ２ｎ＋１)＋ｄλ(ｙ２ｎ＋１ꎬｙ２ｎ＋２)) .
这意味着

ｄλ(ｙ２ｎ＋１ꎬｙ２ｎ＋２)≤φ２(ｄλ(ｙ２ｎ＋１ꎬｙ２ｎ)) . (５)
类似地ꎬ我们不难说明ꎬ对任意的 λ∈(０ꎬ１]有
ｄλ(ｙ２ｎ＋１ꎬｙ２ｎ)＝ ｄλ( ｆｘ２ｎꎬｇｘ２ｎ－１)≤Ｇ(ｄλ(Ｓｘ２ｎꎬＴｘ２ｎ－１)ꎬｄλ( ｆｘ２ｎꎬＳｘ２ｎ)ꎬｄλ(ｇｘ２ｎ－１ꎬＴｘ２ｎ－１)ꎬｄλ( ｆｘ２ｎꎬＴｘ２ｎ－１)ꎬ
ｄλ(Ｓｘ２ｎꎬｇｘ２ｎ－１))＝ Ｇ(ｄλ(ｙ２ｎꎬｙ２ｎ－１)ꎬｄλ(ｙ２ｎ＋１ꎬｙ２ｎ)ꎬｄλ(ｙ２ｎꎬｙ２ｎ－１)ꎬｄλ(ｙ２ｎ＋１ꎬｙ２ｎ－１)ꎬｄλ(ｙ２ｎꎬｙ２ｎ))≤

Ｇ(ｄλ(ｙ２ｎꎬｙ２ｎ－１)ꎬｄλ(ｙ２ｎ＋１ꎬｙ２ｎ)ꎬｄλ(ｙ２ｎꎬｙ２ｎ－１)ꎬｄλ(ｙ２ｎ＋１ꎬｙ２ｎ)＋ｄλ(ｙ２ｎꎬｙ２ｎ－１)ꎬ０) .

—７４—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉



南京师大学报(自然科学版) 第 ４２ 卷第 １ 期(２０１９ 年)

这意味着

ｄλ(ｙ２ｎꎬｙ２ｎ＋１)≤φ１ ｄλ(ｙ２ｎ－１ꎬｙ２ｎ)( ) . (６)
现在对 ｎ＝ １ꎬ２􀆺ꎬ据式(５)和(６)ꎬ注意到 φ１、φ２ 的不减性ꎬ对任意的 λ∈(０ꎬ１]有

ｄλ(ｙ２ｎ＋１ꎬｙ２ｎ＋２)≤φ２ ｄλ(ｙ２ｎ＋１ꎬｙ２ｎ)( ) ≤φ２ φ１ ｄλ(ｙ２ｎ－１ꎬｙ２ｎ)( )( ) ≤􀆺≤ϕｎ(ｄλ(ｙ１ꎬｙ２))ꎬ (７)
及

ｄλ(ｙ２ｎ＋２ꎬｙ２ｎ＋３)≤φ１ ｄλ(ｙ２ｎ＋１ꎬｙ２ｎ＋２)( ) ≤􀆺≤φ１ ϕｎ(ｄλ(ｙ１ꎬｙ２))( ) . (８)
接下来ꎬ我们证明 ｙｎ{ }是 Ｘ中的 Ｃａｕｃｈｙ 列. 对于 ｎ<ｋꎬ据式(６)和(８)ꎬ以及定义 ４ 可知ꎬ对任意的 λ∈

(０ꎬ１]有
ｄλ(ｙ２ｎ＋１ꎬｙ２ｋ＋１)≤ｄλ(ｙ２ｎ＋１ꎬｙ２ｎ＋２)＋ｄλ(ｙ２ｎ＋２ꎬｙ２ｎ＋３)＋􀆺＋ｄλ(ｙ２ｋꎬｙ２ｋ＋１)≤ϕｎ(ｄλ(ｙ１ꎬｙ２))＋φ１(ϕｎ(ｄλ(ｙ１ꎬｙ２)))＋

ϕｎ＋１(ｄλ(ｙ１ꎬｙ２))＋φ１(ϕｎ
＋１(ｄλ(ｙ１ꎬｙ２)))＋􀆺ϕｋ

－１(ｄλ(ｙ１ꎬｙ２))＋φ１ ϕｋ
－１(ｄλ(ｙ１ꎬｙ２))( ) ≤

∑
ｋ－１

ｉ ＝ ｎ
ϕｉ(ｄλ(ｙ１ꎬｙ２))＋ Ｍ ∑

ｋ－１

ｉ ＝ ｎ
ϕｉ(ｄλ(ｙ１ꎬｙ２))( ) ≤ (１ ＋ Ｍ) ∑

∞

ｉ ＝ ｎ
ϕｉ(ｄλ(ｙ１ꎬｙ２))( ) ꎬ

这里 Ｍ>０ 是已知的实数. 类似地ꎬ可以得到

ｄλ(ｙ２ｎꎬｙ２ｋ＋１) ≤ (１ ＋ Ｍ) ∑
∞

ｉ ＝ ｎ－１
ϕｉ(ｄλ(ｙ１ꎬｙ２))( ) ꎬ

ｄλ(ｙ２ｎꎬｙ２ｋ) ≤ (１ ＋ Ｍ) ∑
∞

ｉ ＝ ｎ－１
ϕｉ(ｄλ(ｙ１ꎬｙ２))( ) ꎬ

ｄλ(ｙ２ｎ＋１ꎬｙ２ｋ) ≤ (１ ＋ Ｍ) ∑
∞

ｉ ＝ ｎ－１
ϕｉ(ｄλ(ｙ１ꎬｙ２))( ) .

于是ꎬ对任意的自然数 ｐ>ｍ>０ꎬ存在 ｎ∈Ｎꎬ满足
ｍ－１
２

≤ｎ≤ｍ
２
ꎬ使得

ｄλ(ｙｍꎬｙｐ)≤(１＋Ｍ) ∑
∞

ｉ ＝ ｎ－１
ϕｉ(ｄλ(ｙ１ꎬｙ２))( ) . (９)

注意到 ϕ∈Φꎬ我们知道ꎬ对任意的 ε>０ꎬ存在 Ｎ∈Ｎꎬ当 ｎ≥Ｎ 时有(１＋Ｍ) ∑
∞

ｉ ＝ ｎ－１
ϕｉ(ｄλ(ｙ１ꎬｙ２))( ) <εꎬ

即 ｄλ(ｙｍꎬｙｐ)<ε. 又据注 １ 可知ꎬ对任意的 ε>０ꎬλ∈(０ꎬ１]ꎬ存在 Ｎ∈Ｎꎬ当 ｎ≥Ｎ时有 Ｆｙｍꎬｙｐ(ε)>１－λꎬ意味

着{ｙｎ}是 Ｘ中的 Ｃａｕｃｈｙ 列.
假设 Ｔ(Ｘ)是完备的ꎬ则有 ｙ２ｎ＋１ ＝ ｆｘ２ｎ ＝Ｔｘ２ｎ＋１→ｕ∈Ｔ(Ｘ)(ｎ→∞ )ꎬ且存在 ｖ∈Ｘꎬ使得 Ｔｖ＝ｕ.(如果 ｆ(Ｘ)

是完备的ꎬ则存在 ｕ∈ｆ(Ｘ)⊂Ｔ(Ｘ)ꎬ于是有同样的结论) .
下面我们说明 ｇｖ＝ｕ. 对 ｎ ＝ ０ꎬ１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬ应用(４)及引理 ２ 的结论(２)ꎬ由定义 ５ 条件(１)ꎬ对任意的

λ∈(０ꎬ１]有
ｄλ(ｕꎬｇｖ)≤ｄλ(ｆｘ２ｎꎬｇｖ)＋ｄλ(ｕꎬｆｘ２ｎ)≤Ｇ(ｄλ(Ｓｘ２ｎꎬＴｖ)ꎬｄλ(ｆｘ２ｎꎬＳｘ２ｎ)ꎬｄλ(ｇｖꎬＴｖ)ꎬｄλ(ｆｘ２ｎꎬＴｖ)ꎬｄλ(Ｓｘ２ｎꎬｇｖ))＋

ｄλ(ｕꎬｆｘ２ｎ)＝ Ｇ(ｄλ(ｙ２ｎꎬｕ)ꎬｄλ(ｙ２ｎ＋１ꎬｙ２ｎ)ꎬｄλ(ｇｖꎬｕ)ꎬｄλ(ｙ２ｎ＋１ꎬｕ)ꎬｄλ(ｙ２ｎꎬｇｖ))＋ｄλ(ｕꎬｆｘ２ｎ) .
注意到 Ｇ的上半连续性及 ｄλ 的连续性ꎬ令 ｎ→∞ ꎬ可得

ｄλ(ｕꎬｇｖ)≤Ｆ(０ꎬ０ꎬｄλ(ｇｖꎬｕ)ꎬ０ꎬｄλ(ｕꎬｇｖ)) .
再据定义 ５ 条件(２)及定义 ４ꎬ我们有对任意的 λ∈(０ꎬ１]ꎬｄλ(ｕꎬｇｖ)≤φ２(０)＝ ０ 成立ꎬ意味着 ｇｖ＝ｕ.

由于 ｕ＝ｇｖ∈ｇ(Ｘ)⊂Ｓ(Ｘ)ꎬ所以存在 ｗ∈Ｘꎬ使得 Ｓｗ ＝ ｕ.应用(４)及引理 ２ 的结论(２)ꎬ由定义 ５ 条件

(１)ꎬ对任意的 λ∈(０ꎬ１]有
ｄλ( ｆｗꎬＳｗ)＝ ｄλ( ｆｗꎬｕ)＝ ｄλ( ｆｗꎬｇｖ)≤Ｇ(ｄλ(ＳｗꎬＴｖ)ꎬｄλ( ｆｗꎬＳｗ)ꎬｄλ(ｇｖꎬＴｖ)ꎬｄλ( ｆｗꎬＴｖ)ꎬ

ｄλ(Ｓｗꎬｇｖ))＝ Ｇ(０ꎬｄλ( ｆｗꎬＳｗ)ꎬ０ꎬｄλ( ｆｗꎬＳｗ)ꎬ０)ꎬ
意味着 ｄλ( ｆｗꎬＳｗ)≤φ１(０)＝ ０(∀λ∈(０ꎬ１])⇒ｆｗ＝Ｓｗ. 因此ꎬｆｗ＝Ｓｗ＝ｇｖ＝Ｔｖ＝ｕ.

另一方面ꎬ如果我们假设 Ｓ(Ｘ)是完备的ꎬ则有 ｙ２ｎ＋２ ＝ ｇｘ２ｎ＋１ ＝ Ｓｘ２ｎ＋２→ｕ∈Ｓ(Ｘ)(ｎ→∞ )ꎬ且存在 ｖ∈Ｘꎬ
使得 Ｓｖ＝ｕ.(如果 ｇ(Ｘ)是完备的ꎬ则存在 ｕ∈ｇ(Ｘ)⊂Ｓ (Ｘ)ꎬ于是有同样的结论) . 下面我们说明 ｆｖ＝ ｕ. 对
ｎ＝ ０ꎬ１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬ应用(４)及引理 ２ 的结论(２)ꎬ由定义 ５ 条件(１)ꎬ对任意的 λ∈(０ꎬ１]有

ｄλ(ｕꎬｆｖ)≤ｄλ( ｆｖꎬｇｘ２ｎ＋１)＋ｄλ(ｕꎬｇｘ２ｎ＋１)≤Ｇ(ｄλ(ＳｖꎬＴｘ２ｎ＋１)ꎬｄλ( ｆｖꎬＳｖ)ꎬｄλ(ｇｘ２ｎ＋１ꎬＴｘ２ｎ＋１)ꎬ

—８４—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉
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ｄλ( ｆｖꎬＴｘ２ｎ＋１)ꎬｄλ(Ｓｖꎬｇｘ２ｎ＋１))＋ｄλ(ｕꎬｇｘ２ｎ＋１)＝ Ｇ(ｄλ(ｕꎬｙ２ｎ＋１)ꎬｄλ( ｆｖꎬｕ)ꎬｄλ(ｙ２ｎ＋２ꎬ
ｙ２ｎ＋１)ꎬｄλ( ｆｖꎬｙ２ｎ＋１)ꎬｄλ(ｕꎬｙ２ｎ＋２))＋ｄλ(ｕꎬｙ２ｎ＋２) .

注意到 Ｇ的上半连续性及 ｄλ 的连续性ꎬ令 ｎ→∞ ꎬ可得

ｄλ(ｕꎬｆｖ)≤Ｆ(０ꎬｄλ(ｕꎬｆｖ)ꎬ０ꎬｄλ(ｕꎬｆｖ)ꎬ０) .
再据定义 ５ 条件(２)及定义 ４ꎬ我们有对任意的 λ∈(０ꎬ１]ꎬｄλ(ｕꎬｆｖ)≤φ１(０)＝ ０ꎬ意味着 ｆｖ＝ｕ. 由于 ｕ＝ ｆｖ∈
ｆ(Ｘ)⊂Ｔ(Ｘ)ꎬ故存在 ｗ∈Ｘꎬ使得 Ｔｗ＝ｕ. 类似于上述证明ꎬ不难证得 ｆｖ＝Ｓｖ＝ｇｗ＝Ｔｗ＝ｕ.

接下来ꎬ我们说明{ ｆꎬＳ}与{ｇꎬＴ}的一致的点唯一. 为此ꎬ假设存在另一个点 ｕ∗∈ Ｘꎬ使得 ｆｖ∗ ＝ Ｓｖ∗ ＝
ｇｗ∗ ＝Ｔｗ∗ ＝ｕ∗ . 据式(４)ꎬ对任意的 λ∈(０ꎬ１]有
ｄλ(ｕꎬｕ∗)＝ ｄλ( ｆｖꎬｇｗ∗)≤Ｇ(ｄλ(ＳｖꎬＴｗ∗)ꎬｄλ( ｆｖꎬＳｖ)ꎬｄλ(ｇｗ∗ꎬＴｗ∗)ꎬｄλ( ｆｖꎬＴｗ∗)ꎬｄλ(Ｓｖꎬｇｗ∗)＝

Ｇ(ｄλ(ｕꎬｕ∗)ꎬ０ꎬ０ꎬｄλ(ｕꎬｕ∗)ꎬｄλ(ｕꎬｕ∗)) .
注意到定义 ５ 的条件(３)可知ꎬｄλ(ｕꎬｕ∗)＝ ０(∀λ∈(０ꎬ１])ꎬ意味着 ｕ＝ｕ∗ꎬ唯一性得证.

进一步ꎬ如果{ ｆꎬＳ}和{ｇꎬＴ}是弱相容的ꎬ据 ｆｖ＝Ｓｖ＝ｇｗ＝Ｔｗ＝ｕꎬ我们有

Ｓｆｖ＝ ｆＳｖ＝ ｆｕ＝ＳｕꎬＴｇｗ＝ｇＴｗ＝ｇｕ＝Ｔｕ.
据式(４)可知ꎬ对任意的 λ∈(０ꎬ１]有

ｄλ( ｆｕꎬｕ)＝ ｄλ( ｆｆｖꎬｆｖ)＝ ｄλ( ｆｆｖꎬｇｗ)≤Ｇ(ｄλ(ＳｆｖꎬＴｗ)ꎬｄλ( ｆｆｖꎬＳｆｖ)ꎬｄλ(ｇｗꎬＴｗ)ꎬｄλ( ｆｖꎬＴｗ)ꎬｄλ(Ｓｆｖꎬｇｗ))＝
Ｇ(ｄλ( ｆｕꎬｕ)ꎬｄλ( ｆｕꎬｆｕ)ꎬｄλ(ｕꎬｕ)ꎬｄλ( ｆｕꎬｕ)ꎬｄλ( ｆｕꎬｕ))＝ Ｇ(ｄλ( ｆｕꎬｕ)ꎬ０ꎬ０ꎬｄλ( ｆｕꎬｕ)ꎬｄλ( ｆｕꎬｕ)) .

注意到定义 ５ 的条件(３)可知ꎬｄλ( ｆｕꎬｕ)＝ ０(∀λ∈(０ꎬ１])ꎬ意味着 ｆｕ＝ｕ＝Ｓｕ. 类似地可以证明 ｇｕ＝Ｔｕ＝ｕꎬ
即 ｇｕ＝Ｔｕ＝ ｆｕ＝Ｓｕ＝ｕ.这些说明 ｕ 是 ｆ、ｇ、Ｓ、Ｔ 的重合不动点. 再注意到{ ｆꎬＳ}与{ｇꎬＴ}的一致的点的唯一

性ꎬ显然ꎬｆ、ｇ、Ｓ、Ｔ的重合不动点唯一.
推论 １　 设(ＸꎬＦꎬｍｉｎ)是 Ｍｅｎｇｅｒ ＰＭ 空间ꎬｆ、ｇ、Ｔ:Ｘ→Ｘ ３ 个自映射满足如下条件:
(ａ) ｆ(Ｘ)⊆Ｔ(Ｘ)以及 ｆ(Ｘ)ꎬｇ(Ｘ)ꎬＴ(Ｘ)中至少有一个是 Ｘ的完备子集ꎻ
(ｂ)对任意的 ｘꎬｙ∈Ｘꎬ存在 Ｇ∈Γꎬ对任意的 ｕ、ｖ、ｗ、ｓ、ｔ≥０ 有

Ｆ ｆｘꎬｇｙ(Ｇ(ｕꎬｖꎬｗꎬｓꎬｔ))≥ｍｉｎ{ＦｘꎬＴｙ(ｕ)ꎬＦ ｆｘꎬｘ(ｖ)ꎬＦｇｙꎬＴｙ(ｗ)ꎬＦ ｆｘꎬＴｙ( ｓ)ꎬＦｘꎬｇｙ( ｔ)} . (１０)
则{ｇꎬＴ}在 Ｘ中有唯一的一致的点. 进一步地ꎬ如果{ｇꎬＴ}是弱相容的ꎬ则 ｆꎬｇꎬＴ有唯一的重合不动点.
证明　 在定理 １ 中令 Ｓ＝ Ｉꎬ这里 Ｉ是恒等映射. 显然ꎬ推论 １ 满足定理 １ 的全部条件ꎬ故结论成立.
推论 ２　 设(ＸꎬＦꎬｍｉｎ)是 Ｍｅｎｇｅｒ ＰＭ 空间ꎬｆ、ｇ:Ｘ→Ｘ两个自映射满足如下条件:
(ａ) ｆ(Ｘ)、ｇ(Ｘ)中至少有一个是 Ｘ的完备子集ꎻ
(ｂ)对任意的 ｘ、ｙ∈Ｘꎬ存在 Ｇ∈Γꎬ对任意的 ｕ、ｖ、ｗ、ｓ、ｔ≥０ 有

Ｆ ｆｘꎬｇｙ(Ｇ(ｕꎬｖꎬｗꎬｓꎬｔ))≥ｍｉｎ{Ｆｘꎬｙ(ｕ)ꎬＦ ｆｘꎬｘ(ｖ)ꎬＦｇｙꎬｙ(ｗ)ꎬＦ ｆｘꎬｙ( ｓ)ꎬＦｘꎬｇｙ( ｔ)} . (１１)
则 ｆ、ｇ有唯一的重合不动点.
证明　 在定理 １ 中令 Ｓ＝ ＩꎬＴ＝ Ｉꎬ这里 Ｉ是恒等映射. 显然ꎬ推论 ２ 满足定理 １ 的全部条件ꎬ故结论成立.
接下来我们建立度量空间中相应的一致点与不动点定理.
定理 ２　 设(Ｘꎬｄ)是度量空间ꎬｆ、ｇ、Ｓ、Ｔ:Ｘ→Ｘ ４ 个自映射满足如下条件:
(ａ) ｆ(Ｘ)⊆Ｔ(Ｘ)ꎬｇ(Ｘ)⊂Ｓ(Ｘ)以及 ｆ(Ｘ)ꎬｇ(Ｘ)、Ｓ(Ｘ)、Ｔ(Ｘ)中至少有一个是 Ｘ的完备子集ꎻ
(ｂ)对任意的 ｘ、ｙ∈Ｘꎬ存在 Ｇ∈Γꎬ有

ｄ( ｆｘꎬｇｙ)≤Ｇ(ｄ(ＳｘꎬＴｙ)ꎬｄ( ｆｘꎬＳｘ)ꎬｄ(ｇｙꎬＴｙ)ꎬｄ( ｆｘꎬＴｙ)ꎬｄ(Ｓｘꎬｇｙ)) . (１２)
则定理 １ 的结论成立.
证明　 据引理 １ 可知ꎬ(ＸꎬＦꎬｍｉｎ)是一个被(Ｘꎬｄ)诱导的 Ｍｅｎｇｅｒ ＰＭ 空间. 此时ꎬ对任意的 λ∈(０ꎬ

１]ꎬ有 ｄλ(ｘꎬｙ)＝ ｄ(ｘꎬｙ) . 这些说明(１２)等价于(４)ꎬ于是据定理 １ 立证本定理成立.
类似于推论 １ꎬ推论 ２ 立即得到如下推论

推论 ３　 设(Ｘꎬｄ)是度量空间ꎬｆ、ｇ、Ｔ:Ｘ→Ｘ ３ 个自映射满足如下条件:
(ａ) ｆ(Ｘ)⊆Ｔ(Ｘ)以及 ｆ(Ｘ)、ｇ(Ｘ)、Ｔ(Ｘ)中至少有一个是 Ｘ的完备子集ꎻ
(ｂ)对任意的 ｘ、ｙ∈Ｘꎬ存在 Ｇ∈Γꎬ有

ｄ( ｆｘꎬｇｙ)≤Ｇ(ｄ(ｘꎬＴｙ)ꎬｄ( ｆｘꎬｘ)ꎬｄ(ｇｙꎬＴｙ)ꎬｄ( ｆｘꎬＴｙ)ꎬｄ(ｘꎬｇｙ)) . (１３)
则推论 １ 的结论成立.

—９４—
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推论 ４　 设(Ｘꎬｄ)是度量空间ꎬｆ、ｇ:Ｘ→Ｘ两个自映射满足如下条件:
(ａ) ｆ(Ｘ)、ｇ(Ｘ)中至少有一个是 Ｘ的完备子集ꎻ
(ｂ)对任意的 ｘ、ｙ∈Ｘꎬ存在 Ｇ∈Γꎬ有

ｄ( ｆｘꎬｇｙ)≤Ｇ(ｄ(ｘꎬｙ)ꎬｄ( ｆｘꎬｘ)ꎬｄ(ｇｙꎬｙ)ꎬｄ( ｆｘꎬｙ)ꎬｄ(ｘꎬｇｙ)) . (１４)
则 ｆ、ｇ有唯一的重合不动点.
推论 ５　 设(Ｘꎬｄ)是度量空间ꎬｆ、ｇ、Ｓ、Ｔ:Ｘ→Ｘ ４ 个自映射满足如下条件:
(ａ) ｆ(Ｘ)⊆Ｔ(Ｘ)ꎬｇ(Ｘ)⊂Ｓ(Ｘ)以及 ｆ(Ｘ)ꎬｇ(Ｘ)ꎬＳ(Ｘ)ꎬＴ(Ｘ)中至少有一个是 Ｘ的完备子集ꎻ
(ｂ)对任意的 ｘ、ｙ∈Ｘꎬ有

ｄ( ｆｘꎬｇｙ)≤ａｄ(ＳｘꎬＴｙ)＋ｂｄ( ｆｘꎬＳｘ)＋ｃｄ(ｇｙꎬＴｙ)＋ｓｄ( ｆｘꎬＴｙ)＋ｔｄ(Ｓｘꎬｇｙ) . (１５)
这里 ａ、ｂ、ｃ、ｓ、ｔ≥０ꎬδ>０ꎬａ＋ｂ＋ｃ＋ｓ＋ｔ ＝ １＋δꎬ且 ａ＋ｓ＋ｔ<１ꎬｂ＋ｓ<１ꎬｃ＋ｔ<１ꎬ(ｂ－ｃ) ( ｔ－ｓ) >２δ. 则定理 ２ 的结论

成立.
证明　 令 Ｇ( ｔ１ꎬｔ２ꎬｔ３ꎬｔ４ꎬｔ５)＝ ａｔ１＋ｂｔ２ ＋ｃｔ３ ＋ｓｔ４ ＋ ｔｔ５ꎬ我们只需要证明 Ｇ∈Γ 即可. 定义 ５ 的条件(１)和

(３)显然成立. 只需验证条件(２) . 如果 ｕ≤ａｖ＋ｂｕ＋ｃｖ＋ｓ(ｖ＋ｕ)以及 ｕ≤ ａｖ＋ｂｖ＋ｃｕ＋ｔ(ｖ＋ｕ)ꎬ则有 ｕ≤ａ
＋ｃ＋ｓ

１－ｂ－ｓ
ｖ＝

φ１(ｖ)ꎬｕ≤
ａ＋ｂ＋ｔ
１－ｃ－ｔ

ｖ＝φ２(ｖ) . 注意到 ａ<１ꎬ(ｂ－ｃ)( ｔ－ｓ)>２δꎬ我们有 ａ(１＋δ)＋ｃｔ＋ｂｓ<ａ＋δ＋ｃｔ＋ｂｓ<ａ－δ＋ｃｓ＋ｂｔ. 据

ａ＋ｂ＋ｃ＋ｓ＋ｔ＝ １＋δꎬ能够得到

ａ(ａ＋ｂ＋ｃ＋ｓ＋ｔ)＋ｃｔ＋ｂｓ＋ｂｃ＋ｓｔ<１－ｂ－ｃ－ｓ－ｔ＋ｃｓ＋ｂｔ＋ｂｃ＋ｓｔꎬ

意味着 ０<ａ
＋ｃ＋ｓ

１－ｂ－ｓ
􀅰ａ

＋ｂ＋ｔ
１－ｃ－ｔ

<１ꎬ即 φ２ 􀳱φ１∈Φ０ . 再据定理 ２ 可得结论成立.

注 ５　 推论 ５ 中的数字是有的ꎬ例如 ａ＝ １
２０

ꎬｂ＝ ２
５
ꎬｃ＝ １

２０
ꎬｓ＝ １

４０
ꎬｔ＝ １

２
ꎬδ＝ １

４０
. 这些说明压缩系数的和可

以大于 １. 注意到文献[１－５]中的压缩系数的和都小于 １ꎬ且适当地取隐含函数 Ｇꎬ可以利用本文的定理和

推论证明文献[１－５]中相应的结论ꎬ因此ꎬ本文的结论改进和发展了[１－５]中的结论
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