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基于极大似然的马尔可夫链

初始状态估计的数学规划

楼振凯１ꎬ侯福均１ꎬ楼旭明２
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[摘要] 　 参数估计是马尔可夫模型中的常见问题. 基于初始状态的重要性ꎬ本文对初始状态未知的马尔可夫链

模型的初始状态进行估计ꎬ并根据状态可见与否将模型分成一般马尔可夫模型和隐马尔可夫模型. 考虑观测状

态或观测符号的数量ꎬ基于极大似然原理分别建立了线性规划和非线性规划模型ꎬ并证明各阶段状态的概率满

足规范性. 对于线性规划模型ꎬ指出其可以用单纯形法求解ꎬ并给出了解的表达. 对于非线性模型ꎬ指出其最优

解的存在性ꎬ并利用库恩－塔克条件(Ｋ￣Ｔ 条件)将模型转化成方程组的形式. 算例分析中ꎬ在基于库恩－塔克条

件的方程组不易求解的情形下ꎬ运用 ｌｉｎｇｏ 得到了满足模型的解.
[关键词] 　 初始状态估计ꎬ极大似然ꎬ数学规划模型ꎬＫ￣Ｔ 条件
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马尔可夫模型在各个领域的应用十分广泛. 在许多实际问题中ꎬ马尔可夫模型中的参数ꎬ如状态、转
移概率等并不是准确的给出ꎬ因此需要对参数进行估计ꎬ估计的准确性将影响马尔可夫模型的应用效

果. Ｎｉｌｉｍ 等[１]在估计了参数的不确定程度之后ꎬ对有限状态且参数不确定的马尔可夫决策过程提出了一

种鲁棒性动态规划算法ꎬ以减小参数带来的影响. Ｄｅｌａｇｅ 等[２]将参数作为随机变量ꎬ基于贝叶斯决策的方

法提出了一种处理不确定参数的方法.
状态估计是参数估计中的一类重要问题. Ｙｕ 等[３]提出了一种前向－后向递推算法ꎬ预测单个时刻的

最可能状态. Ｘｉｅ 等[４]研究了隐马尔可夫模型的一类鲁棒状态估计问题ꎬ将之表达成一个带约束的优化模
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型ꎬ并利用拉格朗日乘数法和正则条件下的相对熵将模型转化成无约束优化模型予以求解. 此外ꎬＥｖａｎｓ
等[５]、Ｌｉａｎｇ 等[６]和 Ｓｈｉ 等[７]分别对不同的实际问题建立对应的马尔可夫模型ꎬ研究其中的状态估计问

题. 对于估计和预测问题ꎬ极大似然是一种常用的方法ꎬ一些学者对隐马尔可夫模型的状态估计问题采用

极大似然方法做了有意义的研究[８－１０] .
在有些实际问题对应的马尔可夫模型中ꎬ初始状态并不是已知的. 然而ꎬ初始状态又是十分重要

的. 在遍历的马尔可夫链中ꎬ平稳状态分布不依赖于初始状态ꎬ但是在非遍历的马尔可夫链中ꎬ平稳状态

分布与初始状态有关[１１－１３] . 另外ꎬ在有限阶段马尔可夫决策过程中ꎬ最优期望报酬的值同样依赖于初始状

态[１４] . 因此ꎬ对于初始状态未知的马尔可夫模型ꎬ准确估计其初始状态ꎬ是一项十分有意义的工作. Ｍａｃ￣
Ｄｏｎａｌｄ 等[１５]和 Ｃｈｉｎｇ 等[１６]对隐马尔可夫链模型的初始状态估计问题进行过有意义的研究ꎬ通过模型的稳

态分布ꎬ建立带约束的二次函数模型ꎬ寻找能获得与该稳态分布离差最小的初始状态概率分布. 但是在初

始状态未知的情况下ꎬ稳态分布往往较难获得.
本文关心初始状态未知的马尔可夫模型ꎬ根据可见信息的不同将模型分成一般马尔可夫模型和隐马

尔可夫模型两类. 基于极大似然原理ꎬ对两类模型的初始状态估计建立了线性规划模型和非线性规划模

型ꎬ并给出求解方法. 在建模和求解过程中ꎬ对模型中的马尔可夫链是否可分割进行了分类讨论. 下文的

内容安排如下:第 ２ 节介绍了马尔可夫链、状态空间的分割和隐马尔可夫模型的基础知识. 第 ３ 节和第 ４
节分别研究了一般马尔可夫链模型和隐马尔可夫链模型的初始状态估计问题ꎬ建立了相应的模型并给出

可行的求解方法. 第 ５ 节对非线性模型解的性状进行分析ꎬ并给出了算例.

１　 基础知识

本文研究的马尔可夫链为有限状态、离散时间且齐次的. 记有限状态空间 Ω＝ {１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｑ}ꎬ第 ｎ 时刻

的状态记为 Ｓｎ ＝ ｉꎬｉ∈Ω. 记 ａｉｊ ＝Ｐ(Ｓｎ＋１ ＝ ｊ ｜ Ｓｎ ＝ ｉ)为马尔可夫链的一步转移概率ꎬｉ、ｊ∈ΩꎬＡ ＝ (ａｉｊ)是一步转

移概率矩阵. 进一步ꎬ定义 ｍ步转移概率为 ａ(ｍ)ｉｊ ＝Ｐ(Ｓｍ＋ｎ ＝ ｊ ｜ Ｓｎ ＝ ｉ)ꎬＡ(ｍ) ＝ (ａｍｉｊ )是 ｍ 步转移概率矩阵. 由
马尔可夫链的性质可知ꎬＡ(ｍ)＝ Ａｍ .

接下来描述马尔可夫链状态空间的分解. 若从状态 ｉ经过若干步后能够到达 ｊꎬ则记为 ｉ→ｊ. 如果 ｉ→ｊ
且 ｊ →ｉꎬ则称状态 ｉ和状态 ｊ互通ꎬ记为 ｉ↔ｊ. 从状态 ｉ出发ꎬ经过 ｎ步后首次到达状态 ｊ的概率记为 ｆ(ｎ)ｉｊ :

ｆ(ｎ)ｉｊ ＝Ｐ(Ｓｎ ＝ ｊꎬＳｋ≠ｊꎬ１≤ｋ<ｎ ｜ Ｓ０ ＝ ｉ)ꎬ

并记 ｆｉｊ为从状态 ｉ出发经过有限次最终到达状态 ｊ的概率ꎬｆｉｊ ＝ ∑
＋∞

ｎ ＝ １
ｆ(ｎ)ｉｊ . 特别地ꎬ当 ｉ＝ ｊꎬ称 ｆｉｉ为从状态 ｉ出

发经过有限次能返回 ｉ的概率. 当 ｆｉｉ ＝ １ 时ꎬ称状态 ｉ是常返的ꎬ否则称 ｉ是非常返的. 对一个有限状态的马

尔可夫链的状态空间ꎬ总可以根据状态相通关系划分成一个非常返状态集合 Ｊ 和若干个常返状态集合

Ｋｕꎬｕ＝ １ꎬ􀆺ꎬｌꎬ且有:
Ｊ∩Ｋｕ ＝⌀ꎬＫｕ∩Ｋｖ ＝⌀ꎬ∀ｕꎬｖ∈{１ꎬ􀆺ꎬｌ}ꎬｕ≠ｖ.

若 ｉ↔ｊꎬ则状态 ｉ和状态 ｊ必属于同一个集合. 显然ꎬ某非常返态可能可达某常返态ꎬ但是任何常返态

必不可达任一非常返态.
另外ꎬ对隐马尔可夫模型做一些描述. 在一般的马尔可夫链中ꎬ状态是可以被观测到的. 但是在隐马尔可

夫模型中ꎬ状态是不可见的ꎬ每个状态对应一些观测符号ꎬ每个阶段能观测到的是这些观测符号ꎬ本文假设观

测符号数量有限. 时刻 ｎ的观测符号记为Ｏｎ ＝ｖｊꎬｖｊ∈Ｖꎬｊ＝１ꎬ􀆺ꎬｐꎬＶ为观测符号集合. 记 ｂｉｊ ＝Ｐ(Ｏｎ ＝ｖｊ ｜ Ｓｎ ＝ ｉ)
为 ｎ时刻状态为 ｉ的条件下观测符号为 ｖｊ 的概率ꎬｉ∈Ωꎬｖｊ∈Ｖｊꎬ记 Ｂ＝(ｂｉｊ)为观测分布矩阵. 在决策问题中ꎬ
隐马尔可夫又称部分可观测马氏问题[１７] .

２　 一般马尔可夫模型的初始状态估计

考虑一个初始状态未知且状态空间不可分割的一般马尔可夫链模型ꎬ状态空间 Ω ＝ {１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｑ}和一

步转移概率矩阵 Ａ＝(ａｉｊ)已知ꎬ若观测到时刻 ｋ 模型的状态为 Ｓｋ ＝ ｉｋ∈Ωꎬ此时无法准确估计初始状态ꎬ不

妨记 π＝{π１ꎬπ２ꎬ􀆺ꎬπｑ}为初始状态的概率分布ꎬ∑
ｑ

ｉ ＝ １
πｉ ＝ １. 基于极大似然原理ꎬ寻找合适的 πꎬ使 ｋ 时刻

—１５—
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状态为 ｉｋ 的概率最大. 由基础知识可知ꎬｋ步状态转移概率矩阵 Ａ(ｋ)＝ Ａｋꎬ其中:

Ａ(ｋ)＝ Ａｋ ＝

ａ(ｋ)１１ ａ(ｋ)１２ 􀆺 ａ(ｋ)１ｑ

ａ(ｋ)２１ ａ(ｋ)２２ 􀆺 ａ(ｋ)２ｑ

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
ａ(ｋ)ｑ１ ａ(ｋ)ｑ２ 􀆺 ａ(ｋ)ｑｑ

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

＝

Ａ(ｋ)
１

Ａ(ｋ)
２

⋮
Ａ(ｋ)
ｑ

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

. (１)

在初始状态概率分布 π＝{π１ꎬπ２ꎬ􀆺ꎬπｑ}下得到 ｋ步加权状态转移概率矩阵ꎬ记为 πＡ(ｋ):

πＡ(ｋ)＝

π１Ａ(ｋ)
１

π２Ａ(ｋ)
２

⋮
πｑＡ(ｋ)

ｑ

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

＝

π１ａ(ｋ)１１ π１ａ(ｋ)１２ 􀆺 π１ａ(ｋ)１ｑ

π２ａ(ｋ)２１ π２ａ(ｋ)２２ 􀆺 π２ａ(ｋ)２ｑ

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
πｑａ(ｋ)ｑ１ πｑａ(ｋ)ｑ２ 􀆺 πｑａ(ｋ)ｑｑ

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

ꎬ (２)

式(２)的矩阵中ꎬ元素 πｉａ(ｋ)ｉｊ 表示初始状态为 ｉ且经过 ｋ 步转移到状态 ｊ的概率. 根据极大似然原理ꎬ
得到一个线性规划模型:

ｍａｘ ∑
ｑ

ｉ ＝ １
πｉａ(ｋ)ｉｉｋ ꎬ　 (３)

ｓ.ｔ.∑
ｑ

ｉ ＝ １
πｉ ＝ １ꎬ (４)

∑
ｑ

ｊ ＝ １
∑
ｑ

ｉ ＝ １
πｉａ(ｋ)ｉｊ ＝ １ꎬ (５)

０≤πｉ≤１ꎬｉ∈Ωꎬ (６)
从式(３)可以看出ꎬ目标函数为式(２)中矩阵的第 ｉｋ 列各元素之和. 式(４)为初始状态概率分布规范

性约束ꎬ式(５)为 ｋ时刻各状态发生概率的规范性约束ꎬ式(６)为各变量的取值范围.
命题 １　 无论初始状态概率分布 π如何取值ꎬ式(５)总是成立的.

证明　 因为 ∑
ｑ

ｉ ＝ １
πｉ ＝ １ꎬ且∀ｉ∈Ωꎬ∑

ｑ

ｊ ＝ １
ａ(ｋ)ｉｊ ＝ １ꎬ且 ｑ有限ꎬ因此我们有

∑
ｑ

ｊ ＝ １
∑
ｑ

ｉ ＝ １
πｉａ(ｋ)ｉｊ ＝ ∑

ｑ

ｉ ＝ １
∑
ｑ

ｊ ＝ １
πｉａ(ｋ)ｉｊ ＝ ∑

ｑ

ｉ ＝ １
πｉ ∑

ｑ

ｊ ＝ １
ａ(ｋ)ｉｊ ＝ ∑

ｑ

ｉ ＝ １
πｉ ＝ １.

因此ꎬ上述线性规划模型的有效约束只有式(４) . 根据单纯形法不难得知ꎬ求解模型只需寻找式(１)矩
阵中第 ｉｋ 列中最大的元素:

ｔ∈ａｒｇ ｍａｘ ａ(ｋ)ｉｉｋ
ｉ∈Ω

(７)

则模型的解为:πｔ ＝ １ꎬπｉ ＝ ０ꎬｉ ≠ｔ.
若式(７)中的 ｔ存在多个值ꎬ不妨设存在 ｈ个这样的 ｔꎬ并记其集合为 Ｔ. 记为 π′＝( ｉ１ꎬｉ２ꎬ􀆺ꎬｉｑ)ꎬ其中:

ｉｘ ＝
１ꎬ ｉｆ ｉｘ∈Ｔꎬ
０ꎬ ｉｆ ｉｘ∉Ｔ.{

则初始状态概率分布可表示为:π＝π′
ｈ
.

观测到多个状态的情况下估计初始状态ꎬ只需要适当调整目标函数. 举例来说ꎬ观测到时刻 ｋ ｊ 模型的

状态为 Ｓｋ ｊ ＝ ｉｋ ｊꎬｉｋ ｊ∈Ωꎬｊ＝ １ꎬ􀆺ꎬｈꎬ则模型的目标函数为:

ｍａｘ ∏
ｈ

ｊ ＝ １
∑
ｑ

ｉ ＝ １
πｉａ(ｋ ｊ)ｉｉｋｊ ꎬ (８)

约束条件同样是式(４)、(６)ꎬ但此时目标函数变成非线性函数ꎬ问题变成一个带线性约束的非线性规

划. 由于式(６)中对每个变量都有约束区间ꎬ故用拉格朗日松弛算法求得的解未必是可行解.

我们考虑将上述模型利用 Ｋ￣Ｔ 条件转化成方程组的形式. 记 ｆ(π)＝ － ∏
ｈ

ｊ ＝ １
∑
ｑ

ｉ ＝ １
πｉａ(ｋ ｊ)ｉｉｋｊ ꎬ我们可以将模

型转化成:
—２５—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉
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ｍｉｎｆ(π)ꎬ
π ｉ ≥ ０ꎬ
１ － π ｉ ≥ ０ꎬ

１ －∑
ｑ

ｉ ＝ １
π ｉ ≥ ０ꎬ

∑
ｑ

ｉ ＝ １
π ｉ － １ ≥ ０ꎬ

ｉ ＝ １ꎬ􀆺ꎬｑ.

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ïï

(９)

由式(９)中模型容易得到 Ｋ￣Ｔ 条件下的方程组:

ｆ′π ｉ(π) －∑
ｑ

ｊ ＝ １
λ ｊ(π ｊ) ′π ｉ ＋∑

ｑ

ｊ ＝ １
μ ｊ(π ｊ) ′π ｉ － γ(∑

ｑ

ｊ ＝ １
π ｊ) ′π ｉ ＝ ０ꎬ　 ｉ ＝ １ꎬ􀆺ｑ.

λ ｊπ ｊ ＝ ０ꎬ　 　 ｊ ＝ １ꎬ􀆺ꎬｑ.
μ ｊ(１ － π ｊ) ＝ ０ꎬ ｊ ＝ １ꎬ􀆺ꎬｑ.
λ ｊ ≥ ０ꎬμ ｊ ≥ ０ꎬ ｊ ＝ １ꎬ􀆺ꎬｑ.

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(１０)

下面分析式(１０)中方程组解的存在性. 由于式(９)中目标函数是连续函数ꎬ其可行域是凸集、闭集ꎬ因
此目标函数的最优解必然存在. 又由 Ｋ￣Ｔ 条件的性质可知ꎬ式(９)中目标函数的最优解必是(１０)中方程组

的解ꎬ因此(１０)中方程组的解必然存在.
进一步分析(１０)中方程组的可解性. 当有两个或三个可见状态时ꎬ(１０)中方程组分别是一元、二元方

程组ꎬ此时方程组都有实数解. 当有更多的状态可见时ꎬ(１０)中对应的方程组将是一个高次方程组ꎬ此时

难以求得精确解ꎬ我们可以用数学软件求其近似解.
下面考虑可分割的一般马尔可夫链模型. 将模型对应的马氏链根据状态相通关系划分成一个非常返

状态集合 Ｊ和若干个常返状态集合 Ｋｕꎬｕ＝ １ꎬ􀆺ꎬｌ. 如果观测到时刻 ｋ 模型的状态为 Ｓｋ ＝ ｉｋ∈Ωꎬ判断 ｉｋ 属
于哪个集合.

情况 １　 若 ｉｋ∈Ｊꎬ则初始状态必定属于集合 Ｊ 中可达状态 ｉｋ 的那些非常返状态所组成的子集ꎬ并将

这些状态包括 ｉｋ 的转移概率矩阵从原矩阵中分块出来ꎬ运用本节中的规划模型不难得到初始状态的估计.
情况 ２　 若 ｉｋ∈Ｋｇꎬｇ∈{１ꎬ􀆺ꎬｌ}ꎬ则初始状态必属于集合 Ｋｇ 和可达 Ｋｇ 中状态的非常返状态所组成的

集合. 将这些状态的转移概率矩阵从原矩阵中分块出来ꎬ运用本节的模型和算法可以得到基于极大似然

的初始状态的估计.
在观测到多个状态的情况下ꎬ显然这些状态只可能属于某一个集合ꎬ因此同样可以运用上述方法估计

初始状态.

３　 隐马尔可夫模型的初始状态估计

考虑一个初始状态未知且状态空间不可分割的隐马尔可夫链模型ꎬ状态空间 Ω＝{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｑ}ꎬ一步转

移概率矩阵 Ａ＝(ａｉｊ)和观测分布概率矩阵 Ｂ＝(ｂｉｊ)已知. 若观测到时刻 ｋ 模型的观测符号为 Ｏｋ ＝ ｖｎꎬｖｎ∈

Ｖꎬ为了估计初始状态ꎬ不妨记 π＝{π１ꎬπ２ꎬ􀆺ꎬπｑ}为初始状态的概率分布ꎬ∑
ｑ

ｉ ＝ １
πｉ ＝ １ꎬｋ步状态转移概率矩

阵见式(１) .
观测符号分布的概率矩阵给出如下:

Ｂ＝

ｂ１１ ｂ１２ 􀆺 ｂ１ｐ
ｂ２１ ｂ２２ 􀆺 ｂ２ｐ
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
ｂｑ１ ｂｑ２ 􀆺 ｂｑｐ

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

＝ Ｂ１ꎬＢ２ꎬ􀆺ꎬＢｐ[ ] ꎬ (１１)

式中ꎬＢ ｊ 为 ｑ维列向量.
根据式(１)中矩阵以及状态与观测符号概率矩阵的关系可以得到ꎬ时刻 ｋ时状态为 ｊ且观测符号为 ｖｎ

—３５—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉
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的概率为:

Ｐ ｊｎ ＝

π１ａ(ｋ)１ｊ

π２ａ(ｋ)２ｊ

⋮
πｑａ(ｋ)ｑｊ

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

Ｔ

×

ｂ ｊｎ
ｂ ｊｎ
⋮
ｂ ｊｎ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

＝ ∑
ｑ

ｉ ＝ １
πｉａ(ｋ)ｉｊ ｂ ｊｎ . (１２)

由式(１２)进一步可得ꎬ时刻 ｋ时观测符号为 ｖｎ 的概率为:

Ｐｎ ＝ ∑
ｑ

ｊ ＝ １
∑
ｑ

ｉ ＝ １
πｉａ(ｋ)ｉｊ ｂ ｊｎꎬ (１３)

根据式(１３)ꎬ基于极大似然原理ꎬ可以得到初始状态估计的一个线性规划模型如下:

ｍａｘ ∑
ｑ

ｊ ＝ １
∑
ｑ

ｉ ＝ １
πｉａ(ｋ)ｉｊ ｂ ｊｎꎬ (１４)

ｓ.ｔ.∑
ｑ

ｉ ＝ １
πｉ ＝ １ꎬ

∑
ｐ

ｎ ＝ １
∑
ｑ

ｊ ＝ １
∑
ｑ

ｉ ＝ １
πｉａ(ｋ)ｉｊ ｂ ｊｎ ＝ １ꎬ

０≤πｉ≤１ꎬｉ∈Ω.

(１５)

类似于状态概率的规范性约束ꎬ式(１５)保证了 ｋ 时刻所有可能观测符号出现的概率满足概率的规

范性.
命题 ２　 无论初始状态概率分布 πꎬ状态转移概率 ａ(ｋ)ｉｊ 和观测概率 ｂ ｊｎ如何取值ꎬ式(１５)总是成立的.

证明　 因为 ∑
ｑ

ｉ ＝ １
πｉ ＝ １ꎬ∀ｉ∈Ωꎬ∑

ｑ

ｊ ＝ １
ａ(ｋ)ｉｊ ＝ １ꎬ∀ｊ∈Ωꎬ∑

ｐ

ｎ ＝ １
ｂ ｊｎ ＝ １ꎬ且 ｐ、ｑ有限ꎬ因此我们有:

∑
ｐ

ｎ ＝ １
∑
ｑ

ｊ ＝ １
∑
ｑ

ｉ ＝ １
πｉａ(ｋ)ｉｊ ｂ ｊｎ ＝ ∑

ｑ

ｉ ＝ １
πｉ ∑

ｑ

ｊ ＝ １
∑
ｐ

ｎ ＝ １
ａ(ｋ)ｉｊ ｂ ｊｎ ＝ ∑

ｑ

ｉ ＝ １
πｉ ∑

ｑ

ｊ ＝ １
ａ(ｋ)ｉｊ ＝ ∑

ｑ

ｉ ＝ １
πｉ ＝ １.

因此上述模型也是一个只含一个等式约束的线性规划模型ꎬ通过单纯形法可以求解ꎬ形式上类似于整

数规划中的隐枚举法:

ｔ∈ ａｒｇ ｍａｘ∑
ｑ

ｊ ＝ １
ａ(ｋ)ｉｊ ｂ ｊｎ .

ｉ∈Ω

(１６)

模型解的表达与上节的一样.
观测到多个观测符号的情况下估计初始状态概率分布ꎬ只需要适当调整目标函数. 观测到时刻 ｋｍ 模

型的观测符号为 Ｏｋｍ ＝ ｖｎｍꎬｖｎｍ∈Ｖꎬｍ＝ １ꎬ􀆺ꎬｈꎬ则模型的目标函数为:

ｍａｘ ∏
ｈ

ｍ ＝ １
∑
ｑ

ｊ ＝ １
∑
ｑ

ｉ ＝ １
πｉａ(ｋｍ)ｉｊ ｂ ｊｎｍ . (１７)

同样地ꎬ令 ｆ(π)＝ － ∏
ｈ

ｍ ＝ １
∑
ｑ

ｊ ＝ １
∑
ｑ

ｉ ＝ １
πｉａ(ｋｍ)ｉｊ ｂ ｊｎｍꎬ再利用 Ｋ￣Ｔꎬ可以得到式(１０)中的方程组.

下面考虑可分割的隐马尔可夫链模型. 跟上节类似ꎬ将模型对应的马氏链根据状态相通关系划分成

一个非常返状态集合 Ｊ和若干个常返状态集合 Ｋｕꎬｕ ＝ １ꎬ􀆺ꎬｌ. 如果观测到时刻 ｋ 模型的观测符号为 Ｏｋ ＝
ｖｎꎬｖｎ∈Ｖꎬ与上一节不同的是ꎬ多个状态集合中的状态可能观测到 ｖｎ .

对于这个问题ꎬ本文采用一种基于概率保证程度的初始状态的估计. 找到能观测到 ｖｎ 的概率最大的

状态:
ｓ∈ａｒｇ ｍａｘ ｂ ｊｎꎬ

ｊ∈Ω
(１８)

并记录概率 ｂｓｎ . 这里若存在多个 ｂ ｊｎ相等的 ｊꎬ取 ｊ较小的那个作为 ｓ. 判断 ｓ 属于哪个状态集合ꎬ则在 ｂｓｎ的
概率保证下ꎬ运用上节给出的集合分割情形下的方法ꎬ不难得到初始状态的估计.

另外ꎬ对观测到多个观测符号的情形ꎬ由于不同阶段观测到的符号都能得到一个最大概率的状态ꎬ而
且这些状态可以是属于不同集合的. 为此ꎬ本文给出一种二次估计的方法.

采用本节的假设ꎬ观测到时刻 ｋｍ 模型的观测符号为 Ｏｋｍ ＝ ｖｎｍꎬｖｎｍ∈Ｖꎬｍ＝ １ꎬ􀆺ꎬｈꎬ其中 ｋ１<ｋ２<􀆺<ｋｈ . 首

—４５—
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先根据 Ｏｋ１ ＝ｖｎ１ꎬ得到 ｋ１ 时刻每个状态的估计:
Ｐ(Ｓｋ１ ＝ ｊ ｜Ｏｋ１ ＝ ｖｎ１)＝ ｂ ｊｎ１ꎬ　 ｊ∈Ω. (１９)

运用后面的 ｈ－１ 个观测符号ꎬ状态转移概率矩阵 Ａ( ｊ)和观测概率分布矩阵 Ｂ 对式(１９)中的概率进行

修正ꎬ其中 Ａ( ｊ)为状态 ｊ所属的状态集合对应的 Ａ 的分块子矩阵. 用 Ａ( ｊ)ꎬｉ表示矩阵 Ａ( ｊ)的第 ｉ行向量ꎬ通过

式(１)、(１１)得到以下修正概率的公式:

Ｐｋ１ｊ ＝Ｐ(Ｓｋ１ ＝ ｊ ｜Ｏｋ１ ＝ ｖｎ１ꎬ􀆺ꎬＯｋｈ ＝ ｖｎｈ)＝ ｂ ｊｎ１∑
ｑ

ｉ ＝ １
Ａ(ｋ２－ｋ１)

( ｊ)ꎬｉ Ｂｖｎ２􀆺∑
ｑ

ｉ ＝ １
Ａ(ｋｈ－ｋ１)

( ｊ)ꎬｉ Ｂｖｎｈꎬ∀ｊ∈Ω. (２０)

对 ｋ１ 时刻各个不同状态的修正概率规范化:

Ｐ∗
ｋ１ｊ
＝
Ｐｋ１ｊ

∑
ｑ

ｊ ＝ １
Ｐｋ１ｊ

ꎬ (２１)

运用式(２１)ꎬ找到 ｋ１ 时刻概率最大的状态 ｔ:
ｔ∈ａｒｇ ｍａｘＰ∗

ｋ１ｊ
ｊ∈Ω

ꎬ (２２)

重复上文的步骤ꎬ基于 Ｐ∗
ｋ１ｔ的概率保证程度寻找状态 ｔ 所属的集合ꎬ然后根据 ｋ１ 时刻的观测符号ꎬ运

用本节提出的方法对初始状态进行估计.

４　 解的性状分析及算例

首先ꎬ我们给出式(８)中目标函数在边界点取得最优解的充分条件. 令 １ｗ 表示初始状态为第 ｗ 个状

态的情况ꎬ我们有如下结论:
命题 ３　 若∃ｗ∈Ωꎬ使得 ａ(ｋ ｊ)ｗｉｋｊ ≥ａ

(ｋ ｊ)
ｉｉｋｊ

ꎬ∀ｊ∈{１ꎬ􀆺ꎬｈ}ꎬ∀ｉ∈Ωꎬ则式(８)中目标函数的最优解为 π(ｗ) ＝

(０ꎬ􀆺ꎬ１ｗꎬ􀆺ꎬ０) .
证明　 根据假设ꎬ可以得到
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从而可以得到
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且当取边界点 π(ｗ)＝ (０ꎬ􀆺ꎬ１ｗꎬ􀆺ꎬ０)时ꎬ上述不等式的等号成立.
我们给出一个观测到两个状态的马尔可夫链模型的算例. 考虑一条状态空间为 Ω ＝ {１ꎬ２ꎬ３}的马氏

链ꎬ初始状态分布为 π＝{π１ꎬπ２ꎬπ３}ꎬ观测到 Ｓ１ ＝ ２ꎬＳ３ ＝ ３. 一步和三步状态转移概率矩阵如下:
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基于极大似然原理ꎬ我们建立模型如下:
ｍａｘ{(０.２π１＋０.２π２＋０.８π３)􀅰(０.３３３π１＋０.４１４π２＋０.１９８π３)}ꎬ

ｓ.ｔ.∑
３

ｉ ＝ １
πｉ ＝ １ꎬ

０≤πｉ≤１ꎬｉ∈Ω.
对应的 Ｋ￣Ｔ 条件方程组为:

０.１３３ ２π１＋０.１４９ ４π２＋０.３０６π３－λ１＋μ１－γ＝ ０ꎬ
０.１４９ ４π１＋０.１６５ ６π２＋０.３７０ ８π３－λ２＋μ２－γ＝ ０ꎬ
０.３０６π１＋０.３７０ ８π２＋０.３１６ ８π３－λ３＋μ３－γ＝ ０ꎬ
λ ｊπｊ ＝ ０ꎬ　 　 ｊ＝ １ꎬ２ꎬ３.
μ ｊ１－πｊ ＝ ０ꎬ ｊ＝ １ꎬ２ꎬ３.
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讨论 λｊ 和 μｊ 大于 ０ 和等于 ０ 的情况ꎬ可以得到上述方程组的解为(π１ꎬπ２ꎬπ３)＝ (０ꎬ０.２０８ ３ꎬ０.７９１ ７)ꎬ这
也是模型的最优解.

当有 ４ 个以上状态可观测时ꎬ式(１０)中方程组将含一个三次以上方程ꎬ此时一般无实数解ꎬ我们借助

ｌｉｎｇｏ 软件进行求解.
以本节中的算例为背景ꎬ进一步给出 Ｓ２ ＝ ２ꎬＳ４ ＝ ２ꎬ二步和四步状态转移概率矩阵如下:
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运用 ｌｉｎｇｏꎬ我们得到结果如下:
从运行结果可以看到ꎬ当(π１ꎬπ２ꎬπ３)≈(０ꎬ０.７４ꎬ０.２６)时ꎬ似然概率取最大.

５　 结论

由于初始状态的重要性ꎬ本文基于极大似然原理ꎬ对不同情况下马尔可夫链的初始状态进行估计. 本
文所做的贡献可以总结如下:

(１)在已知其他参数的条件下ꎬ对一般马尔可夫链模型一个、多个状态可见的情况进行分析ꎬ分别建

立了对应的线性和非线性规划模型ꎬ并给出了相应的求解方法. 在研究的过程中ꎬ根据马尔可夫链状态是

否可分割的特点对问题进行了分类讨论.
(２)在已知其他参数的条件下ꎬ对隐马尔可夫链模型一个、多个状态可见的情况进行分析ꎬ同样给出

了问题的模型和算法. 在进一步研究可分割的马尔可夫链的过程中ꎬ提出了概率保证程度的概念并给出

初始状态的估计方法.
(３)基于高次方程解的特点ꎬ在两个或三个观测状态下可以直接通过求解 Ｋ￣Ｔ 条件方程组得到初始

状态概率分布ꎬ在 ４ 个以上观测状态下建议运用工具软件求解.
由于极大似然估计是寻找使发生事件概率最大的参数ꎬ因此若发生的事件是小概率事件ꎬ则基于极大

似然原理得到的估计值显然也是不准确的ꎬ因此本文的估计方法也存在一定的缺陷.
另外ꎬ基于极大似然的数学规划模型还可以为其他参数缺失的马尔可夫链的参数估计问题提供一种

求解思路. 比如对应许多实际问题建立的马尔可夫模型中ꎬ给出的状态转移概率往往是部分缺失的. 此
时ꎬ我们同样可以根据可见状态建立线性和非线性的数学规划模型对缺失概率进行估计. 在后续的研究

中ꎬ我们将对这个问题进行研究.
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推论 １　 范畴 Ω￣ＤＯＭ是范畴 Ω￣ＣＯＮＴ的反射子范畴.
由引理 １、命题 １、推论 １ 可得

定理 ３　 范畴 Ω￣Ｐｏｓｅｔ与范畴 Ω￣ＣａｔＴ 同构.
推论 ２　 范畴 Ω￣ＤＯＭ与范畴 Ω￣ＣＯＮＴＴ 同构.
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