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[摘要] 　 本文给出了三种自由半群作用的动力系统的拓扑熵的定义ꎬ首先证明了这三种定义的等价性. 在此定

义的基础上对拓扑熵性质进行了讨论. 主要包括以下结论:在等度拓扑共轭下拓扑熵的不变性以及这种拓扑熵

的 ｐｏｗｅｒ ｒｕｌｅ 性质.
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ｃｏｎｊｕｇａｃｙꎻ(２)Ｔｈｅ ｐｏｗｅｒ ｒｕｌｅ ｆｏｒ ｔｈｅ ｍｅａｓｕｒｅ￣ｔｈｅｏｒｅｔｉｃ ｅｎｔｒｏｐｙ ｈｏｌｄｓ.
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对于群作用的熵的研究ꎬ已有大量丰富的成果. １９６７ 年 Ｋｉｒｉｌｌｏｖ[１]介绍了保测变换的有限生成群作用

的熵的概念ꎬＣｏｎｚｅ[２]ꎬＫａｔｚｎｅｌｓｏｎ 和 Ｗｅｉｓｓ[３]对阿贝尔群作用的情形进行了研究ꎬ１９９８ 年ꎬＢｕｒｔｏｎꎬＤａｊａｎｉ 和
Ｍｅｅｓｔｅｒ 利用了类似的思想ꎬ定义了保测变换的阿贝尔群作用的熵的一种新的定义. Ｓｔｅｐｉｎ 和 Ｔａｇｉ￣Ｚａｄｅ[４]

对于顺从群作用的拓扑熵进行了研究. 特别地ꎬ对于自由半群作用的熵的研究ꎬ有 Ｂｉ′ｓ[５]对离散与连续动

力系统上的半群作用的熵的研究. Ｂｕｆｅｔｏｖ[６] 给出了一种不同的方法对自由半群作用的拓扑熵进行了研

究ꎬ讨论了由此定义的自由半群作用的拓扑熵与斜积变换作用的熵之间的关系.关于高维群作用的熵的更

多研究结果读者可以参考文献[６－１１] .
本文中ꎬ将给出自由半群作用的熵及其原像熵的一种新的定义. 在新的定义中对不同轨道作用下得

到的(ωꎬε)－生成集以及(ωꎬε)－分离集的指数增长率取平均ꎬ这样的定义不仅有利于对自由半群作用的

熵作进一步的研究ꎬ而且更具有现实意义. 拓扑熵 ｈ(Ｇ)应用的是系统在不同路径作用下正向轨道个数的

指数增长率的平均值.

１　 基本记号

设 Ｆ＋
ｍ ＝{０ꎬ１ꎬ２ꎬꎬｍ－１}ꎬＦ＝∪∞

ｎ＝１Ｆｎ 表示由字符 ０ꎬ１ꎬꎬｍ－１ 组成的有限字符串的集合ꎬ其中

Ｆｎ ＝{ω１ω２ωｎ ｜ωｉ∈Ｆ
＋
ｍꎬｉ＝ ０ꎬ１ꎬꎬｎ}

表示长度为 ｎ的字符串. ｜ω ｜表示 ω∈Ｆ＝∪∞
ｎ＝１Ｆｎ的长度ꎬ即含有字符的个数. 对任意的 ωꎬω′∈Ｆꎬωω′代表

将 ω 写在 ω′的右侧ꎬ显然 Ｆ按照这种法则构成自由半群ꎬ记 ω≤ω′ꎬ如果存在 ω′∈Ｆꎬ满足 ω′ ＝ω″ω. 设
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(Ｘꎬｄ)为紧度量空间ꎬｆｉ:Ｘ→Ｘ 为 Ｘ上的连续自映射ꎬｉ ＝ ０ꎬ１ꎬꎬｍ－１ꎬ称 Ｇ 为 Ｘ 上连续自映射集 Ｇ１ 的有

限生成群ꎬ如果存在 Ｇ１ ＝ { ｆ０ꎬｆ１ꎬꎬｆｍ－１}ꎬ使得 Ｇ ＝∪∞
ｎ＝１Ｇｎꎬ其中 Ｇｎ ＝ {ｇ０ｇ１ｇｎ－１ ｜ ｇｉ∈Ｇ１ꎬｉ ＝ ０ꎬ１ꎬꎬ

ｎ－１}ꎬ令 ω∈Ｆ＝∪∞
ｎ＝１Ｆｎꎬω＝ω１ω２ωｎꎬｆω ＝ ｆω１ ｆω２ｆωｎ .

２　 自由半群作用的拓扑熵的定义

本节中借助分离集、生成集、开覆盖给出自由半群作用的拓扑熵的 ３ 种定义ꎬ并讨论这 ３ 种定义的等

价性.
下面主要考虑紧致度量空间 Ｘꎬ设 ｄω(ｘꎬｙ)＝ ｍａｘω′≤ωｄ( ｆω′(ｘ)ꎬｆω′(ｙ))ꎬ称紧度量空间 Ｘ 中的两个点

ｘꎬｙ是(ωꎬＧ１ꎬε)－分离的ꎬ如果存在 ω′≤ωꎬ满足 ｄω′(ｘꎬｙ)≥ε. 称空间 Ｘ 的子集 Ａ 为(ωꎬＧ１ꎬε)－分离集ꎬ
如果对任意的 ｘꎬｙ∈Ａ 都有 ｘꎬｙ 是(ωꎬＧ１ꎬε) －分离的. 根据 Ｘ 的紧致性可知ꎬＸ 的任意分离集都是有限

集ꎬ记
ｓ(ωꎬＧ１ꎬε)＝ ｍａｘ{ｃａｒｄ(Ａ):Ａ为 Ｘ的(ωꎬＧ１ꎬε)－分离集}ꎬ

ｃａｒｄ(Ａ)表示集合 Ａ中所含元素的个数.
下面 给出自由半群作用的拓扑熵的分离集的定义.
定义 １　 由 Ｇ１ 生成的自由半群 Ｇ的拓扑熵为

ｈ(Ｇ)＝ ｌｉｍ
ε→０

ｌｉｍ ｓｕｐ
ｎ→∞

１
ｎ

１
ｍｎ ∑｜ ω｜ ＝ ｎ ｌｏｇ ｓ(ωꎬＧ１ꎬε) .

类似与 Ｚ１－作用的拓扑熵的定义ꎬ也可以通过生成集来定义自由半群作用的拓扑熵. 称 Ｘ 的子集 Ａ为

(ωꎬＧ１ꎬε)－生成集ꎬ如果对于任意的 ｘ∈Ｘꎬ都有 ｙ∈Ａꎬ使得 ｄω(ｘꎬｙ)≤ε. 记 ｒ(ωꎬＧ１ꎬε)为 Ｘ的具有最小基

数的(ωꎬＧ１ꎬε)－生成集的基数.
首先ꎬ有如下引理.
引理 １　 设 Ｇ为由有限集 Ｇ１ 生成的自由半群ꎬ对任意的 ε>０ 以及 ω∈Ｆ＝∪∞

ｎ＝１Ｆｎꎬ都有

ｌｉｍ
ε→０

ｌｉｍ ｓｕｐ
ｎ→∞

１
ｎ

１
ｍｎ ∑｜ ω｜ ＝ ｎ ｌｏｇ ｓ(ωꎬＧ１ꎬε)＝ ｌｉｍ

ε→０
ｌｉｍ ｓｕｐ
ｎ→∞

１
ｎ

１
ｍｎ ∑｜ ω｜ ＝ ｎ ｌｏｇ ｒ(ωꎬＧ１ꎬε) .

证明　 与 Ｚ１－作用的动力系统类似ꎬ首先可以证明

ｒ(ωꎬＧ１ꎬε)≤ｓ(ωꎬＧ１ꎬε)≤ｒ(ωꎬＧ１ꎬε / ２) .
一方面ꎬ设 Ｅ 为 Ｘ 的具有最大基数的(ωꎬＧ１ꎬε)－分离集ꎬ则 Ｅ 也是 Ｘ 的(ωꎬＧ１ꎬε)－生成集ꎬ所以有

ｒ(ωꎬＧ１ꎬε)≤ｓ(ωꎬＧ１ꎬε) . (１)
另一方面ꎬ设 Ｈ 为 Ｘ 的具有最小基数的(ωꎬＧ１ꎬε / ２)－分离集ꎬ定义映射 φ:Ｅ→Ｈꎬ对任意的 ｘ∈Ｅꎬ定

义 φ(ｘ)∈Ｈꎬ使得对于 ω∈Ｆ＝∪∞
ｎ＝１Ｆｎꎬ有 ｄω(ｘꎬφ(ｘ))<ε / ２ꎬ则根据度量的三角不等式可知ꎬ映射 φ 为单

射ꎬ因此分离集 Ｅ 的基数小于等于生成集 Ｈ 的基数ꎬ即
ｓ(ωꎬＧ１ꎬε)≤ｒ(ωꎬＧ１ꎬε / ２) . (２)

结合式(１)、(２)ꎬ取极限证得

ｌｉｍ
ε→０

ｌｉｍ ｓｕｐ
ｎ→∞

１
ｎ

１
ｍｎ ∑｜ ω｜ ＝ ｎ ｌｏｇ ｓ(ωꎬＧ１ꎬε) ｌｉｍε→０

ｌｉｍ ｓｕｐ
ｎ→∞

１
ｎ

１
ｍｎ ∑｜ ω｜ ＝ ｎ ｌｏｇ ｒ(ωꎬＧ１ꎬε) .

因此 也可以给出自由半群作用的拓扑熵的生成集的定义.
定义 ２　 由 Ｇ１ 生成的自由半群 Ｇ的拓扑熵为

ｈ(Ｇ)＝ ｌｉｍ
ε→０

ｌｉｍ ｓｕｐ
ｎ→∞

１
ｎ

１
ｍｎ ∑｜ ω｜ ＝ ｎ ｌｏｇ ｒ(ωꎬＧ１ꎬε) .

设(Ｘꎬｄ)为紧度量空间ꎬｆｉ:Ｘ→ Ｘ为 Ｘ 上的连续自映射ꎬｉ ＝ ０ꎬ１ꎬꎬｍ－１ꎬＧ１ ＝ { ｆ０ꎬｆ１ꎬꎬｆｍ－１}ꎬＧ 为 Ｘ
上的连续自映射集 Ｇ１ 的有限生成群ꎬα为 Ｘ的有限开覆盖. 记

Ｎ(α)＝ ｍｉｎ
γ

{ｃａｒｄ(γ) ｜ γ⊂αꎬ∪Ｂ∈γＢ＝Ｘ}ꎬＮ(ωꎬＧ１ꎬα)＝ Ｎ( ∨
ω′≤ω
ｆ－１ω′α) .

下面给出自由半群作用的拓扑熵的开覆盖的定义.
定义 ３　 由 Ｇ１ 生成的自由半群 Ｇ关于开覆盖 α的拓扑熵为
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ｈ(Ｇ１ꎬα)＝ ｌｉｍ
ｎ→∞

１
ｎ

１
ｍｎ ∑｜ ω｜ ＝ ｎ ｌｏｇ Ｎ(ωꎬＧ１ꎬα) .

由 Ｇ１ 生成的自由半群 Ｇ的拓扑熵为

ｈ(Ｇ)＝ ｓｕｐα∈Ｏ(Ｘ)ｈ(Ｇ１ꎬα)ꎬ
式中ꎬＯ(Ｘ) 表示空间 Ｘ 的所有开覆盖构成的集合.

引理 ２　 设 Ｘ 为紧度量空间ꎬ α 为 Ｘ 的有限开覆盖ꎬ勒贝格常数为 δꎬω∈∪∞
ｎ＝１Ｆｎꎬ则

Ｎ( ∨
ω′≤ω
ｆ－１ω′α)≤ｒ(ωꎬＧ１ꎬδ / ２)≤ｓ(ωꎬＧ１ꎬδ / ２) .

证明　 设 Ｅ为 Ｘ的具有最小基数的(ωꎬＧ１ꎬδ / ２)－生成集ꎬｃａｒｄ(Ｅ)＝ ｒ(ωꎬＧ１ꎬδ / ２)ꎬ则
Ｘ＝ ∪

ｘ∈Ｅ
∩
ω′≤ω
ｆ－１ω′Ｂ( ｆω′(ｘ)ꎬδ / ２)ꎬ

式中ꎬＢ(ｆω′(ｘ)ꎬδ / ２)表示以 ｆω′(ｘ)为中心ꎬ以 δ / ２ 为半径的开球. 由于 α 的勒贝格常数为 δꎬＢ( ｆω′(ｘ)ꎬδ / ２)
包含于 Ａω′ꎬ其中 Ａω′∈α. 因此

∩
ω′≤ω
ｆ－１ω′Ｂ( ｆω′(ｘ)ꎬδ / ２)⊂ ∩

ω′≤ω
ｆ－１ω′Ａω′∈ ∨

ω′≤ω
ｆ－１ω′α.

进而ꎬ Ｎ( ∨
ω′≤ω
ｆ－１ω′α)≤ｒ(ωꎬＧ１ꎬδ / ２)≤ｓ(ωꎬＧ１ꎬδ / ２) .

引理 ３　 设 Ｘ为紧度量空间ꎬ ε>０ꎬα 为 Ｘ 的有限开覆盖ꎬ且 ｄｉａｍ(α)<εꎬω∈∪∞
ｎ＝１Ｆｎꎬ则

ｒ(ωꎬＧ１ꎬε)≤ｓ(ωꎬＧ１ꎬε)≤Ｎ( ∨
ω′≤ω
ｆ－１ω′α) .

证明　 设 Ｅ为 Ｘ的具有最大基数的(ωꎬＧ１ꎬε)－分离集ꎬｃａｒｄ(Ｅ)＝ ｒ(ωꎬＧ１ꎬε) . 因为 ｄｉａｍ(α)<εꎬ ∨
ω′≤ω
ｆ－１ω′α

每个集合中最多包含集合 Ｅ 中一个点ꎬ从而 ｓ(ωꎬＧ１ꎬε)≤Ｎ( ∨
ω′≤ω
ｆ－１ω′α) .

下面的定理表明ꎬ所给出的 Ｇ１ 生成的自由半群 Ｇ的拓扑熵的 ３ 种定义方式是等价的.
定理 １　 设(Ｘꎬｄ)为紧度量空间ꎬ ｆｉ:Ｘ→Ｘ 为 Ｘ 上的连续自映射ꎬ ｉ ＝ ０ꎬ１ꎬꎬｍ－１ꎬＧ１ ＝ { ｆ０ꎬ ｆ１ꎬꎬ

ｆｍ－１}ꎬＧ为 Ｘ 上的连续自映射集 Ｇ１ 的有限生成群. 则

ｈ(Ｇ)＝ ｌｉｍ
ε→０

ｌｉｍ ｓｕｐ
ｎ→∞

１
ｎ

１
ｍｎ ∑｜ ω｜ ＝ ｎ ｌｏｇ ｓ(ωꎬＧ１ꎬε)＝ ｌｉｍ

ε→０
ｌｉｍ ｓｕｐ
ｎ→∞

１
ｎ

１
ｍｎ ∑｜ ω｜ ＝ ｎ ｌｏｇ ｒ(ωꎬＧ１ꎬε)＝

ｓｕｐα∈Ｏ(Ｘ) ｌｉｍ ｓｕｐ
ｎ→∞

１
ｎ

１
ｍｎ ∑｜ ω｜ ＝ ｎ ｌｏｇ Ｎ(ωꎬＧ１ꎬα) .

证明　 对任意的 ε>０ꎬαε 表示 Ｘ的勒贝格常数小于 ε且直径小于 ２ε的有限开覆盖ꎬ即对任意的 α∈αεꎬ
都有 Ｌｅｂ(α)<ε. β为 Ｘ的直径小于 ε / ２ 任意有限开覆盖. 根据引理 ２ 和 ３ꎬ对任意的 ω∈∪∞

ｎ＝１Ｆｎꎬ
Ｎ(ωꎬＧ１ꎬα)≤ｒ(ωꎬＧ１ꎬε / ２)≤ｓ(ωꎬＧ１ꎬε / ２)≤Ｎ(ωꎬＧ１ꎬβ) .

从而ꎬ

ｈ(Ｇ１ꎬα)≤ｌｉｍ
ε→０

ｌｉｍ ｓｕｐ
ｎ→∞

１
ｎ

１
ｍｎ ∑｜ ω｜ ＝ ｎ ｌｏｇ ｓ(ωꎬＧ１ꎬε / ２)≤ｈ(Ｇ１ꎬβ)≤ｈ(Ｇ) .

由于ꎬｓｕｐα∈Ｏ(Ｘ) ｈ(Ｇ１ꎬα)＝ ｌｉｍ
ε→０
ｈ(Ｇ１ꎬαε)ꎬ令 ε→０ꎬ结论得证.

３　 自由半群作用的拓扑熵的基本性质

在本节中主要讨论拓扑熵的基本性质.
性质 １　 设 ｆｉ:Ｘ→Ｘ为紧度量空间 Ｘ上的同胚映射ꎬ０≤ｉ≤ｍ－１ꎬ且对任意的 ｉꎬｊ∈{０ꎬ１ꎬꎬｍ－１}ꎬ都

有 ｆｉ ｆ ｊ ＝ ｆ ｊ ｆｉꎬＧ１ ＝{ ｆ０ꎬｆ１ꎬꎬｆｍ－１}ꎬＧ为 Ｘ 上的连续自映射集 Ｇ１ 的有限生成群ꎬ则
ｈ(Ｇ)＝ ｈ(Ｇ－１)ꎬ

式中ꎬＧ－１为有限生成群.
证明　 设 α为 Ｘ的任意有限开覆盖ꎬ

ｈ(Ｇ１ꎬα)＝ ｌｉｍ
ｎ→∞

１
ｎ

１
ｍｎ ∑｜ ω｜ ＝ ｎ ｌｏｇ Ｎ(ωꎬＧ１ꎬα)＝ ｌｉｍ

ｎ→∞

１
ｎ

１
ｍｎ ∑｜ ω｜ ＝ ｎ ｌｏｇ Ｎ( ∨

ω′≤ω
ｆ－１ω′α)≤

ｌｉｍ
ｎ→∞

１
ｎ

１
ｍｎ ∑｜ ω｜ ＝ ｎ ｌｏｇ Ｎ( ｆω( ∨

ω′≤ω
ｆ－１ω′)α)＝ ｌｉｍ

ｎ→∞

１
ｎ

１
ｍｎ ∑｜ ω｜ ＝ ｎ ｌｏｇ Ｎ( ∨

ω′≤ω
ｆω′α)＝ ｈ(Ｇ

－１
１ ꎬα)ꎬ
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故 ｈ(Ｇ１ꎬα)≤ｈ(Ｇ
－１
１ ꎬα) .

同理可证 ｈ(Ｇ－１
１ ꎬα)≤ｈ(Ｇ１ꎬα)ꎬ根据 α的任意性ꎬ有

ｈ(Ｇ)＝ ｈ(Ｇ－１) .
定义 ４　 设 ＸꎬＹ 为紧度量空间ꎬｆｉ:Ｘ→ Ｘ 为 Ｘ上的连续自映射ꎬ ｇｉ:Ｙ→Ｙ为 Ｙ上的连续自映射 ｉ ＝ ０ꎬ

１ꎬꎬｍ－１. 设由 Ｇ１ ＝{ ｆ０ꎬｆ１ꎬꎬｆｍ－１}生成的群为 Ｇꎬ由 Ｇ２ ＝ {ｇ０ꎬｇ１ꎬꎬｍ－１}生成的群为 Ｇ′. 若存在等度连

续映射 πｉ:Ｘ→ Ｙꎬ以及 π－１
ｉ :Ｙ→Ｘꎬ满足 π－１

ｉ ｆｉ ＝ｇｉπｉ . 则称系统(ＧꎬＸ)与系统(Ｇ′ꎬＹ)是等度拓扑共轭的.
性质 ２　 系统(ＧꎬＸ)与系统(Ｇ′ꎬＹ)是等度拓扑共轭的ꎬ则

ｈ(Ｇ)＝ ｈ(Ｇ′) .
众所周知ꎬＺ１－作用的动力系统(Ｘꎬｆ)的拓扑熵满足 ｐｏｗｅｒ ｒｕｌｅ 性质ꎬ即:ｈｔｏｐ( ｆｋ)＝ ｋｈｔｏｐ( ｆ)ꎬ该性质对于

在证明熵的变分原理时发挥了重要作用. 下面 将证明自由半群作用的拓扑熵也满足 ｐｏｗｅｒ ｒｕｌｅ 性质.
性质 ３　 设(Ｘꎬｄ)为紧度量空间ꎬｆｉ:Ｘ→Ｘ 为 Ｘ 上的连续自映射ꎬｉ ＝ ０ꎬ１ꎬꎬｍ－１ꎬＧ１ ＝ { ｆ０ꎬ ｆ１ꎬꎬ

ｆｍ－１}ꎬＧ为 Ｘ上的连续自映射集 Ｇ１ 的有限生成群. Ｇｋ ＝{ｇｉ ＝ ｆω: ｜ω ｜ ＝ ｋꎬｉ＝ ０ꎬ１ꎬꎬｍｋ－１}ꎬＧｋ 为 Ｘ 上的连

续自映射集 Ｇｋ 的有限生成群ꎬ则
ｈ(Ｇｋ)＝ ｋｈ(Ｇ) .

证明　 α 为 Ｘ的任意有限开覆盖ꎬ

ｈ(Ｇｋꎬα)＝ ｌｉｍ
ｎ→∞

１
ｎ

１
(ｍｋ) ｎ ∑｜ ω｜ ＝ ｎ ｌｏｇ Ｎ(ωꎬＧｋꎬα)＝ ｌｉｍ

ｎ→∞

１
ｎ

１
(ｍｋ) ｎ ∑｜ ω｜ ＝ ｎ ｌｏｇ Ｎ( ∨

ω′≤ω
ｇ－１ω′ α)＝

ｋ ｌｉｍ
ｎ→∞

１
ｎｋ

１
(ｍｋ) ｎ ∑｜ ω｜ ＝ ｎｋ ｌｏｇ Ｎ ∨

ω′≤ω
ｆ－１ω′α＝ ｋｈ(Ｇ１ꎬα)

从而ꎬｈ(Ｇｋ)＝ ｋｈ(Ｇ) .
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