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求解不可压 Ｎａｖｉｅｒ￣Ｓｔｏｋｅｓ 方程的

一种高效两水平方法

杜彬彬ꎬ黄建国

(上海交通大学数学科学学院ꎬ上海 ２００２４０)

[摘要] 　 提出了一种基于 Ａｒｒｏｗ￣Ｈｕｒｗｉｃｚ(Ａ￣Ｈ)方法的两水平方法(以下简称 ｍ￣Ａ￣Ｈ￣１￣Ｏｓｅｅｎ 方法)来求解不可

压 Ｎａｖｉｅｒ￣Ｓｔｏｋｅｓ(Ｎ￣Ｓ)方程. 首先在粗网格上采用 Ａ￣Ｈ 方法求解不可压 Ｎ￣Ｓ 方程ꎬ得到粗网格上的数值解. 然后

在细网格上利用粗网格上的数值解求解原方程线性化的 Ｏｓｅｅｎ 格式ꎬ由此获得所需的两水平方法. 对该方法的

收敛性进行了系统理论分析.
[关键词] 　 Ａｒｒｏｗ￣Ｈｕｒｗｉｃｚ 方法ꎬＮａｖｉｅｒ￣Ｓｔｏｋｅｓ 方程ꎬ两水平方法ꎬＯｓｅｅｎ 格式
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不可压 Ｎ￣Ｓ 方程在计算流体力学和工程应用中扮演重要角色[１－２]ꎬ它可以用来描述管流、绕翼型流

动、天气预报、血液流动和工业炉内的对流换热等. 混合元方法[１]是求解该方程的有效方法ꎬ而 Ａ￣Ｈ 方法

是求解相应离散化问题的一种有效算法. Ｔｅｍａｍ 在文献[２]中介绍了求解不可压 Ｎ￣Ｓ 方程的 Ａ￣Ｈ 算法并

进行了收敛性分析. 陈浦瀛、黄建国和盛华山[３]对该方法给出了收敛率分析ꎬ证明即使对于正规剖分该方

法也是以几何级数收敛的且收敛率与网格几何尺寸无关. 另一方面ꎬ两水平方法可以提高数值算法的计

算效率ꎬ关于两水平方法的具体介绍可以参考许进超[４－５]的工作. 针对不可压 Ｎ￣Ｓ 方程ꎬＬａｙｔｏｎ[６]、Ｇｉｒａｕｌｔ
和 Ｌｉｏｎｓ[７]与何银年和李开泰[８]等人给出了一些经典的两水平数值方法.

本文考虑如下不可压 Ｎ￣Ｓ 方程

－ｖΔｕ＋(ｕ􀅰∇)ｕ＋ｐ＝ ｆꎬ ｉｎ Ωꎬ
∇􀅰ｕ＝ ０ꎬ ｉｎ Ωꎬ
ｕ＝ ０ꎬ ｏｎ ∂Ωꎬ

ì

î

í

ïï

ïï

(１)

式中ꎬΩ⊂Ｒ２ 是具有 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 边界∂Ω的有界区域ꎬｕ 为速度ꎬｐ 为压力ꎬｆ 为外力项ꎬυ 是动力粘性系数ꎬ一
般等于雷诺数 Ｒｅ的倒数. 在方程(１)中我们给出了 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边界条件ꎬ对于其他边界条件可类似处理ꎬ在
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此不展开讨论. 为了确保压力 ｐ的唯一ꎬ假设

ｐ∈Ｌ２０(Ω)＝ ｑ∈ Ｌ２(Ω):∫
Ω

ｑｄｘ ＝ ０{ } . (２)

在本文中ꎬ将 Ａ￣Ｈ 算法和两水平方法相结合来求解不可压 Ｎ￣Ｓ 方程ꎬ具体来说就是在粗网格上进行

ｍ次 Ａ￣Ｈ 算法迭代ꎬ在细网格上进行 １ 次 Ｏｓｅｅｎ 格式的线性化ꎬ进而构造出不可压 Ｎ￣Ｓ 方程的一种高效两

水平方法并进行收敛性分析. 有关数值结果将另文给出.

１　 准备知识

本文用到的数学符号和基本结果见文[２ꎬ９] . 为了推出不可压 Ｎ￣Ｓ 方程的变分形式ꎬ先给出以下

Ｓｏｂｏｌｅｖ 空间:
Ｘ:＝Ｈ１

０(Ω) ２ ＝{ｖ∈Ｈ１(Ω) ２:ｖ ｜ ∂Ω ＝ ０}ꎬ　 　

Ｍ:＝Ｌ２０(Ω)＝ ｑ∈ Ｌ２(Ω):∫
Ω

ｑｄｘ{ } .

设 Ｘ 的闭子集 Ｖ 为

Ｖ＝{ｖ∈Ｘ:∇􀅰ｖ＝ ０ ｉｎ Ω} .
同样也引入下面的 Ｓｏｂｏｌｅｖ 空间

Ｄ(Ａ):＝Ｈ２(Ω) ２∩ＸꎬＹ:＝Ｌ２(Ω) ２ .
用 Ｈ 表示 Ｙ 的闭子空间

Ｈ＝{ｖ∈Ｙ:∇􀅰ｎ ｜ ∂Ω ＝ ０} .
我们通过 Ａ＝－ＰΔ 来定义 Ｓｔｏｋｅｓ 算子 Ａꎬ其中 Ｐ是 Ｙ 到 Ｈ 的 Ｌ２－正交投影. 分别用(􀅰ꎬ􀅰)和‖􀅰‖表示函

数空间 Ｌ２(Ω)ｍ(ｍ＝１ꎬ２)中的内积和 Ｌ２－范数ꎬ而在 Ｘ 上配置范数‖∇ｕ‖０ 和标量积(∇ｕꎬ∇ｖ) . 在 Ｓｏｂｏｌｅｖ
空间 Ｗｍꎬｐ(Ω)中ꎬ使用标准的范数‖􀅰‖ｍꎬｐꎬｍ≥０ꎬｐ≥１ꎬ且使用 Ｈｍ(Ω)代表 Ｗｍꎬ２(Ω)并以‖􀅰‖ｍ 代表

‖􀅰‖ｍꎬ２ . Ｘ 空间的对偶空间用 Ｘ′表示ꎬ其范数给定如下

‖ｆ‖－１ ＝ ｓｕｐ
ｖ∈Ｘꎬｖ≠０

<ｆꎬｖ>
‖∇ｖ‖０

ꎬ

式中ꎬ<􀅰ꎬ􀅰>表示函数空间 Ｘ′与 Ｘ 之间的对偶积.
使用上面的符号ꎬ问题(１)的变分形式可以写为

ａ(ｕꎬｖ)－ｄ(ｖꎬｐ)＋ｂ(ｕꎻｕꎬｖ)＝ <ｆꎬｖ>ꎬ
ｄ(ｕꎬｑ)＝ ０ꎬ{ (３)

式中ꎬ双线性形式为

ａ(ｕꎬｖ)＝ ν(∇ｕꎬ∇ｖ)ꎬ ∀ｕꎬｖ∈Ｘꎬ
ｄ(ｖꎬｑ)＝ (ｑꎬ∇􀅰ｖ)ꎬ ∀(ｖꎬｑ)∈Ｘ×Ｍ.

在 Ｘ×Ｘ×Ｘ 上的三线性型 ｂ(􀅰ꎻ􀅰ꎬ􀅰)可以表示为

ｂ(ｕꎻｖꎬｗ)＝ １
２
((ｕ􀅰∇)ｖꎬｗ)－ １

２
((ｕ􀅰∇)ｗꎬｖ)ꎬ∀ｕꎬｖꎬｗ∈Ｘ.

为行文简洁ꎬ使用 Ｃ(带或不带下标)表示一个生成常数ꎬ在不同的地方可取不同数值且与网格剖分

尺度 μ和迭代步数 ｍ无关.
正如文献[２]中所指出的ꎬ存在一个正数 Ｎ使得

｜ ｂ(ｕꎻｖꎬｗ) ｜≤Ｎ‖∇ｕ‖０‖∇ｖ‖０‖∇ｗ‖０ꎬ∀ｕꎬｖꎬｗ∈Ｘ. (４)
进一步定义

Λ＝υ－２Ｎ‖ｆ‖－１ .
此时ꎬ对于任意的 ｆ∈Ｈ－１(Ω) ２ꎬ只要 Λ<１ ꎬ问题(３)存在唯一解[２] .
基于变分形式(３)ꎬ可以给出问题(１)的混合有限元方法. 设 Ｔμ ＝{Ｋ} Ｋ∈Ｔμ是区域 Ω的正规的三角单元

组合ꎬμ 代表 Ｔμ 的网格尺寸. 对于区域 Ω 的任意一个三角剖分 Ｔμꎬ我们假设存在一对有限元空间(Ｘμꎬ
Ｍμ)满足 Ｘμ⊂Ｘ 和 Ｍμ⊂Ｍ. 如果存在不依赖 μ的正数 β使得

—８５１—
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ｉｎｆ
ｑ∈Ｍμ

ｓｕｐ
ｖ∈Ｘμ

(∇􀅰ｖꎬｑ)
‖∇ｖ‖０‖ｑ‖０

≥βꎬ

则称有限元对(ＸμꎬＭμ)是稳定的ꎬ也称满足一致 ｉｎｆ￣ｓｕｐ 条件. 典型的稳定有限元对包括 ＭＩＮＩ 元、Ｇｉｒａｕｌｔ￣
Ｒａｖｉａｒｔ 元和 Ｔａｙｌｏｒ￣Ｈｏｏｄ 元等. 下面给出求解问题(３)的混合有限元方法如下:

算法 １　 不可压 Ｎａｖｉｅｒ￣Ｓｔｏｋｅｓ 方程的混合有限元方法

求解(ｕμꎬｐμ)∈(ＸμꎬＭμ)使得对任意的(ｖꎬｑ)∈Ｘμ×Ｍμꎬ成立
ａ(ｕμꎬｖ)＋ｂ(ｕμꎻｕμꎬｖ)－ｄ(ｖꎬｐμ)＝ <ｆꎬｖ>ꎬ
ｄ(ｕμꎬｑ)＝ ０.{ (５ａ)

(５ｂ)
下面介绍 Ｓｔｏｋｅｓ 算子的离散形式 Ａμ ＝ＰμΔμꎬ其中 Ｐμ 是 Ｙ 到 Ｖμ 上的 Ｌ２－正交投影算子ꎬ

Ｖμ ＝{ｖμ∈Ｘμ:ｄ(ｖμꎬｑμ)＝ ０ꎬ∀ｑμ∈Ｍμ}ꎬ
(－Δμｕμꎬｖμ)＝ (∇ｕμꎬ∇ｖμ)ꎬｕμꎬｖμ∈Ｘμ .

以下不等式显然成立

‖ｖμ‖０≤Ｃ０‖∇ｖμ‖０ꎬ∀ｖμ∈Ｘμꎬ‖∇ｖμ‖≤‖Ａμｖμ‖０ꎬ∀ｖμ∈Ｖμ . (６)
为了证明算法 １ 的 ｕμ 以及下一节中算法 ２ 中迭代解 ｕｍμ 的稳定性ꎬ我们需要使用三线性型 ｂ(􀅰ꎻ􀅰ꎬ􀅰)

如下的估计[８]:
ｂ(ｕμꎻｗμꎬｖμ)＋ｂ(ｗμꎻｕμꎬｖμ)≤Ｃ２‖ｕμ‖１ / ２

１ ‖Ａμｕμ‖１ / ２
０ ‖ｗμ‖１‖ｖμ‖０ꎬｕμꎬｖμꎬｗμ∈Ｘμ . (７)

如果有限元空间对(ＸμꎬＭμ)满足一致 ｉｎｆ￣ｓｕｐ 条件和常规的有限元逼近估计且 Λ<１ꎬ则可知算法 １ 存

在唯一解ꎬ并成立以下的估计[２]:
定理 １　 假设(ｕꎬｐ)∈Ｄ(Ａ) ×(Ｈ１(Ω)∩Ｍ)是问题(３)的真解. (ｕμꎬｐμ)是算法 １ 的解ꎬ则成立以下

结果

ｖ‖∇ｕμ‖０≤‖ｆ‖－１ꎬｖ‖Ａμｕμ‖０≤Ｃ３‖ｆ‖０ꎬ　 　 　 (８)
ｖ‖ｕ－ｕμ‖０＋μ(ｖ‖∇(ｕ－ｕμ)‖０＋‖ｐ－ｐμ‖０)≤ｃμ２‖ｆ‖０ . (９)

２　 Ａ￣Ｈ 算法

在本节中将回顾在文献[２]中提到的 Ａ￣Ｈ 算法和相应的收敛性分析结果. 首先给出求解不可压 Ｎ￣Ｓ
方程的 Ａ￣Ｈ 算法.

算法 ２　 求解不可压 Ｎ￣Ｓ 方程的 Ａ￣Ｈ 算法

设 ρ和 α是两个正的参数.
步骤 １　 选择两个函数 ｕ０

μ∈Ｘμ 和 ｐ０μ∈Ｍμ 满足

ａ(ｕ０
μꎬｖ)－ｄ(ｖꎬｐ０μ)＝ <ｆꎬｖ>ꎬ

ｄ(ｕ０
μꎬｑ)＝ ０ꎬ{ (１０)

式中ꎬ(ｖꎬｑ)∈Ｘμ×Ｍμ .
步骤 ２　 对于 ｎ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬｍ－１ꎬ如果 ｕｎμ∈Ｘμ 和 ｐｎμ∈Ｍμ 已知ꎬ通过依次求解下面的方程获得更新:

ρ－１ｖ－１ａ(ｕｎ＋１μ －ｕｎμꎬｖ)＋ａ(ｕｎμꎬｖ)＋ｂ(ｕｎμꎻｕｎ
＋１
μ ꎬｖ)－ｄ(ｖꎬｐｎμ)＝ <ｆꎬｖ>ꎬ

α(ｐｎ＋１μ －ｐｎμꎬｑ)＋ρｄ(ｕｎ
＋１
μ ꎬｑ)＝ ０ꎬ{ (１１)

式中ꎬ(ｖꎬｑ)∈Ｘμ×Ｍμ .
如下结果在后面的理论分析中颇为重要.
引理 １[３] 　 下面的结果成立
(１)对任意的 ｖ∈Ｈ１

０(Ω) ２ꎬ‖∇􀅰ｖ‖０≤‖∇ｖ‖０ .
(２)设 ｐμ∈Ｍμ 是算法 １ 的解ꎬ则满足估计

‖ｐμ‖０≤３β－１‖ｆ‖－１ .
引理 ２[３] 　 设(ｕ０

μꎬｐ０μ)是(１０)的解ꎬ(ｕμꎬｐμ)是算法 １ 的解. 则下面估计成立

‖ｕμ－ｕ０μ‖１≤Λｖ
－１‖ｆ‖－１ꎬ

‖ｐμ－ｐ０μ‖０≤２Λβ－１‖ｆ‖－１ꎬ

‖Ａμ(ｕμ－ｕ０
μ)‖０≤Ｃ４Λｖ

－１‖ｆ‖０ .

—９５１—
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证明　 前两个不等式参见文献[３] . 下面证明第三个估计. 式(５)减去式(１０)得到

ａ(ｕμ－ｕ０
μꎬｖ)－ｄ(ｖꎬｐｕ－ｐ０μ)＝ －ｂ(ｕμꎻｕμꎬｖ)ꎬ

ｄ(ｕμ－ｕ０
μꎬｑ)＝ ０.{ (１２ａ)

(１２ｂ)

设 ｖ＝Ａμ(ｕμ－ｕ０
μ)∈Ｖμꎬ(１２ａ)即

νＡμ(ｕμ－ｕ０
μ) ２

０－ｄ(Ａμ(ｕμ－ｕ０
μ)ꎬｐμ－ｐ０μ)＝ －ｂ(ｕμꎻｕμꎬｖ) . (１３)

注意到 Ｖμ 空间的定义可知

ｄ(Ａμ(ｕμ－ｕ０
μ)ꎬｐμ－ｐ０μ)＝ ０. (１４)

把式(１４)代入式(１３)ꎬ利用式(６)和式(７)可得

ｖ‖Ａμ(ｕμ－ｕ０
μ)‖２

０≤Ｃ１Ｃ２‖Ａμｕμ‖０‖∇ｕμ‖０‖Ａμ(ｕμ－ｕ０
μ)‖０ .

再由式(８)立知以下结果

‖Ａμ(ｕμ－ｕ０
μ)‖０≤Ｃ４Λν

－１‖ｆ‖０ .
后文始终假设 Λ<１ꎬ并设算法 ２ 中的正参数 ρ和 α满足条件

ｒ＋ ρ
２

２α
<１ꎬ　 ｒ:＝ ｜ １－ρν ｜ ＋ρνΛ. (１５)

定义 Ｅｎμ ＝ｕμ－ｕｎμ 和 ｅｎμ ＝ ｐμ－ｐｎμꎬ算法 ２ 的收敛性在文献[３]中给出如下定理.
定理 ２　 设(ｕμꎬｐμ)∈Ｘμ ×Ｍμ 是算法 １ 的解ꎬ{ｕｎμꎬｐｎμ}是算法 ２ 得出的函数序列. 如果 Λ<１ 和假设

(１５)成立ꎬ则成立以下估计

Ｆ‖∇Ｅｎ＋１μ ‖２
０＋α‖ｅｎ

＋１
μ ‖２

０≤γ(Ｆ‖Ｅｎμ‖２
０＋α‖ｅｎμ‖２

０)ꎬ
式中ꎬＦ∈(０ꎬ１)和 γ∈(０ꎬ１)是两个与 ｎ和 μ无关的常数.

注 １　 通过观察上面推导的结论ꎬ只要 Λ<１ꎬ如果初始解即使是 ０ 函数ꎬ我们仍可以发现算法 ２ 是几

何收敛的ꎬ并且收敛常数与网格尺寸 μ无关.

３　 ｍ￣Ａ￣Ｈ￣１￣Ｏｓｅｅｎ 方法

在这一节中ꎬ将给出求解不可压 Ｎ￣Ｓ 方程的 ｍ￣Ａ￣Ｈ￣Ｏｓｅｅｎ 方法ꎬ相比于 Ａ￣Ｈ 方法ꎬ它可以显著提高计

算效率. 从现在开始ꎬＨ是一个趋于 ０ 的正参数. 相应于正规的粗网格剖分 ＴＨꎬ记 ＸＨ×ＭＨ 为 Ｘ×Ｍ 的稳定

有限元空间对. 相应于由 ＴＨ 加细可得细网格 Ｔｈꎬ可类似定义稳定有限元空间对(ＸｈꎬＭｈ)ꎬ使其满足(ＸＨꎬ
ＭＨ)⊂(ＸｈꎬＭｈ)ꎬ同时假设 １>Ｈ≽ｈ.

首先得到以下重要估计.
定理 ３　 假设算法 ２ 中的参数满足(１５)和 ｜ １－ρν ｜ <１ / ２. 若 ｕｍμ 由(１１)给出ꎬ则其必满足以下估计

‖∇ｕｍμ‖０≤Ｃαꎬｐｖ
－１‖ｆ‖－１ꎬ　 ‖Ａμｕ０

μ‖０≤Ｃ４ｖ
－１‖ｆ‖－１ .

证明　 首先ꎬ由引理 ２ 和递归推导立知

‖∇Ｅｍμ‖０≤ １＋４ｖ２Ｄ－１β－２ ｖ－１‖ｆ‖－１ꎬ (１６)
使用三角不等式ꎬ可以进一步得到

‖∇ｕｍμ‖２
０≤２(‖∇Ｅｍμ‖２

０＋‖∇ｕμ‖２
０) .

结合定理 １ 和式(１６)可得

‖∇ｕｍμ‖０≤Ｃαꎬｖｖ
－１‖ｆ‖－１ꎬ (１７)

式中 Ｃαꎬν ＝ ２ １＋２Ｃαν２ .
式(５ａ)减去式(１１)得到

ρ－１ν－１ａ(Ｅｎ＋１μ －Ｅｎμꎬｖ)＋ａ(Ｅｎμꎬｖ)－ｄ(ｖꎬｅｎμ)＝ －ｂ(Ｅｎμꎻｕμꎬｖ)－ｂ(ｕｎμꎻＥｎ
＋１
μ ꎬｖ) .

设 ｖ＝ＡμＥｎ
＋１
μ ∈Ｖμ 并由 Ｖμ 的定义可知

ＡμＥｎ
＋１
μ

２
０ ＝(１－ρν)(ＡμＥｎμꎬＡμＥｎ

＋１
μ )－ρｂ(ＥｎμꎻｕμꎬＡμＥｎ

＋１
μ )－ρｂ(ｕｎμꎻＥｎ

＋１
μ ꎬＡμＥｎ

＋１
μ ) .

使用 Ｃａｕｃｈｙ￣Ｓｃｈｗａｒｚ 不等式ꎬＹｏｕｎｇ 不等式ꎬ式(６)、(７)ꎬ定理 １ꎬ式(１６)和(１７)可得

‖ＡμＥｎ
＋１
μ ‖０≤２ ｜１－ρｖ‖ＡμＥｎμ‖０＋Ｃ３ｖ

－１‖ｆ‖０ꎬ (１８)
结合条件 ２ ｜ １－ρν ｜ <１ꎬ引理 ２ 和式(１８)可知

—０６１—
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‖ＡμＥｎ
＋１
μ ‖０≤Ｃν

－１‖ｆ‖０ .
结合三角不等式和定理 １ 可得

‖Ａμｕｎ
＋１
μ ‖０≤Ｃ４ｖ

－１‖ｆ‖０ . (１９)
结合式(１７)和(１９)ꎬ结果得证.
引理 ３　 设(ｕｍμ ꎬｐｍμ )是由(１１)求解而得. 如果 Λ<１ 和假设(１５)成立ꎬ则成立如下估计

‖∇(ｕμ－ｕｍμ )‖０≤ γｍ(１＋４ν２αβ－２Ｆ－１) ν－１‖ｆ‖－１ꎬ

‖ｐμ－ｐｍμ‖０≤ γｍ({Ｆ}ν－２α－１＋４β－２) ‖ｆ‖－１ꎬ
式中ꎬｍ≥１ꎬＦ∈(０ꎬ１)和 γ∈(０ꎬ１)是两个与 μ无关的常数.

证明　 根据定理 ２ 可知

Ｆ‖∇Ｅｍμ‖２
０＋α‖ｅｍμ‖２

０≤γ(Ｆ‖∇Ｅｍ－１μ ‖２
０＋α‖ｅｍ

－１
μ ‖２

０)ꎬ
而由递推关系有

Ｆ‖∇Ｅｍμ‖２
０＋α‖ｅｍμ‖２

０≤γｍ(Ｆ‖∇Ｅ０
μ‖２

０＋α‖ｅ０μ‖２
０) .

进一步ꎬ利用引理 ２ 可得

Ｆ‖∇Ｅｍμ‖２
０＋α‖ｅｍμ‖２

０≤γｍ((Ｆν
－２‖ｆ‖２

－１＋４αβ
－２‖ｆ‖２

－１) .
于是ꎬ由上式立得

‖∇Ｅｍμ‖０≤ γｍ(１＋４ｖ２αβ－２Ｆ－１) ｖ－１‖ｆ‖－１ꎬ (２０)

‖ｅｍμ‖０≤ γｍ(Ｆｖ－２α－１＋４β－２ ‖ｆ‖－１ . (２１)
结果得证.
最后ꎬ我们给出 ｍ￣Ａ￣Ｈ￣Ｏｓｅｅｎ 方法并进行误差分析.
算法 ３　 不可压 Ｎ￣Ｓ 方程的 ｍ￣Ａ￣Ｈ￣Ｏｓｅｅｎ 算法

设 ρ和 α是两个正的参数.
步骤 １　 选择两个函数 ｕ０

Ｈ∈ＸＨ 和 ｐ０Ｈ∈ＭＨ 满足

ａ(ｕ０
Ｈꎬｖ)－ｄ(ｖꎬｐ０Ｈ)＝ <ｆꎬｖ>ꎬ

ｄ(ｕ０
Ｈꎬｑ)＝ ０ꎬ

(２２)

式中(ｖꎬｑ)∈Ｘμ×Ｍμ .
步骤 ２　 对于 ｎ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬｍ－１ꎬ如果 ｕｎＨ∈ＸＨ 和 ｐｎＨ∈ＭＨ 已知ꎬ通过依次求解下面的方程

ρ－１ｖ－１ａ(ｕｎ＋１Ｈ －ｕｎＨꎬｖ)＋ａ(ｕｎＨꎬｖ)＋ｂ(ｕｎＨꎻｕｎ
＋１
Ｈ ꎬｖ)－ｄ(ｖꎬｐｎＨ)＝ <ｆꎬｖ>ꎬ

α(ｐｎ＋１Ｈ －ｐｎＨꎬｑ)＋ρｄ(ｕｎ
＋１
Ｈ ꎬｑ)＝ ０ꎬ{ (２３)

式中(ｖꎬｑ)∈ＸＨ×ＭＨ .
步骤 ３　 在细网格上求解一个线性问题ꎬ即找(ｕｍｈꎬｐｍｈ)∈Ｘｈ×Ｍｈ 使其满足

ａ(ｕｍｈꎬｖ)－ｄ(ｖꎬｐｍｈ)＋ｂ(ｕｍＨꎻｕｍｈꎬｖ)＝ <ｆꎬｖ>ꎬ
ｄ(ｕｍｈꎬｑ)＝ ０ꎬ{ (２４)

式中ꎬ(ｖꎬｑ)∈Ｘｈ×Ｍｈ .
定理 ４　 求解算法 ３ 所得 ｕｍｈ满足估计

‖∇ｕｍｈ‖０≤ｖ－１‖ｆ‖－１ꎬ‖Ａμｕｍｈ‖０≤Ｃｖ
－１‖ｆ‖０ .

证明　 在式(２４)中取 ｖ＝ｕｍｈ和 ｑ＝ ｐｍｈꎬ由于 ｂ(ｕｍＨꎻｕｍｈꎬｕｍｈ)＝ ０ꎬ故知

ａ(ｕｍｈꎬｕｍｈ)＝ ‹ ｆꎬｕｍｈ› .
利用 Ｃａｕｃｈｙ￣Ｓｃｈｗａｒｚ 不等式有

‖∇ｕｍｈ‖０≤ｖ
－１‖ｆ‖－１ . (２５)

同样地ꎬ在式(２４)中取 ｖ＝Ａｈｕｍｈ∈Ｖｈ 和 ｑ＝ ０ 可得

ａ(ｕｍｈꎬＡｈｕｍｈ)＋ｂ(ｕｍＨꎻｕｍｈꎬＡｈｕｍｈ)＝ ‹ ｆꎬＡｈｕｍｈ› .
使用 Ｃａｕｃｈｙ￣Ｓｃｈｗａｒｚ 不等式和式(７)可推知

ν‖Ａｈｕｍｈ‖２
０≤‖ｆ‖０‖Ａｈｕｍｈ‖０＋Ｃ２‖∇ｕｍＨ‖０‖∇ｕｍｈ‖１ / ２‖１ / ２

０ ‖Ａｈｕｍｈ‖１ / ２
０ ‖Ａｈｕｍｈ‖０ꎬ

—１６１—
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再利用 Ｙｏｕｎｇ 不等式可知

ｖ‖Ａｈｕｍｈ‖０≤‖ｆ‖０＋
Ｃ２

２

２ｖ
‖∇ｕｍＨ‖２

０‖∇ｕｍｈ‖０＋
ｖ
２
‖Ａｈｕｍｈ‖０ . (２６)

最后ꎬ利用式(２５)和(２６)以及定理 ３ 可证得结果.
定理 ５　 若(ｕꎬｐ)∈Ｄ(Ａ)×(Ｈ１(Ω)∩Ｍ)和(ｕｍｈꎬｐｍｈ)∈Ｘｈ×Ｍｈ 分别是问题(３)和(１２)的解ꎬ则成立

以下估计:

ν‖∇(ｕ－ｕｍｈ)‖０＋‖ｐ－ｐｍｈ‖０≤Ｃ(ｈ＋Ｈ２)＋Ｃ γｍ(１＋４ν２αβ－２Ｆ－１) ‖ｆ‖－１ .
证明　 令 μ＝ｈꎬ式(５)减去式(１２)可导出ꎬ对任何的(ｖꎬｑ)∈Ｘｈ×Ｍｈ 成立

ａ(ｕｈ－ｕｍｈꎬｖ)－ｄ(ｖꎬｐｈ－ｐｍｈ)＋ｂ(ｕｈ－ｕｍＨꎻｕｈꎬｖ)＋ｂ(ｕｍＨꎻｕｈ－ｕｍｈꎬｖ)＝ ０ꎬ
ｄ(ｕｈ－ｕｍｈꎬｑ)＝ ０.{ (２７)

记(ξｍꎬηｍ)＝ (ｕｈ－ｕｍｈꎬｐｈ－ｐｍｈ)ꎬ在式(２７)中取( ｖꎬｑ)＝ (ξｍꎬηｍ)ꎬ则由式(６)ꎬ(７)ꎬ引理 ３ 和定理 １
可得

ｖ‖∇ξｍ‖０≤ＣＨ２＋Ｃ γｍ(１＋４ｖ２αβ－２Ｆ－１) ‖ｆ‖－１ . (２８)
对于‖ｐｈ－ｐｍｈ‖０ 的估计ꎬ由离散的 ｉｎｆ￣ｓｕｐ 条件有

‖ｐｈ－ｐｍｈ‖０≤β
－１ ｓｕｐ

ｖ∈Ｘμ

ｄ(ｖꎬｐｈ－ｐｍｈ)
‖∇ｖ０‖

.

使用式(１５)ꎬ(４)ꎬ(６)ꎬ(７)ꎬ(２８)ꎬ定理 １ 和定理 ３ 可得

ｖ‖∇(ｕ－ｕｍｈ)‖０≤ｖ‖∇(ｕ－ｕｈ)‖０＋ｖ‖∇(ｕｈ－ｕｍｈ‖０ . (２９)
再利用三角不等式可知

ν‖∇(ｕ－ｕｍｈ)‖０≤ν‖∇(ｕ－ｕｈ)‖０＋ν‖∇(ｕｈ－ｕｍｈ)‖０ꎬ
‖ｐ－ｐｍｈ‖０≤‖ｐ－ｐｈ‖０＋‖ｐｈ－ｐｍｈ‖０ .

结合上面的两个三角不等式ꎬ式(２８)ꎬ(２９)和定理 １ 可立得所需结果.
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