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求解弹性振动方程的稳健 Ｃ０ Ｐ１ －Ｐ３ 时空有限元方法

郭玉玲ꎬ黄建国

(上海交通大学 数学科学学院ꎬ上海 ２００２４０)

[摘要] 　 本文旨在构建一类稳健的 Ｃ０Ｐ１ －Ｐ３ 时空有限元方法求解弹性振动方程. 该方法在时间方向上采用

Ｃ０Ｐ１ ＤＧ 方法离散ꎬ在空间上采用 Ｐ３－非协调有限元方法离散ꎬ进而得到相应的全离散格式. 数值试验结果验证

了该方法的稳健性.
[关键词] 　 弹性振动方程ꎬ时空有限元方法ꎬＣ０Ｐ１ ＤＧ 方法ꎬＰ３－非协调有限元方法ꎬ稳健性
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弹性振动问题可描述为如下形式[１－２]:

ｕ̈＋Ａｕ＝ ｆ(ｘꎬｔ)ꎬ (ｘꎬｔ)∈Ω×Ｊꎬ
ｕ＝ ０ꎬ (ｘꎬｔ)∈Ω×Ｊꎬ

ｕ(ｘꎬ０)＝ ０ꎬｕ̇(ｘꎬ０)＝ ０ꎬ ｘ∈Ωꎬ

ì

î

í

ï
ï

ïï

(１)

式中ꎬＪ:＝(０ꎬＴ)ꎬＴ>０ 为给定常数ꎬ Ω⊆Ｒ２ 是带利普希茨边界 Γ的凸区域ꎬｕ代表材料的位移场ꎬｆ 代表外

力. 另外ꎬ算子 Ａ定义为

Ａｕ:＝ －μΔｕ－(λ＋μ)∇(ｄｉｖ ｕ)ꎬ
式中ꎬλ∈(０ꎬ∞ )ꎬ　 μ∈[μ１ꎬμ２](０<μ１≤μ２)代表材料的拉梅系数.

对于弹性振动方程ꎬ通常难以找到解析解ꎬ需要借助数值方法进行近似求解. 有限元方法[３－５] 是求解

弹性动力学问题的通用数值方法. 然而ꎬ当拉梅系数 λ 较大时ꎬ弹性材料将会处于几乎不可压缩的状态ꎬ
此时用常规的有限元方法(如低阶协调有限元方法)进行求解ꎬ会出现“闭锁”现象[６] . 目前ꎬ针对稳态的

弹性问题已有大量克服“闭锁”现象的数值方法ꎬ这类方法被称为无闭锁数值方法或稳健数值方法. 例如ꎬ
非协调有限元方法[７]ꎬ ｐ－型有限元方法[８]ꎬ混合有限元方法[９]ꎬ间断伽辽金方法[１０]ꎬ弱伽辽金方法[１１]等.

然而ꎬ就我们所知ꎬ对于非定常弹性振动方程关于拉梅系数 λ 稳健的数值方法的研究几乎还是空

白. 郭和黄[１２]针对问题(１)在时间方向上采用 Ｃ０Ｐ１ ＤＧ 有限元方法(也称作 Ｐ１－ＣＤＧ 方法)离散ꎬ在空间
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方向上采用 Ｐ１－非协调元离散ꎬ针对弹性振动方程发展了一类稳健的时空有限元方法. 本文进一步探索使

用 Ｃ０Ｐ１－Ｐ３ 时空有限元方法求解弹性振动方程(１)的稳健性效果. 为得到该方法ꎬ首先针对弹性振动方程

(１)ꎬ在时间方向上采用 Ｐ１－ＣＤＧ 方法离散ꎬ在空间上采用 Ｐ３－非协调元离散ꎬ从而构造出相应的 Ｃ０Ｐ１－Ｐ３

时空全离散有限元格式. 然后通过数值实验说明所提方法的稳健性.

１　 弹性振动方程的 Ｃ０Ｐ１－Ｐ３ 时空全离散有限元方法

首先ꎬ对区间 Ｊ作任意划分:０＝ ｔ０<ｔ１<􀆺<ｔＮ ＝Ｔ.记
Ｊｎ:＝( ｔｎ－１ꎬｔｎ]ꎬ ｋｎ:＝ ｔｎ－ｔｎ－１ꎬｋ:＝ｍａｘ１≤ｎ≤Ｎｋｎ .

为方便起见ꎬ记
ｖｎ:＝ ｖ( ｔｎ)＝ ｖ(ｘꎬｔｎ)ꎬｖｎ±(ｘꎬｔｎ):＝ ｌｉｍδ→０＋ｖ(ｘꎬｔｎ±δ)ꎬ[ｖ] ｎ:＝ ｖｎ＋－ｖｎ－ .

令 Ｔｈ 为 Ω上的正规三角剖分ꎬ并设每个单元 Ｋ的直径≤ｈ.记剖分 Ｔｈ 的所有边为 εꎬ并记内边和边界

边集分别为 εｉｈ 和 εｂｈ . 令 ｎＥ 为 Ｅ的单位外法线方向ꎬ对任意的 ｖ∈(Ｌ２(Ω) ２ꎬ 定义内边 Ｅ∈εｉｈ 上的跳量为.
[ｖ] Ｅ ＝(ｖ ｜ Ｋ) Ｅ－(ｖ ｜ Ｋ′) Ｅꎬ

这里 Ｋ、Ｋ′是以 Ｅ为公共边的两个单元ꎬ且 ｎＥ 指向 Ｋ′.
接下来ꎬ定义 Ｐ３－非协调有限元空间[１３] .先给出两个性质如下:
性质 １　 存在插值算子 ＩＫｈ :(Ｈ１(Ｋ)) ２→Ｖｎｃｈ (Ｋ)使得对任意的 ｖ∈(Ｈ１(Ｋ)) ２ 满足:

｜ ｖ－ＩＫｈ ｖ ｜Ｈ１(Ｋ)≲ｈｒ ｜ ｖ ｜ Ｈｒ＋１(Ｋ)ꎬ　 ∀ １≤ｒ≤３
以及

∫
Ｋ
ｑｄｉｖ( ＩＫｈ ｖ)ｄｘ＝ ∫

Ｋ
ｑｄｉｖ(ｖ)ｄｘꎬ　 ∀ｑ∈Ｐ２(Ｋ) .

式中ꎬ符号“Ａ≲Ｂ”表示“Ａ≤ＣＢ”ꎬ其中隐藏的常数 Ｃ与网格步长以及拉梅系数无关. 另外ꎬ此处及下文均

采用 Ｓｏｂｏｌｅｖ 空间范数和半范数的标准记号[１４] .
性质 ２　 成立如下相容性条件:

图 １　 三角单元 Ｋ 上自由度选取

Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｔｈｅ ｎｏｄｅｓ ｏｎ ｔｈｅ ｔｒｉａｎｇｌｅ Ｋ

∫
Ｅ
ｑ􀅰[ｖｈ] Ｅｄｓ＝ ０ꎬ　 ∀Ｅ∈εｉｈꎬ　 ｑ∈(Ｐ２(Ｅ)) ２

和

∫
Ｅ
ｑ􀅰ｖｈｄｓ＝ ０ꎬ　 ∀Ｅ∈εｂｈꎬ　 ｑ∈(Ｐ２(Ｅ)) ２ .

于是定义一个非协调元空间为

Ｖｎｃｈ ＝{ｖｈ∈(Ｌ２(Ω)) ２ꎻ(Ｐ３(Ｋ)) ２⊆Ｖｎｃｈ }ꎬ
并且 Ｖｎｃｈ 满足性质 １ 和性质 ２.
根据文献[１３]ꎬＰ３－非协调有限元空间 Ｖｎｃｈ 的自由度可选取

为三角形单元 Ｋ(如图 １)各条边上的 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ￣Ｇａｕｓｓ 点{ｂ ｊ} ９
ｊ＝１

以及三角形单元内部点{ｂ ｊ} １２
ｊ＝１０上的值. 具体地ꎬ{ｂ ｊ} １２

ｊ＝１关于顶

点{ａｉ} ３
ｊ＝１的重心坐标为:

ｂ１ ＝
１＋ ３

５
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ꎬ
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÷ ꎬ　 ｂ３ ＝
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ꎬ
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５
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è
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÷
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ꎬ
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令 Ｐ３－非协调有限元空间 Ｖｎｃｈ 对应的多项式空间为(ＰＫ) ２ꎬ这里

ＰＫ:＝ｓｐａｎ{λ３
１ꎬλ３

２ꎬλ３
３ꎬλ２

１λ２ꎬλ２
１λ３ꎬλ２

２λ１ꎬλ２
２λ３ꎬλ２

３λ１ꎬλ２
３λ２ꎬλ２

１λ２λ３ꎬλ２
２λ１λ３ꎬλ２

３λ２λ１} .
根据 φｉ∈ＰＫꎬ１≤ｉ≤１２ꎬ 和 φｉ(ｂ ｊ)＝ δｉｊꎬ　 １≤ｊ≤１２ꎬ可计算出 ＰＫ 对应的基函数{φｉ} １２

ｊ＝１显式表达式.
下面ꎬ引入时－空有限元空间:

Ｖｈｋ ＝ ｖ:[０ꎬＴ] → Ｖｎｃｈ ꎻｖ∈ (Ｃ(􀭰Ｊ)) ２ꎬｖ ｜ Ｊｎ ＝∑
１

ｊ ＝ ０
ｖ ｊ ｔ ｊꎬｖ ｊ ∈ Ｖｎｃｈ ꎬ　 １ ≤ ｎ≤ Ｎ{ } ꎬ

并记 Ｖｈｋｎ 为 Ｖｈｋ限制在 Ｊｎ 上的子空间.借鉴文献[３]中的思想ꎬ对于问题(１)提出如下全离散有限元格

式:找 Ｕ∈Ｖｈｋ使得

∫
ｔＮ

０

((Ｕ̈ꎬｖ̇) ＋ Ａｈ(Ｕꎬｖ̇))ｄｔ ＋∑
Ｎ－１

ｎ ＝ ０
([Ｕ̇] ｎꎬｖ̇ｎ＋) ＝ ∫

ｔＮ

０

( ｆꎬｖ̇)ｄｔ　 ∀ｖ∈ Ｖｈｋꎬ

Ｕ０ ＝ ０ꎬ　 Ｕ̇０
－ ＝ ０ꎬ

ì

î

í

ï
ï

ïï

(２)

式中

Ａｈ(ｖꎬｗ):＝ ∑
Ｋ∈Ｔｈ
∫
Ｋ
(μ(∇ｖ:∇ｗ)＋(μ＋λ)ｄｉｖ ｖ􀅰ｄｉｖ ｗ)ｄｘꎬ

(ｖꎬｗ):＝ ∫
Ω
ｖ􀅰ｗｄｘꎬ　 ∇ｖ:∇ｗ:＝ ∑

２

ｉ ＝ １
∇ｖｉ􀅰∇ｗｉ .

令 Ｖ＝(Ｈ１
０(Ω)) ２ . 利用标准的论证技巧[１５]ꎬ容易验证双线性型 Ａｈ(􀅰ꎬ􀅰)是对称的ꎬ并且由 Ｋｏｒｎ 不等

式可知其为 Ｖ－强制的ꎬ即存在某个正常数 α使得

Ａｈ(ｖꎬｖ)≥αｖ２ｈꎬ　 ∀ｖ∈Ｖ＋Ｖｈｋｎ ꎬ
式中ꎬ‖ｖ‖ｈ:＝(Ａｈ(ｖꎬｖ)) １ / ２ . 不难验证ꎬ ‖􀅰‖ｈ 为 Ｖ＋Ｖｈｋｎ 上的能量范数. 另外ꎬ我们可以得到方法(２)的
如下误差估计结果:

定理　 设 ｕ和 Ｕ 分别是问题(１)和(２)的解ꎬ且 ｕ̈∈Ｌ∞ ([０ꎬＴ]ꎻ(Ｈ４(Ω)) ２)ꎬｕ(３) ∈Ｌ∞ ([０ꎬＴ]ꎻ
(Ｈ３(Ω)) ２)ꎬｕ(４)∈Ｌ２([０ꎬＴ]ꎻ(Ｈ２(Ω)) ２) . 如果 ｆ∈Ｈ３([０ꎬＴ]ꎬ(Ｈ２(Ω)) ２)ꎬ且 ｆ(ｘꎬ０)＝ ｆ̇(ｘꎬ０)＝ ０ꎬ 那么

对 ｎ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＮꎬ 成立如下估计:
‖ｕ( ｔｎ)－Ｕｎ‖ｈ≲ｈ４( ｆ̈Ｌ１(０ꎬＴꎻＨ２(Ω)) ＋‖ｆ̈(􀅰ꎬ０)‖Ｈ２(Ω) ＋‖ｆ(３)‖Ｌ２(０ꎬＴꎻＨ２(Ω)))＋ｈ３( ｆＬ∞ (０ꎬＴꎻＨ２(Ω)) ＋ｆ̇Ｌ２(０ꎬＴꎻＨ２(Ω)))＋

ｈ３( ｆ̈Ｌ∞ (０ꎬＴꎻＨ２(Ω)) ＋ｆ̈(􀅰ꎬ０) Ｈ２(Ω) ＋ｆ(３)Ｌ２(０ꎬＴꎻＨ２(Ω)))＋ｋ( ｆＬ１(０ꎬＴꎻＨ２(Ω)) ＋ｆ̇Ｌ２(０ꎬＴꎻＨ２(Ω)) ＋ｆ̈(􀅰ꎬ) Ｈ２(Ω) ＋ｆ(３)Ｌ２(０ꎬＴꎻＨ２(Ω)))
和

‖ｕ̇( ｔｎ)－Ｕ̇ｎ－‖０ꎬΩ≲ｈ４( ｆ̈Ｌ１(０ꎬＴꎻＨ２(Ω)) ＋ｆ̈(􀅰ꎬ０) Ｈ２(Ω) ＋ｆ(３)Ｌ２(０ꎬＴꎻＨ２(Ω)) ＋ｆ̇Ｌ∞ (０ꎬＴꎻＨ２(Ω)) ＋ｆ̈Ｌ２(０ꎬＴꎻＨ２(Ω)))＋

ｋ( ｆＬ１(０ꎬＴꎻＨ２(Ω)))＋ｆ̇Ｌ２(０ꎬＴꎻＨ２(Ω))) .
该定理证明过程较长ꎬ详见文献[１６]ꎬ限于篇幅在此从略.
接下来ꎬ给出格式(２)的数值实现过程. 在子区间 Ｊｎ 上ꎬ函数 Ｕ可表达为

Ｕ( ｔ)＝ Ｕｎ－１＋( ｔ－ｔｎ－１)Ｕ̇ｎ－ .

由于(２)中的检验函数 ｖ̇ꎬ并不需要保持在 ｔ＝ ｔｎ 处的连续性ꎬ因此ꎬ可选取 ｖ̇ 为 Ｖｎｃｈ 中任意元素 φ. 从
而ꎬ格式(２)可改写为:找 Ｕ∈Ｖｈｋ使得

ｋ２ｎ
２
Ａｈ(Ｕ̇ｎ－ꎬφ) ＋ (Ｕ̇ｎ－ꎬφ) ＝ ∫

Ｊｎ
( ｆꎬφ)ｄｔ － ｋｎＡｈ(Ｕｎ

－１ꎬφ) ＋ (Ｕ̇ｎ－１－ ꎬφ)∀φ∈ Ｖｎｃｈ ꎬｎ≥ １ꎬ

Ｕ０ ＝ ０ꎬ　 Ｕ̇０
－ ＝ ０.

ì

î

í

ï
ï

ïï

(３)

从上式中可见ꎬ一旦确定了 Ｊｎ－１上的函数 Ｕꎬ即可推出 Ｕｎ－１ꎬ那么由(３)可计算出 Ｕ̇ｎ－ .继而可确定 Ｕ在

Ｊｎ 上的表达式. 逐层递归ꎬ即可得到函数 Ｕ在整个区间 Ｊ上的表达式.
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２　 数值实验

在本节中ꎬ通过数值算例验证上一节中的理论分析结果. 记
ＥＥꎬｈ:＝ ｍａｘ

１≤ｎ≤Ｎ
‖ｕ( ｔｎ)－Ｕｎ‖ｈꎬ

ＥｔＬ２:＝ ｍａｘ
１≤ｎ≤Ｎ

‖ｕ̇( ｔｎ)－Ｕ̇ｎ－‖０ꎬΩ .

问题描述:令求解区域 Ω＝(０ꎬ１)×(０ꎬ１)ꎬ时间区间 Ｊ ＝ (０ꎬ２) . 在方程(１)中ꎬ选取适当的右端项 ｆ 使
得精确解满足:

ｕ＝
ｕ１(ｘꎬｔ)
ｕ２(ｘꎬｔ)

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

μ
５
ｔ５(ｘ２１－ｘ１) ２(ｘ２２－ｘ２)(２ｘ２－１)

μ
５
ｔ５(ｘ２２－ｘ２) ２(ｘ１－ｘ２１)(２ｘ１－１)

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

ꎬ

式中ꎬμ＝ ０.５.
数值实现:在本例中ꎬ全离散格式建立在均匀的时－空网格上. 在时间方向的离散上ꎬ采用 Ｐ１－ＣＤＧ 有

限元方法离散ꎻ在空间方向上ꎬ分别采用 Ｐ３－非协调有限元方法进行离散. 另外ꎬ作为对比ꎬ在时间方向的

离散上ꎬ依然采用 Ｐ１－ＣＤＧ 离散ꎻ在空间方向上ꎬ采用 Ｐ３－协调元进行离散. 为了方便描述ꎬ给出如下记号:
•Ｐ１－Ｐｃｏｎ

３ :采用 Ｐ１－ＣＤＧ 方法进行时间方向的离散ꎬ采用 Ｐ３－协调元进行空间方向的离散.
•Ｐ１－Ｐｎｏｎ

３ :采用 Ｐ１－ＣＤＧ 方法进行时间方向的离散ꎬ采用 Ｐ３－非协调元进行空间方向的离散.
为观察格式(２)在拉梅系数 λ取值较大情况下的计算效果ꎬ在问题(１)中固定 μ ＝ ０.５ꎬ并选取不同的

λ. 令空间网格步长 ｈ从 １ / ８ 变化到 １ / １６ꎬ并选取时间步长 ｋ＝ｈ３ .
实验结果:表 １ 中ꎬ列出了采用 Ｐ１－Ｐｃｏｎ

３ 和 Ｐ１ －Ｐｎｏｎ
３ 离散时误差 ＥＥꎬｈ在不同的 λ 和 ｈ 下的值. 结果表

明:采用 Ｐ１－Ｐｎｏｎ
３ 离散时ꎬＥＥꎬｈ能保持 ３ 阶收敛阶ꎬ即便 λ取值较大也依然成立.

表 １　 在 Ｐ１－Ｐｃｏｎ３ 和 Ｐ１－Ｐｎｏｎ３ 离散下 ＥＥꎬｈ的值

Ｔａｂｌｅ １　 Ｅｒｒｏｒ ＥＥꎬｈ ｕｎｄｅｒ Ｐ１－Ｐｃｏｎ３ ａｎｄ Ｐ１－Ｐｎｏｎ３ ｄｉｓｃｒｅｔｉｚａｔｉｏｎ

Ｋ＝ｈ３

λ ｈ

Ｐ１－Ｐｎｏｎ
３

ＥＥꎬｈ Ｏｒｄ＿ＥＥꎬｈ

Ｐ１－Ｐｎｏｎ
３

ＥＥꎬｈ Ｏｒｄ＿ＥＥꎬｈ

１００

１ / ８
１ / １０
１ / １６
１ / ２０

７.２２２ ３ｅ－４
３.７５８ ２ｅ－４
９.３３９ ３ｅ－５
４.８０１ ８ｅ－５

—
２.９２７ ４
２.９６２ ３
２.９８１ ２

３.２８２ ０ｅ－４
１.６９０ ７ｅ－４
４.１２６ ７ｅ－５
２.１０６ ９ｅ－４

—
２.９７２ ６
３.０００ ４
３０.１２６

１０２

１ / ８
１ / １０
１ / １６
１ / ２０

７.８５５ ０ｅ－４
４.０５４ ４ｅ－４
９.９４０ ８ｅ－５
５.０８６ １ｅ－５

—
２.９７０ ６
２.９９６ ８
３.００７ ９

１.２０３ ５ｅ－３
６.９９０ ２ｅ－４
２.０７７ ８ｅ－４
１.１３２ ３ｅ－４

—
２.４３５ １
２.５８１ １
２.７２０ ４

１０４

１ / ８
１ / １０
１ / １６
１ / ２０

７.９３８ ４ｅ－４
４.０９１ ２ｅ－４
１.０００ ３ｅ－４
５.１１２ ６ｅ－５

—
２.９３６ ７
２.９９０ ９
３.００３ １

１.５３６ ３ｅ－３
９.７６１ ５ｅ－４
３.７４９ ５ｅ－４
２.３７３ ５ｅ－４

—
２.０３２ ５
２.０３５ ７
２.０４９ ０

１０６

１ / ８
１ / １０
１ / １６
１ / ２０

７.９３８ ４ｅ－４
４.０９１ ０ｅ－４
９.６６３ ９ｅ－４
４.９０６ １ｅ－５

—
２.９７０ ８
３.０７０ １
３.０３８ ０

１.５４２ ８ｅ－３
９.８２６ １ｅ－４
３.８１０ ０ｅ－４
２.４３４ ３ｅ－４

—
２.０２１ ７
２.０１５ ７
２.００７ ４

　 　 从表 １ 的最后两列容易看出:采用 Ｐ１－Ｐｃｏｎ
３ ꎬ当 λ 取值较大时ꎬＥＥꎬｈ不再保持一致的收敛阶. 而且 λ 越

大ꎬ丢阶现象越明显. 对于 ＥｔＬ２ꎬ也能观察到类似现象. 由此可见ꎬ本文中所提方法的确是求解弹性振动方

程的稳定方法.
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