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两因素马尔可夫调制的随机波动模型下的期权定价
刘雪汝ꎬ李美红ꎬ田　 凡ꎬ刘国祥

(南京师范大学数学科学学院ꎬ江苏 南京 ２１００２３)

[摘要] 　 研究了风险资产是由两因素马尔可夫调制的随机波动过程驱动的期权定价. 第一个波动因素由 ＣＩＲ
模型驱动ꎬ第二个波动因素、市场利率和股票回报率是由连续时间的马尔可夫过程驱动. 连续时间的马尔可夫链

用来描述经济状态. 由两因素马尔可夫调制的随机过程描述的市场是不完全的ꎬ鞅是不唯一的. 我们采用状态

转换 Ｅｓｓｃｈｅｒ 变化方法确定等价鞅测度ꎬ对欧式期权和美式期权进行定价估计ꎬ得到了欧式期权价格所满足的系

统藕合偏微分方程ꎬ并导出了美式看跌期权关于欧式看跌期权和早期执行溢价的分解结果. 最后给出了数值模

拟结果.
[关键词] 　 期权定价ꎬ状态转换ꎬＥｓｓｃｈｅｒ 变化ꎬ两因素随机波动因素ꎬ马尔可夫过程
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１　 风险资产模型

本文假设金融市场存在两种资产ꎬ一种是股票ꎬ一种是银行存款[１－２] . 银行的账户存款为 Ｂ ｔꎬ股票价格

是 Ｓｔ . 假设股票价格的动态过程 Ｓｔ 是由遵循两因素马尔可夫调制的随机波动模型ꎬ马尔可夫链表示经济

状态过程. 市场利率、股票的回报率和波动率与连续有限时间的马尔可夫链的状态有关[３－５] . 由两因素马

尔可夫调制的随机过程描述的市场是不完全的ꎬ鞅是不唯一的[６－７] .
假设(ΩꎬFꎬP)是一个完备的概率空间ꎬP 是真实的概率. 设 T＝[０ꎬ∞ )ꎬ假设经济状态由(ΩꎬFꎬP)上

有限状态的连续时间马尔科夫过程{Ｘ ｔ} ( ｔ∈T)表示ꎬ其中有限状态 Ｘ＝ (Ｘ１ꎬＸ２ꎬ􀆺ꎬＸＮ) . 假设状态 Ｘ ｉ 取
值于{ｅ１ꎬｅ２ꎬ􀆺ꎬｅＮ}ꎬ其中 ｅｉ ＝(０ꎬ􀆺ꎬ１ꎬ􀆺ꎬ０) . 由半鞅表示定理得 {Ｘ ｔ} ( ｔ∈T)满足:ｄＸ ｔ ＝ＡＸ( ｔ)ｄｔ＋ｄＭｔꎬ
其中 {Ｍｔ} ( ｔ∈T) 是在 P 关于域流{Ｘ ｔ} ( ｔ∈T)的 ＲＮ－值鞅ꎬＡ＝[ａｉｊ( ｔ)]ꎬｉꎬｊ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＮ.
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银行存款的瞬时利率{ ｒ( ｔꎬＸ ｔ)} ( ｔ∈T)满足:ｒｔ:＝ ｒ( ｔꎬＸ ｔ)＝ <ｒꎬＸ ｔ>ꎬ其中ꎬｒ:＝ ( ｒ１ꎬｒ２ꎬ􀆺ꎬｒＮ) 　 ｒｉ>０ 对

任意的 ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺　 ꎬＮ.　 <􀅰ꎬ􀅰> 是在 ＲＮ 上的内积.
银行存款的价格过程{Ｂ ｔ}( ｔ∈T)满足:ｄＢ ｔ ＝ ｒｔＢ ｔｄｔꎬＢ０ ＝ １.
股票价格 Ｓｔ 的收益率为{μｔ}ꎬ波动率为{σｔ}ꎬ经济状态 Ｘ:＝{Ｘｔ}(ｔ∈T)分别为:μｔ:＝μ( ｔꎬＸｔ)＝ <μꎬＸｔ>ꎬ

σｔ:＝σ(ｔꎬＸｔ)＝ <σꎬＸｔ>ꎬ其中 μ:＝(μ１ꎬμ２ꎬ􀆺ꎬμＮ)和 σ:＝(σ１ꎬσ２ꎬ􀆺ꎬσＮ)ꎬ　 σｉ>０ꎬｉ＝１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＮ.
设 Ｗ１:＝{Ｗ１

ｔ }和 Ｗ２:＝{Ｗ２
ｔ }(ｔ∈T)是(ΩꎬFꎬP)上两个独立的标准布朗运动. 令 Ｗｖ:＝{Ｗｖｔ }是(ΩꎬFꎬP)

上与 Ｗ１ 相关且相关系数为 ρ( ｜ ρ ｜ <１)的标准布朗运动. Ｘ与 Ｗ１ꎬＷ２ꎬＷｖ 独立. 设 σｖ 和 α是非负的ꎬβ∈Ｒ. 在
P 下股票价格模型为:

ｄＳｔ ＝μｔＳｔｄｔ＋ Ｖｔ ＳｔｄＷ１
ｔ ＋σｔＳｔｄＷ２

ｔ ꎬ

ｄＶｔ ＝(α－βＶｔ)ｄｔ＋σｖ Ｖｔ ｄＷｖｔ ꎬ
Ｃｏｖ(ｄＷｖｔ ꎬｄＷ１

ｔ )＝ ρｄｔ. (１)
这里随机波动模型 Ｖ:＝{Ｖｔ}( ｔ∈T)由 ＣＩＲ 模型驱动. 第二个波动因素{σｔ}( ｔ∈T)与经济状态 Ｘ 有

关. 设 Ｗ:＝{Ｗｔ}( ｔ∈T)是(ΩꎬFꎬP)上的标准布朗运动ꎬ设 Ｗ 与 Ｗ１ꎬＷ２ 和 Ｘ 独立. 假设 􀭴ρ: ＝ １－ρ２ ꎬ所
以有

ｄＷｖｔ :＝ ρｄＷ１
ｔ ＋􀭴ρｄＷｔꎬ

ｄＳｔ ＝μｔＳｔｄｔ＋ Ｖｔ ＳｔｄＷ１
ｔ ＋σｔＳｔｄＷ２

ｔ ꎬ

ｄＶｔ ＝(α－βＶｔ)ｄｔ＋ρσｖ Ｖｔ ｄＷ１
ｔ ＋􀭴ρσｖ Ｖｔ ｄＷｔ .

设 􀭹Ｓｔꎬｔ∈T 是股票价格的折现过程ꎬ在 P 下有:

􀭹Ｓｔ:＝ｅｘｐ ∫ｔ
０
－ ｒｓｄｓ{ } Ｓｔ ꎬ

ｄ􀭹Ｓｔ ＝(μｔ－ｒｔ)􀭹Ｓｔｄｔ＋ Ｖｔ􀭹ＳｔｄＷ１
ｔ ＋σｔ􀭹ＳｔｄＷ２

ｔ . (２)

２　 Ｅｓｓｃｈｅｒ 变换确定等价鞅测度[８－１１]

设 FＶｔ 和 FＸｔ 表示时刻 ｔ之前由 Ｖ和 Ｘ产生的 σ－代数 ｔ∈Tꎬ定义 Gｔ ＝FＶｔ∨FＸｔ .
定义体制转换过程 θｔ:＝ θ( ｔꎬＸ ｔꎬＶｔ)如下[１２－１４]:

θ( ｔꎬＸ ｔꎬＶｔ)＝ <θ( ｔꎬＶｔ)ꎬＸ ｔ>ꎬ
θ( ｔꎬＶｔ):＝(θ( ｔꎬＶｔꎬｅ１)ꎬθ( ｔꎬＶｔꎬｅ２)ꎬ􀆺ꎬθ( ｔꎬＶｔꎬｅＮ))ꎬθ( ｔꎬＶｔꎬｅｉ)为 ｅｉ 状态下波动率ꎬ是 FＶｔ 可测的ꎬｉ ＝ １ꎬ
２ꎬ􀆺ꎬＮ.

设 Ｙｔ:＝ ｌｎ
Ｓｔ
Ｓ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬｔ∈T. 设 FＹｔ 是过程 Ｙ 在时刻 ｔ 之前产生的 σ－代数. 定义 Hｔ ＝FＹｔ ∨ＧＸｔ ꎬ　 ｔ∈T. 定义

Qθ ~P 下在 Hｔ 上的体制转换过程

Ｌｔ ＝
ｄＱθ
ｄP Hｔ

＝
ｅｘｐ ∫ｔ

０
θ ａｄＹａ)( )

Ｅ ｅｘｐ ∫ｔ
０
θ ｓｄＹｓ( ) Gｔ[ ]

ꎬ

其中 Ｅ[􀅰]表示在 P 下的期望ꎬｔ∈T.

由于 ∫ｔ
０
θｓｄＹｓ ｜Gｔ ~Ｎ ∫ｔ

０
θ ｓ μ ｓ －

１
２
(Ｖｓ ＋ σ ２

ｓ )ｄｓꎬ∫ｔ
０
θ ２ｓ(Ｖｓ ＋ σ ２

ｓ )ｄｓ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ期望为∫ ｔ０θｓ μｓ－

１
２
(Ｖｓ＋σ２

ｓ )ｄｓ
æ

è
ç

ö

ø
÷ 方

差是 ∫ｔ
０
θ２ｓ((Ｖｓ＋σ２

ｓ )ｄｓ)ꎬ在 P 下对任意的 ｔ∈Tꎬ

Ｅ ｅｘｐ ∫ｔ
０
θ ｓｄＹｓ( ) Gｔ[ ] ＝ｅｘｐ ∫ｔ

０
θ ｓ μ ｓ －

１
２
(Ｖｓ ＋ σ ２

ｓ )ｄｓ
æ

è
ç ＋ １

２ ∫
ｔ

０
θ ２ｓ(Ｖｓ ＋ σ ２

ｓ )ｄｓ
é

ë
êê

ù

û
úú ꎬ

Ｌｔ ＝ ｅｘｐ ∫ ｔ０σｓ Ｖｓ ｄＷ１
ｓ ＋∫ ｔ０θｓσｓｄＷ２

ｓ －
１
２
∫ ｔ０θ２ｓ(Ｖｓ＋σ２

ｓ )ｄｓ
é

ë
êê

ù

û
úú .

—２３—
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引理 １　 Ｌｔ 是一个(GｔꎬP)－鞅.
证明　 对任意的 ｔꎬｓ∈Tꎬｔ≥ｓ.

Ｅ
Ｌｔ
Ｌｓ

Gｓ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝Ｅ ｅｘｐ∫ｔ

０
θ ｓ Ｖｓ ΔＷ１

ｓ ＋ ∫ｔ
０
θ ｓσ ｓｄＷ２

ｓ －
１
２ ∫

ｔ

０
θ ２ｓ(Ｖｓ ＋ σ ２

ｓ )ｄｓ ｜ Gｓ
é

ë
êê

ù

û
úú ＝ １ꎬP－ａ.ｓ.

推论 １　 Ｌｔ 是一个(HｔꎬP)－鞅.
证明　 根据引理 １ 以及 Gｔ⊂Hｔꎬｔ∈T 即得证.
通过资产的基本定价理论可知ꎬ市场无套利等价于存在一个与真实概率测度等价的风险中性概率测

度ꎬ且在该测度下ꎬ股票的折现过程 􀭹Ｓｔ 是鞅. 在 Ｅｌｌｉｏｔｔ ｅｔ ａｌ 的文章中ꎬ由于过程 Ｘ和 Ｖ产生的不确定性ꎬ体
制转换下的鞅条件定义在扩大的 σ－域流 Hｔ 上ꎬ假设 Hｔ ＝FＹｔ ∨GＴꎬｔ∈T. 则鞅条件等价于存在 􀭴θ:＝􀭴θｔ( ｔ∈
T)使得股票的折现价格关于 Hｔ 和 Ｑθ 是鞅. 这里 􀭴θ:＝􀭴θｔ( ｔ∈T)表示风险中性测度下体制转换的 Ｅｓｓｃｈｅｒ 参
数. 那么如何选择满足条件的 􀭴θ使得鞅条件成立?

命题 １　 鞅条件成立当且仅当

􀭴θ＝
ｒｔ－μｔ
Ｖｔ＋σ２

ｔ

ꎬｔ∈T.

证明　 由 Ｂａｙｅｓ 规则

􀭹Ｅ[􀭹Ｓｔ ｜Hｕ] ＝
Ｅ ｄＱ􀭴θ

ｄP
􀭹Ｓｔ ｜Ｈｕ

é

ë
êê

ù

û
úú

Ｅ ｄＱ􀭴θ
ｄP

｜Ｈｕ
é

ë
êê

ù

û
úú

＝Ｅ 􀭹Ｓｕｅｘｐ ∫ ｔｕ(μｓ－ｒｓ－
１
２
(􀭴θ２ｓ ＋１)Ｖｓ－

１
２
(􀭴θ２ｓ ＋１)σ２

ｓ )ｄｓ
é

ë
êê{ ＋

∫ｔ
ｕ
(􀭴θ２ｓ ＋ １) Ｖｓ ｄＷ１

ｓ ＋ ∫ｔ
ｕ
(􀭴θ２ｓ ＋ １)ｄＷ２

ｓ ] ｜ Hｕ}

＝􀭹Ｓｕｅｘｐ ∫ｔ
ｕ
μｓ － ｒｓ －

１
２
(􀭴θ２ｓ ＋ １)Ｖｓ －

１
２

􀭴θ２ｓ ＋ １)σ ２
Ｓ( ) ｄｓ ＋ １

２ ∫
ｔ

ｕ
(􀭴θ ＋ １) ２(Ｖｓ ＋ σ ２

ｓ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｓé

ë
êê

ù

û
úú ꎬ　 ０≤ｕ≤ｔꎬ

则鞅条件 􀭹Ｅ[􀭹Ｓｔ ｜Hｕ] ＝􀭹Ｓｕ 成立当且仅当:对任意的 ｕꎬｔ∈T 且 ｕ<ｔ.

∫ｔ
ｕ
μｓ－ｒｓ－

１
２
(􀭴θ２ｓ ＋１)Ｖｓ－

１
２
(􀭴θ２ｓ ＋１)σ２

ｓ
é

ë
êê

ù

û
úú ｄｓ＋

１
２ ∫

ｔ

ｕ
(􀭴θｓ＋１) ２(Ｖｓ＋σ２

ｓ )ｄｓ＝ ０ꎬ (３)

(３)成立当且仅当 􀭴θｔ ＝
ｒｔ－μｔ
Ｖｔ＋σ２

ｔ

ꎬｔ∈T.

设 λ ｔ 表示 ｔ时刻的市场价格的波动风险ꎬ则 λ ｔ:＝λ( ｔꎬＸ ｔꎬＶｔ)＝
ｒｔ－μｔ
Ｖｔ＋σ２

ｔ

ꎬλ ｔ 是 Gｔ－可测的ꎬ注意到 􀭴θｔ ＝

－
λ ｔ
Ｖｔ＋σ２

ｔ

ꎬｔ∈Tꎬ设 􀭴θ( ｔꎬＶｔ)＝
ｒ１－μ１
Ｖｔ＋σ２

１

ꎬ
ｒ２－μ２
Ｖｔ＋σ２

２

ꎬ􀆺ꎬ
ｒＮ－μＮ
Ｖｔ＋σ２

Ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ 表示 Ｎ－维 FＶｔ －可测的随机向量. 则:

􀭴θｔ ＝‹􀭴θ( ｔꎬＶｔ)ꎬＸ ｔ› ＝ ∑
Ｎ

ｉ ＝ １

ｒｉ－μｉ
Ｖｔ＋σ２

ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‹Ｘ ｔꎬｅｉ›

命题 ２　 假设下面条件成立:
(１)鞅条件成立ꎻ
(２)Ｘ和 Ｗ１、Ｗ２ 在 P 和 Ｑ􀭴θ下是独立的ꎻ
(３)Ｗ和 Ｗ１、Ｗ２ 在 P 和 Ｑ􀭴θ下是独立的ꎻ

􀭾Ｗ１
ｔ :＝Ｗ１

ｔ － ∫ｔ
０

ｒｓ－μｓ
Ｖｔ＋σ２

２

Ｖｓ ｄｓꎬ􀭾Ｗ２
ｔ :＝Ｗ２

ｔ － ∫ｔ
０

ｒｓ－μｓ
Ｖｔ＋σｔｓ

σｓｄｓꎬ

􀭾Ｗｖｔ :＝ ρ􀭾Ｗ１
ｔ ＋􀭴ρ􀭾Ｗｔꎬｔ∈Tꎬ􀭹βｔ ＝β－ρσｖ􀭴θｔ ＝β－ρσｖ

ｒｔ－μｔ
Ｖｔ＋σ２

ｔ

.

则在 Ｑ􀭴θ和 GＴ 下

(１)􀭾Ｗ１ꎬ􀭾Ｗ２ 和 􀭾Ｗｖ 关于它们自身的自然 σ－域流是标准布朗运动ꎻ
—３３—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉
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(２)􀭾Ｗ１ 和 􀭾Ｗ２ 是独立的ꎻ
(３)Ｃｏｖ(ｄ􀭾Ｗｖꎬｄ􀭾Ｗ１)＝ ρｄｔꎻ
(４)ＳｔꎬＶｔ 和 Ｘ ｔ 表示为:

ｄＳｔ ＝ ｒｔＳｔｄｔ＋ Ｖｔ Ｓｔｄ􀭾Ｗ１
ｔ ＋σｔＳｔｄ􀭾Ｗ２

ｔ ꎬ

ｄＶｔ ＝(α－􀭹βｔＶｔ)ｄｔ＋σｖ Ｖｔ ｄ􀭾Ｗｖｔ ꎬ
ｄＸ ｔ ＝ＡＸ( ｔ)ｄｔ＋ｄＭｔ . (４)

证明　 由鞅条件成立可得:􀭴θｔ ＝
ｒｔ－μｔ
Ｖｔ＋σ２

ｔ

ꎬｔ∈Tꎬ因此

ｄＱ􀭴θ

ｄP Hｔ

＝ｅｘｐ ∫ｔ
０

ｒｓ － μｓ
Ｖｓ ＋ σ ２

ｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｖｓ ｄＷ１

ｓ ＋ ∫ｔ
０

ｒｓ － μ ｓ
Ｖｓ ＋ σ ２

ｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷ σ ｓｄＷ２

ｓ －
１
２ ∫

ｔ

０

ｒｓ － μ ｓ
Ｖｓ ＋ σ ２

ｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

(Ｖｓ ＋ σ ２
ｓ )ｄｓ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
.

由 Ｇｉｒｓａｎｏｖ’ｓ 定理ꎬ􀭾Ｗ１ 和 􀭾Ｗ２ 是在 Ｑ􀭴θ和条件 GＴ 下的关于它们的自然 σ－域流是两个标准的布朗运

动. 因此ꎬＳｔ 在概率测度 Ｑ􀭴θ下表示为

ｄＳｔ ＝ ｒｔＳｔｄｔ＋ Ｖｔ Ｓｔｄ􀭾Ｗ１
ｔ ＋σｔＳｔｄ􀭾Ｗ２

ｔ .
由于 Ｗ与 Ｗ１ 和 Ｗ２ 是独立的ꎬ概率测度从 P 到 Ｑ􀭴θ是不改变 Ｗ的ꎻＷ在 Ｑ􀭴θ下是标准的布朗运动ꎬ􀭾ＷＶｔ ＝

ρ􀭾Ｗ１
ｔ ＋􀭴ρ􀭾Ｗｔ 在 Ｑ􀭴θ下是标准布朗运动ꎬ并且 Ｃｏｖ(ｄ􀭾Ｗｖꎬｄ􀭾Ｗ１)＝ ρｄｔ.
Ｖｔ 在 Ｑ􀭴θ表示如下:

ｄＶｔ ＝(α－βＶｔ)ｄｔ＋σｖ Ｖｔ ｄＷｖｔ ＝(α－􀭹βｔＶｔ)ｄｔ＋σｖ Ｖｔ ｄ􀭾Ｗｖｔ
由于 Ｘ是与 Ｗ１ 和 Ｗ２ 独立的ꎬ概率变换从 P 到 Ｑ􀭴θ不改变 Ｘ.
推论 ２　 假设 ρ＝ ０ꎬ则在 Ｑ􀭴θ下ꎬＳｔꎬＶｔ 和 Ｘ ｔ 表示如下:

ｄＳｔ ＝ ｒｔＳｔｄｔ＋ Ｖｔ Ｓｔｄ􀭾Ｗ１
ｔ ＋σｔＳｔｄ􀭾Ｗ２

ｔ ꎬ

ｄＶｔ ＝(α－βＶｔ)ｄｔ＋σｖ Ｖｔ ｄ􀭾Ｗｖｔ ꎬ
ｄＸ ｔ ＝ＡＸ( ｔ)ｄｔ＋ｄＭｔ .

３　 欧式期权

本节研究敲定价格为 Ｋꎬ到期日为 Ｔ的欧式看涨期权的价格. 假设 ρ＝ ０ 的条件下ꎬ给出欧式看涨期权

定价公式的积分形式. 首先在 Ｑ􀭴θ下ꎬ股票价格 Ｓｔ 满足:

ＳＴ ＝Ｓ０ｅｘｐ ∫Ｔ
０
ｒｔ －

１
２
(Ｖｔ ＋ σ ２

ｔ )
é

ë
êê

ù

û
úú ｄｔ ＋ ∫Ｔ

０
Ｖｔ ｄ􀭾Ｗ１

ｔ ＋ ∫Ｔ
０
σ ｔｄ􀭾Ｗ２

ｔ{ } .

则在 Ｑ􀭴θ下ꎬ定义 ＹＴ ｜GＴ ~Ｎ ∫Ｔ
０
ｒｔ －

１
２
(Ｖｃ ＋ σ ２

ｔ )
é

ë
êê

ù

û
úú ｄｔꎬ∫Ｔ

０
((Ｖｔ ＋ σ ２

ｔ ))ｄｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷ . 设 Ｊｉ(０ꎬＴ)表示在状态 ｉ下{Ｘ ｔ}

( ｔ∈T)的在区间[０ꎬＴ]的累积逗留时间. 定义

􀭵ＲＴ:＝
１
Ｔ ∫

Ｔ

０
ｒｔｄｔ＝

１
Ｔ ∑

Ｎ

ｉ ＝ １
ｒｉＪｉ(０ꎬＴ)ꎬ

􀭺ＵＴ:＝
１
Ｔ ∫

Ｔ

０
σ２
ｔ ｄｔ＝

１
Ｔ ∑

Ｎ

ｉ ＝ １
σ２
ｉ Ｊｉ(０ꎬＴ)ꎬ

􀭵Ｖ:＝ １
Ｔ
Ｅ ∫Ｔ

０
Ｖｔｄｔ＝

α
􀭹βｔ

＋ Ｖ０－
α
􀭹βｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷
１－ｅｘｐ(－􀭹βｔＴ)

􀭹βｔＴ
ꎬ

则在 ρ＝ ０ 和条件 GＴ 下ꎬ看涨期权在初始条件 Ｓ０ ＝ＳꎬＶ０ ＝Ｖ和 Ｘ０ ＝Ｘ下的价格:
Ｃ(Ｓꎬ􀭵ＲＴꎬ􀭺ＵＴꎬ􀭵ＶＴꎬ０)＝ ＳΦ(ｄ１(Ｓꎬ􀭵ＲＴꎬ􀭺ＵＴꎬ􀭵ＶＴ))－Ｋｅｘｐ(－􀭵ＲＴＴ)Φ(ｄ２(Ｓꎬ􀭵ＲＴꎬ􀭺ＵＴꎬ􀭵ＶＴ))ꎬ

ｄ１(Ｓꎬ􀭵ＲＴꎬ􀭺ＵＴꎬ􀭵ＶＴ)＝
ｌｎ Ｓ
Ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋􀭵ＲＴＴ＋

１
２
(􀭺ＵＴ＋􀭵ＶＴ)Ｔ

(􀭺ＵＴ＋􀭵ＶＴ)Ｔ
ꎬ

ｄ２(Ｓꎬ􀭵ＲＴꎬ􀭺ＵＴꎬ􀭵ＶＴ)＝ ｄ１(Ｓꎬ􀭵ＲＴꎬ􀭺ＵＴꎬ􀭵ＶＴ)－ (􀭺ＵＴ＋􀭵ＶＴ)Ｔ .

—４３—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉
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已知 Ｓ０ ＝ＳꎬＶ０ ＝Ｖ和 Ｘ０ ＝Ｘ的条件下ꎬ为了计算看涨期权的价格ꎬ需要知道 􀭵ＲＴ 和 􀭺ＵＴ 在概率测度 Ｑ􀭴θ下

的联合概率分布. 两因素马尔可夫调制的随机波动模型下的欧式看涨期权的价值由累积逗留时间(Ｊ１(０ꎬ
Ｔ)ꎬＪ２(０ꎬＴ)ꎬ􀆺ꎬＪＮ(０ꎬＴ))的联合概率分布决定.

记 Ｊ(０ꎬＴ):＝(Ｊ１(０ꎬＴ)ꎬＪ２(０ꎬＴ)ꎬ􀆺ꎬＪＮ(０ꎬＴ))是逗留时间的向量.设 Ｄ表示对角矩阵ꎬ它的对角向量

ξ:＝(ξ１ꎬξ２ꎬ􀆺ꎬξＮ)ꎬ则对任意的 ξꎬ当 Ｘ０ ＝Ｘ时在 Ｑ􀭴θ下的特征函数 Ｊ(０ꎬＴ):
􀭹Ｅ[ｅｘｐ( ｉ‹ξꎬＪ(０ꎬＴ)›) ｜Ｘ０ ＝Ｘ[ ＝‹ｅｘｐ[(Ａ＋ｉＤ)Ｔ]ꎬＩ›ꎬ其中 ｉ＝ －１和 Ｉ＝(１ꎬ１ꎬ􀆺ꎬ１)∈ＲＮ .

设 φＪ ｜Ｘ(Ｊ１ꎬＪ２ꎬ􀆺ꎬＪＮ)表示给定 Ｘ０ ＝Ｘ和概率测度 Ｑ􀭴θ的条件下ꎬ在累积逗留时间(Ｊ１(０ꎬＴ)ꎬＪ２(０ꎬＴ)ꎬ
􀆺ꎬＪＮ(０ꎬＴ))的联合分布函数. 注意到 φＪ ｜Ｘ(Ｊ１ꎬＪ２ꎬ􀆺ꎬＪＮ)完全由特征函数 􀭹Ｅ[ｅｘｐ( ｉ<ξꎬＪ(０ꎬＴ)>) ｜ Ｘ０ ＝Ｘ]
决定ꎬ则给定 Ｓ０ ＝ＳꎬＶ０ ＝Ｖ和 Ｘ０ ＝Ｘ条件下欧式看涨期权的价格是:

Ｃ(ＳꎬＶꎬＸꎬ０)＝ ∫Ｔ
０
∫Ｔ

０
∫Ｔ

０
Ｃ(Ｓꎬ􀭵ＲＴꎬ􀭺ＵＴꎬ􀭵ＶＴꎬ０)ϕＪ ｜Ｘ(Ｊ１ꎬＪ２ꎬ􀆺ꎬＪＮ)ｄＪ１ｄＪ２􀆺ｄＪＮ .

下面我们给出两因素马尔可夫调制的随机波动模型下欧式期权所满足系统藕合偏微分方程组. 首先

给定 Ｓｔ ＝ＳꎬＶｔ ＝Ｖ和 Ｘ ｔ ＝Ｘꎬ看涨期权在 ｔ时刻价格为:

Ｃ(ＳꎬＶꎬＸꎬｔ)＝ 􀭹Ｅ ｅｘｐ － ∫Ｔ
０
ｒｓｄｓ[ ] (ＳＴ － Ｋ)

＋ ｜ Ｓｔ ＝ ＳꎬＶｔ ＝ ＶꎬＸ ｔ ＝ Ｘ{ } .
记

􀭹Ｃ(ＳꎬＶꎬＸꎬｔ):＝ｅｘｐ － ∫ｔ
０
ｒｓｄｓ[ ] Ｃ(ＳꎬＶꎬＸꎬｔ)ꎬ

􀭹Ｃ(ＳꎬＶꎬｔ):＝(􀭹Ｃ(ＳꎬＶꎬｅ１ꎬｔ)ꎬ􀭹Ｃ(ＳꎬＶꎬｅ２ꎬｔ)ꎬ􀆺ꎬ􀭹Ｃ(ＳꎬＶꎬｅＮꎬｔ)) .
则有

􀭹Ｃ(ＳꎬＶꎬＸꎬｔ)＝ ‹􀭹Ｃ(ＳꎬＶꎬｔ)ꎬＸ ｔ› ＝ ∑
Ｎ

ｉ ＝ １

􀭹Ｃ(ＳꎬＶꎬｅｉꎬｔ)􀅰‹Ｘ ｔꎬｅｉ› .

由 Ｉｔｏ^ 公式ꎬ

ｄ􀭹Ｃ(ＳꎬＶꎬＸꎬｔ)＝ ∂􀭹Ｃ
∂ｔ

ｄｔ＋∂
􀭹Ｃ

∂Ｓ
( ｒｔＳｔｄｔ＋ Ｖｔ Ｓｔｄ􀭾Ｗ１

ｔ ＋σｔＳｔｄ􀭾Ｗ２
ｔ )＋

∂􀭹Ｃ
∂Ｖ

[(α－􀭹βｔＶｔ)ｄｔ＋σｖ Ｖｔ ｄ􀭾Ｗｖｔ ＋

１
２

∂２􀭹Ｃ
∂Ｓ２

(σ２
ｔ Ｓ２＋ＶＳ２)ｄｔ＋ρσｔσｖＳＶ

∂􀭹Ｃ
∂Ｓ∂Ｖ

＋ １
２

∂２􀭹Ｃ
∂Ｖ２σ

２
ｖＶｄｔ＋<􀭹ＣꎬＡＸ ｔｄｔ＋ｄＭｔ>＝ ０.

由于 􀭹Ｃ是鞅ꎬ所有有界变差不是鞅ꎬ因此值都是零. 从而 􀭹Ｃ(ＳꎬＶꎬＸꎬｔ)满足偏微分方程:
∂􀭹Ｃ
∂ｔ

＋ｒｔＳ
∂􀭹Ｃ
∂Ｓ

＋(α－􀭹βｔＶ)
∂􀭹Ｃ
∂Ｖ

＋ １
２
(σ２

ｔ Ｓ２＋ＶＳ２)
∂２􀭹Ｃ
∂Ｓ２

＋ρσｔσｖＳＶ
∂􀭹Ｃ

∂Ｓ∂Ｖ
＋ １
２
σ２
ｖＶ

∂２􀭹Ｃ
∂Ｖ２ ＋<􀭹ＣꎬＡＸ>＝ ０.

设 Ｃ(ＳꎬＶꎬｔ):＝(Ｃ(ＳꎬＶꎬｅ１ꎬｔ)ꎬＣ(ＳꎬＶꎬｅ２ꎬｔ)ꎬ􀆺ꎬＣ(ＳꎬＶꎬｅＮꎬｔ))ꎬ由于 􀭹Ｃ(ＳꎬＶꎬＸꎬｔ)＝ ｅｘｐ － ∫ｔ
０
ｒｓｄｓ[ ] Ｃ(ＳꎬＶꎬ

Ｘꎬｔ)ꎬ则

ｅｘｐ － ∫ｔ
０
ｒｓｄｓ[ ] －ｒｔＣ＋

∂２Ｃ
∂ｓ

＋(α－􀭹βｔＶ)
∂Ｃ
∂Ｖ

æ

è
ç ＋

１
２
(σ２

ｔ Ｓ２＋ＶＳ２)
∂２Ｃ
∂Ｓ２

＋ρσｔσｖＳＶ
∂Ｃ

∂Ｓ∂Ｖ
＋ １
２
σ２
ｖＶ

∂２Ｃ
∂Ｖ２ ＋‹􀭹ＣꎬＡＸ›)＝ ０ꎬ

且满足到期条件:Ｃ(ＳꎬＶꎬＸꎬＴ)＝ (Ｓ－Ｋ) ＋ .
给出 Ｘ＝ ｅｉ( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＮ)ꎬｒｔ ＝ <ｒꎬＸ ｔ>＝ ｒｉꎬμｔ ＝ <μꎬＸ ｔ>＝μｉꎬσｔ ＝ <σꎬＸ ｔ>＝σｉ .
设 Ｃ ｉ:＝Ｃ(ＳꎬＶꎬｅｉꎬｔ)和 Ｃ:＝(Ｃ１ꎬＣ２ꎬ􀆺ꎬＣＮ) . 则 Ｃ满足下面 Ｎ－维偏微分方程:

－ｒｉＣ ｉ＋
∂Ｃ ｉ
∂ｔ

＋ｒｉＳ
∂Ｃ ｉ
∂Ｓ

＋(α－􀭹βｔ ｉＶ)
∂Ｃ ｉ
∂Ｖ

＋

１
２
(σ２

ｉ Ｓ２＋ＶＳ２)
∂２Ｃ ｉ
∂Ｓ２

＋ρσｉσｖＳＶ
∂Ｃ ｉ
∂Ｓ∂Ｖ

＋ １
２
σ２
ｖＶ

∂２Ｃ ｉ
∂Ｖ２ ＋‹􀭹ＣꎬＡＸ›)＝ ０ꎬ

其中 􀭹βｉ:＝β－ρσｖ
ｒｉ－μｉ
Ｖｔ＋σ２

ｉ

ꎬ满足到期条件:Ｃ(ＳꎬＶꎬｅｉꎬＴ)＝ (Ｓ－Ｋ) ＋ .

—５３—
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４　 美式期权

本节研究两因素马尔可夫调制的随机扩散模型下到期日为 Ｔꎬ执行价格为 Ｋ的美式看跌期权价格. 导
出了美式看跌期权价格关于欧式看跌期权价格和早期执行溢价的分解结果. 通过第三节的方法ꎬ得到欧

式看跌期权在概率测度 GＴ 下给出 Ｓ０ ＝ＳꎬＶ０ ＝Ｖ和 Ｘ０ ＝Ｘ的条件下的定价公式:
Ｃ(Ｓꎬ􀭵ＲＴꎬ􀭺ＵＴꎬ􀭵ＶＴꎬ０)＝ Ｋｅｘｐ(－􀭵ＲＴＴ)Φ(－ｄ２(Ｓꎬ􀭵ＲＴꎬ􀭺ＵＴꎬ􀭵ＶＴ))－ＳΦ(－ｄ１(Ｓꎬ􀭵ＲＴꎬ􀭺ＵＴꎬ􀭵ＶＴ)) .

则欧式期权在给定 Ｓ０ ＝ＳꎬＶ０ ＝Ｖ和 Ｘ０ ＝Ｘ条件下的价格为:

Ｐ(ＳꎬＶꎬＸꎬ０)＝ ∫Ｔ
０
∫Ｔ

０
􀆺∫Ｔ

０
Ｐ(Ｓꎬ􀭵ＲＴꎬ􀭺ＵＴꎬ􀭵ＶＴꎬ０)ϕＪ ｜Ｘ(Ｊ１ꎬＪ２ꎬ􀆺ꎬＪＮ)ｄＪ１ꎬｄＪ２ꎬ􀆺ꎬｄＪＮ

设 ＰＡ(ＳꎬＶꎬＸꎬ０)表示在给定 Ｓ０ ＝ＳꎬＶ０ ＝Ｖ和 Ｘ０ ＝Ｘ条件下 ０ 时刻美式看跌期权的价格ꎬ则下面的命题

给出了 ＰＡ(ＳꎬＶꎬＸꎬ０)的分解结果.
命题 ３　 美式看跌期权在 ０ 时刻的价格满足:

ＰＡ(ＳꎬＶꎬＸꎬ０)＝ Ｐ(ＳꎬＶꎬＸꎬ０)＋ｅ(ＳꎬＶꎬＸꎬ０)ꎬ
其中早期执行溢价 ｅ(ＳꎬＶꎬＸꎬ０)如下:

ｅ(ＳꎬＶꎬＸꎬ０)＝ ∫Ｔ
０
􀭹Ｅ ｅｘｐ － ∫ｔ

０
ｒｓｄｓ) Ｉ{Ｓｔ≤Ｓｃ(ＶꎬＸꎬＴ)}(ＫｒＴ － (Ｓｔ － Ｋ)‹ＩꎬＡＸ ｔ›( )[ ] ｄｔ

其中 ＩＢ 是事件 Ｂ发生的示性函数ꎻＳｃ(ＶꎬＸꎬｔ)表示期权早期执行的价格边界值(证明过程中给出) .

证明　 对 ｅｘｐ － ∫ｔ
０
ｒｓｄｓ( ) ＰＡ(ＳｔꎬＶｔꎬＸ ｔꎬｔ)应用 Ｉｔｏ^ 公式.

注意到 ＰＡ(ＳｔꎬＶｔꎬＸ ｔꎬｔ)＝ Ｉ{Ｓｔ>Ｓｃ(ＶｔꎬＸｔꎬｔ)}Ｐ
Ａ(ＳｔꎬＶｔꎬＸ ｔꎬｔ)＋Ｉ{Ｓｔ≤Ｓｃ(ＶꎬＸꎬｔ)}(Ｋ－Ｓｔ)ꎬ则

∂Ｐ
∂ｔ

＋ｒｔＳｔ
∂Ｐ
∂Ｓ

＋(α－􀭹βｔＶｔ)
∂Ｐ
∂Ｖ

＋ １
２
(σ２

ｔ Ｓ２ｔ ＋ＶｔＳ２ｔ )
∂２Ｐ
∂Ｓ２

＋ρσｔσｖＳＶ
∂Ｐ

∂Ｓ∂Ｖ
＋ １
２
σ２
ｖＶｔ

∂２Ｐ
∂Ｖ２ －ｒｔＰ＋<ＰꎬＡＸ ｔ>

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ＝ ０ꎬ

ｅｘｐ － ∫ｔ
０
ｒｓｄｓ)( ) (Ｋ－ＳＴ)

＋ ＝ＰＡ(Ｓ０ꎬＶ０ꎬＸ０ꎬ０)＋ ∫Ｔ
０
ｅｘｐ － ∫ｔ

０
ｒｓｄｓ)( ) Ｖｔ Ｓｔ( Ｉ{Ｓｔ>Ｓｃ(ＶꎬＸꎬｔ)}

∂Ｐ
∂Ｓ

－Ｉ{Ｓｔ≤Ｓｃ(ＶꎬＸꎬｔ)})ｄ􀭾Ｗ
１
ｔ ＋

∫Ｔ
０
ｅｘｐ － ∫ｔ

０
ｒｓｄｓ)( ) σｔＳｔ( Ｉ{Ｓｔ>Ｓｃ(ＶꎬＸꎬｔ)}

∂Ｐ
∂Ｓ

－Ｉ{Ｓｔ≤Ｓｃ(ＶꎬＸꎬｔ)})ｄ􀭾Ｗ
２
ｔ ＋ ∫Ｔ

０
ｅｘｐ － ∫ｔ

０
ｒｓｄｓ)( ) σｖ Ｖｔ

∂Ｐ
∂Ｖ

ｄ􀭾Ｗｖｔ －

∫Ｔ
０
ｅｘｐ － ∫ｔ

０
ｒｓｄｓ)( ) ‹ＰＡꎬｄＭｔ›＋ ∫Ｔ

０
ｅｘｐ － ∫ｔ

０
ｒｓｄｓ)( ) Ｉ{Ｓｔ≤Ｓｃ(ＶꎬＸꎬｔ)})(Ｓｔ－Ｋ)‹ＩꎬＡＸ ｔ› .

由于 􀭾Ｗ１
ｔ ꎬ􀭾Ｗ２

ｔ ꎬ􀭾Ｗｖｔ 和 Ｍ在 Ｑ􀭴θ下是鞅ꎬ关于 Ｑ􀭴θ在上式两边取期望ꎬ可得

􀭹Ｅｅｘｐ － ∫ｔ
０
ｒｓｄｓ)( ) (Ｋ－ＳＴ)

＋ ＝ＰＡ(Ｓ０ꎬＶ０ꎬＸ０ꎬ０)－

∫Ｔ
０
􀭹Ｅ ｅｘｐ － ∫ｔ

０
ｒｓｄｓ( ) Ｉ{Ｓｔ≤Ｓｃ(ＶꎬＸꎬｔ)}(Ｋｒｔ － (Ｓｔ － Ｋ)‹ＩꎬＡＸ ｔ›)[ ] ｄｔ

注意到

􀭹Ｅ ｅｘｐ － ∫
ｔ

０
ｒｓｄｓ( ) (Ｋ－ＳＴ) ＋[ ] ＝Ｐ(Ｓ０ꎬＶ０ꎬＸ０ꎬ０) .

因此结论成立.
通过解下面积分方程ꎬ可以求出早期执行价格的边界值 Ｓｃ(ＶꎬＸꎬｔ):

Ｋ－Ｓｃ(ＶꎬＸꎬｔ)＝ Ｐ(Ｓｃ(ＶꎬＸꎬｔ)ꎬＶꎬＸꎬｔ)＋ ∫Ｔ
ｔ
􀭹Ｅ ｅｘｐ － ∫ｕ

ｔ
ｒｓｄｓ)( ) Ｉ{Ｓｔ≤Ｓｃ(ＶꎬＸꎬｔ)}(Ｋｒｕ － (Ｓｕ － Ｋ)‹ＩꎬＡＸ ｔｕ)[ ] ｄｕ

５　 数值模拟

为了分析各参数对期权价格的影响ꎬ我们给出两因素马尔可夫调制的随机波动模型ꎬＣＩＲ 模型驱动的

随机波动模型以及两因素马尔可夫链驱动的随机模型下期权的价格ꎬ并对结果进行分析比较.
为了简化模拟结果ꎬ假设 Ｘ只有两种状态:“经济繁荣 ｅ１”和“经济衰退 ｅ２”ꎬ且设两种状态 Ｘ的转移矩阵

的元素分别为:Ｐ１１ ＝０.７ꎬＰ１２ ＝ ０.３ꎬＰ２１ ＝ ０.２ꎬＰ２２ ＝ ０.８. 同时ꎬ假设经济繁荣时ꎬ模型参数为 ｒ１ ＝ ０.０４ꎬσ１ ＝ ０.１ꎬ
μ１ ＝０.０５ꎬ经济衰退时的参数值 ｒ１ ＝ ０.０１ꎬσ１ ＝ ０.３ꎬμ１ ＝ ０.０２.股票的初始价格为 Ｓ０ ＝ １.２.其他参数分别假设为
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Ｖ０ ＝０.０１ 和 σｖ ＝０.１ꎬβ＝２ 和
α
β

＝０.０１ꎬρ＝０.５ꎬ初始状态 Ｘ０ ＝０.

在进行数值模拟时[１５]ꎬ为了验证到期日 Ｔ和敲定价格 Ｋ对期权价格的影响ꎬ我们考虑到期日 Ｔ＝ ０.５ꎬ
１.０ꎬ１.５ꎬ敲定价格为 ０.８ 到 １.２ꎬ步长为 ０.０５ 的情况下ꎬ期权价格的变化ꎬ以及敲定价格为 Ｋ ＝ ０.８ꎬ１.０ꎬ１.２
时ꎬ到期日 Ｔ从 ０.５ 到 １.５ꎬ且步长为 ０.１ 的情况下ꎬ期权价格的变化. 另外假设一年有 ２５２ 个交易日ꎬ用
ＭＡＴＬＡＢ 模拟 １０ ０００ 次.

图 １ 表示到期日分别是 Ｔ＝ ０.５ꎬ１.０ꎬ１.５ 时ꎬ期权价格与敲定价格的关系ꎬ由图知ꎬ到期日一定时ꎬ期权

的价格随着敲定价格的增加而减少ꎬ另外ꎬ随着到期日的增加ꎬ模型三条曲线偏离越远. 这与经典的 Ｂｌａｃｋ￣
Ｓｃｈｏｌｅｓ 期权定价模型的结论一致. 图 ２ 表示敲定价格是 Ｋ ＝ ０.８ꎬ１.０ꎬ１.２ 时ꎬ期权价格和到期日 Ｔ 的关

系. 由图知ꎬ期权价格随着到期日的增加而增加ꎬ三条期权价格曲线的偏离程度没有随着敲定价格的增加

有明显变化.

图 １　 期权价格与敲定价格的关系

Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｂｅｔｗｅｅｎ ｏｐｔｉｏｎ ｐｒｉｃｅ ａｎｄ ｓｔｒｉｋｅ ｐｒｉｃｅ

图 ２　 期权价格与到期时间的关系

Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｂｅｔｗｅｅｎ ｏｐｔｉｏｎ ｐｒｉｃｅ ａｎｄ ｅｘｐｉｒａｔｉｏｎ ｔｉｍｅ
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