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２ 类图完美匹配数目解析式的嵌套递推求法
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[摘要] 　 完美匹配的计数理论在晶体物理学、量子化学和计算机科学中都有重要的应用ꎬ对此问题的研究具有非

常重要的理论价值和现实意义. 但是ꎬ一般图的完美匹配计数问题已经被证实为 ＮＰ—难问题. 本文用划分、求和、
再嵌套递推的方法给出了 ２ 类特殊图完美匹配数目的显式表达式ꎬ为图的完美匹配问题的应用提供了理论支持.
[关键词] 　 完美匹配ꎬ线性递推式ꎬ特征方程
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匹配理论是图论研究的重要内容之一ꎬ而且是一个有生机活力的研究领域ꎬ它不仅具有很强的应用背

景ꎬ而且在过去的几十年中ꎬ它是快速发展的组合论中许多重要思想的源泉. 目前ꎬ图的完美匹配计数理

论已经在多个领域得到应用ꎬ也引起了众多数学家、物理学家和化学家的广泛关注. 遗憾的是ꎬＶａｌｉａｎｔ Ｌ[１]

年证明了一个图(即使是偶图)的完美匹配计数是 ＮＰ－难问题. 因此ꎬ要得到一般图的完美匹配数的计算

公式是困难的. 目前ꎬ已有一些文献对一些特殊图的完美匹配计数作了相关的研究[１－１５] . 本文给出了 ２ 类

特殊图完美匹配数目的计算公式. 本文所给方法ꎬ适合相同结构重复出现的很多类图完美匹配数的求解.
定义 １　 设图 Ｇ是一个有完美匹配的图ꎬ若图 Ｇ的两个完美匹配 Ｍ１ 和 Ｍ２ 中有一条边不同ꎬ则称 Ｍ１

和 Ｍ２ 是 Ｇ的两个不同完美匹配.

图 １　 ２－２ｎＣ３ 图

Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｆｉｇｕｒｅ ｏｆ ２－２ｎＣ３

定义 ２　 Ｐ１ ＝ｕ１ｕ２􀆺ｕ２ｎꎬＰ２ ＝ ｖ１ｖ２􀆺ｖ４ｎ－１ｖ４ｎ是两条路ꎬ分
别连结顶点 ｕｉ 与 ｖ２ｉ－１ꎬｕｉ 与 ｖ２ｉ( ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬ２ｎ)所得图记为

２－２ｎＣ３ꎬ如图 １ 所示.
定义 ３　 两条长为 ｎ的路为 Ｐ１ ＝ｕ１ｕ２􀆺ｕｎ＋１ꎬＰ２ ＝ ｖ１ｖ２􀆺

ｖｎ＋１ꎬ分别连结路 Ｐ１ 与 Ｐ２ 的顶点 ｕｉ 与 ｖｉ( ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ＋１)
所得到的图ꎬ称为长为 ｎ的梯子ꎬ记为 Ｔｎ .

—１—
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定义 ４　 ｎ个长为 ３ 的梯子 Ｔｉ３ 的顶点集 Ｖ(Ｔｉ３)＝ {ｕｉ－１ꎬ１ꎬｕｉ－１ꎬ２ꎬｕｉ－１ꎬ３ꎬｕｉ－１ꎬ４ꎬｕｉ３ꎬｕｉ４ꎬｕｉ５ꎬｕｉ６}( ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬ
ｎ－１)ꎬＶ(Ｔｎ３)＝ {ｕｎ－１ꎬ１ꎬｕｎ－１ꎬ２ꎬｕｎ－１ꎬ３ꎬｕｎ－１ꎬ４ꎬｕｎ１ꎬｕｎ２ꎬｕｎ３ꎬｕｎ４}ꎬ第 ｉ个梯子 Ｔｉ３ 与第 ｉ＋１ 个梯子 Ｔｉ＋１３ 有公共边 ｕｉ３
ｕｉ４( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ－１)ꎬ这样得到的图记为 １－ｎＤＴ３ꎬ如图 ２ 所示.

图 ２　 １－ｎＤＴ３ 图

Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｆｉｇｕｒｅ ｏｆ １－ｎＤＴ３

１　 主要结论及证明

定理 １　 设 ｆ(ｎ)表示图 ２－２ｎＣ３ 的所有不同的完美匹配数ꎬ其中 ｎ ＝ １ꎬ２ꎬ３ꎬ􀆺. 则 ｆ( ｎ) ＝ ５＋ ５
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图 ３　 Ｇ１ 图

Ｆｉｇ􀆰 ３　 Ｆｉｇｕｒｅ ｏｆ Ｇ１

证明　 欲求 ｆ(ｎ)的解析式ꎬ先定义一个图 Ｇ１ꎬ并
求其完美匹配. 把路 ｕｖ的端点 ｕ与 ｖ分别与图 ２－２ｎＣ３

的顶点 ｕ１ 与 ｖ１ 连接ꎬ得到的图记为 Ｇ１ꎬ如图 ３ 所示.
易知图 Ｇ１ 有完美匹配. 设 α(ｎ)为图 Ｇ１ 的完美

匹配数ꎬＭ(１)为图 Ｇ１ 的所有完美匹配的集合ꎬ图 Ｇ１

包含边 ｕｖꎬｕｕ１ 的完美匹配的集合分别为 Ｍ１ 和 Ｍ２ꎬ
则 Ｍｉ⊆ＭꎬＭｉ≠ϕꎬｉ＝ １ꎬ２ꎬ且 Ｍ１∩Ｍ２ ＝ϕꎬＭ(１)＝ Ｍ１∪Ｍ２ꎬα(ｎ)＝ ｜Ｍ(１) ｜ .

求 ｜Ｍ１ ｜ . 因为 ｕｖ∈Ｍ１ꎬ所以由 ｆ(ｎ)的定义知ꎬ ｜Ｍ１ ｜ ＝ ｆ(ｎ) .
求 ｜Ｍ２ ｜ . 因为 ｕｕ１∈Ｍ２ꎬ所以 ｖｖ１ꎬｖ２ｖ３∈Ｍ２ꎬ由 α(ｎ)的定义知ꎬ ｜Ｍ２ ｜ ＝α(ｎ－１) .
故

α(ｎ)＝ ｆ(ｎ)＋α(ｎ－１) . (１)
再求 ｆ(ｎ) . 易知图 ２－２ｎＣ３ 有完美匹配. 设 ２－２ｎＣ３ 的所有完美匹配的集合为 Ｍ(２)ꎬＭ３ 和 Ｍ４ 分别是

图 ２－２ｎＣ３ 含边 ｕ１ｖ１ 和 ｖ１ｖ２ 的完美匹配的集合ꎬ则 Ｍｉ⊆ＭꎬＭｉ≠ϕꎬｉ ＝ ３ꎬ４ꎬ且 Ｍ３∩Ｍ４ ＝ϕꎬＭ(２) ＝ Ｍ３∪Ｍ４ .
于是 ｆ(ｎ)＝ ｜Ｍ(２) ｜ ＝ ｜Ｍ３ ｜ ＋ ｜Ｍ４ ｜ .

求 ｜Ｍ３ ｜ . 因为 ｕ１ｖ１∈Ｍ３ꎬ所以 ｖ２ｖ３∈Ｍ３ꎬ由 α(ｎ)的定义知 ｜Ｍ３ ｜ ＝α(ｎ－１) .
求 ｜Ｍ４ ｜ . 因为 ｖ１ｖ２∈Ｍ４ꎬ所以 ｕ１ｕ２ꎬｖ２ｖ３∈Ｍ４ꎬ由 ｆ(ｎ)的定义知 ｜Ｍ４ ｜ ＝ ｆ(ｎ－１) .
故

ｆ(ｎ)＝ ｆ(ｎ－１)＋α(ｎ－１) . (２)
把式(１)代入式(２)ꎬ得

ｆ(ｎ)＝ ２ｆ(ｎ－１)＋α(ｎ－２) . (３)
由式(２)ꎬ得

ｆ(ｎ－１)＝ ｆ(ｎ－２)＋α(ｎ－２)ꎬ (４)
由式(３)、(４)得

ｆ(ｎ)＝ ３ｆ(ｎ－１)－ｆ(ｎ－２) . (５)

式(５)的特征方程为 ｘ２－３ｘ＋１＝ ０ꎬ其根为 ｘ＝(３± ５ ) / ２. 所以式(３)的通解为

ｆ(ｎ)＝ ｃ１􀅰
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图 ４　 Ｍ１ 图

Ｆｉｇ􀆰 ４　 Ｆｉｇｕｒｅ ｏｆ Ｍ１

由图 ４ 知 ｆ(１)＝ ２ꎬｆ(２)＝ ５.
所以ꎬ
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定理 ２　 设图 １－ｎＤＴ３ 的完美匹配数为 σ(ｎ)ꎬ则

σ(ｎ)＝ １３＋７ １３
２６
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.

证明 　 由图 １ － ｎＤＴ３ 的定义易知它有完美匹

配. 欲求 σ(ｎ)ꎬ首先定义 １ 个图 Ｇ２ꎬ并求其完美匹配

的数目. 将长为 １ 的路 ｕ１ｕ２ 的端点 ｕ１ 和 ｕ２ 分别与图 １－ｎＤＴ３ 的顶点 ｕ０３和 ｕ０４各连接一条边ꎬ所得到的图

记为 Ｇ２ꎬ如图 ５ 所示.

图 ５　 Ｇ２ 图

Ｆｉｇ􀆰 ５　 Ｆｉｇｕｒｅ ｏｆ Ｇ２

显然图 Ｇ２ 有完美匹配ꎬ (ｎ)表示图 Ｇ２ 的完美匹配数. 设图 Ｇ２ 完美匹配的集合为Ｍ(３)ꎬＧ３ 含边 ｕ１ｕ２ꎬ
ｕ２ｕ０４的完美匹配集合分别为 Ｍ５ꎬＭ６ꎬ则 Ｍ５∩Ｍ６ ＝ϕꎬＭ(３)＝ Ｍ５∪Ｍ６ꎬ (ｎ)＝ ｜Ｍ(３) ｜ ＝ ｜Ｍ５ ｜ ＋ ｜Ｍ６ ｜ .

求 ｜Ｍ５ ｜ . 因为 ｕ１ｕ２∈Ｍ５ꎬ所以由 σ(ｎ)的定义知ꎬ ｜Ｍ５ ｜ ＝σ(ｎ) .
求 ｜Ｍ６ ｜ . 因为 ｕ２ｕ０４∈Ｍ６ꎬ所以 ｕ１ｕ０３ꎬｕ１６ｕ１５∈Ｍ６ꎬ由 (ｎ)的定义知ꎬ ｜Ｍ６ ｜ ＝ (ｎ－１) .
故

 (ｎ)＝ σ(ｎ)＋ (ｎ－１) (６)
再求 σ(ｎ) . 设图 １－ｎＤＴ３ 的完美匹配的集合为 Ｍ(４)ꎬ图 １－ｎＤＴ３ 含边 ｕ０４ｕ０３ꎬｕ０４ｕ１６的完美匹配集合分

别为 Ｍ７ꎬＭ８ꎬ则 Ｍ７∩Ｍ８ ＝ϕꎬＭ(４)＝ Ｍ７∪Ｍ８ꎬσ(ｎ)＝ ｜Ｍ(４) ｜ ＝ ｜Ｍ７ ｜ ＋ ｜Ｍ８ ｜ .
求 ｜Ｍ７ ｜ . 因为 ｕ０４ｕ０３∈Ｍ７ꎬ所以 ｕ１６ｕ１５∈Ｍ７ꎬ由 (ｎ)的定义知ꎬ ｜Ｍ７ ｜ ＝ (ｎ－１) .
求 ｜Ｍ８ ｜ .
情形 １　 Ｍ８ 含边 ｕ０４ｕ１６ꎬｕ０３ｕ１５的完美匹配记为 Ｍ１

８ꎬ由 (ｎ)的定义知ꎬ ｜Ｍ１
８ ｜ ＝ (ｎ－１) .

情形 ２　 Ｍ８ 含边 ｕ０４ｕ１６ꎬｕ０３ｕ０２ꎬｕ１５ｕ１４ꎬｕ０１ｕ１３ꎬｕ２６ｕ２５的完美匹配记为Ｍ２
８ꎬ由 (ｎ)的定义知ꎬ ｜Ｍ２

８ ｜ ＝ (ｎ－
２)ꎬ则

因为 Ｍ１
８ 和 Ｍ２

８ 没有公共的完美匹配且穷尽了 Ｍ８ 中的所有完美匹配ꎬ所以

｜Ｍ８ ｜ ＝ ｜Ｍ１
８ ｜ ＋ ｜Ｍ２

８ ｜ ＝ (ｎ－１)＋ (ｎ－２) .
故

σ(ｎ)＝ ２ (ｎ－１)＋ (ｎ－２)ꎬ (７)
式(６)代入式(７)ꎬ得

σ(ｎ)＝ ２σ(ｎ－１)＋３ (ｎ－２)ꎬ (８)
式(６)代入式(８)ꎬ得

σ(ｎ)＝ ２σ(ｎ－１)＋３σ(ｎ－２)＋３ (ｎ－３)ꎬ (９)
由式(８)ꎬ得

σ(ｎ－１)＝ ２σ(ｎ－２)＋３ (ｎ－３)ꎬ (１０)
式(９)、(１０)ꎬ得

—３—
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σ(ｎ)＝ ３σ(ｎ－１)＋σ(ｎ－２) . (１１)

线性递推式(１１)的特征方程为 ｘ２－３ｘ－１＝ ０ꎬ特征根为 ｘ＝ ３± １３
２
.

故式(１１)的通解为 σ(ｎ)＝ ｃ１􀅰
３＋ １３

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

＋ｃ２􀅰
３－ １３

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

.

由图 ６ 知 σ(１)＝ ５ꎬσ(２)＝ １６.

图 ６　 Ｍ２ 图

Ｆｉｇ􀆰 ６　 Ｆｉｇｕｒｅ ｏｆ Ｍ２

故 σ(ｎ)＝ １３＋７ １３
２６

􀅰 ３＋ １３
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

＋１３－７ １３
２６

􀅰 ３－ １３
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

.
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