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关于一类缓增函数的渐近性质

张惠文１ꎬ张太忠２

(１.宿迁学院文理学院ꎬ江苏 宿迁 ２２３８００)
(２.南京信息工程大学数学与统计学院ꎬ江苏 南京 ２１００４４)

[摘要] 　 有人研究了无限区间上一类缓增函数的渐近性质ꎬ受复分析中单位圆内亚纯函数研究工作的启发ꎬ本
文研究了对应于有限区间上的一类缓增函数ꎬ得到了这类函数的非常有趣的渐近性质.
[关键词] 　 缓增函数ꎬ渐近性质ꎬ极限
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本文讨论区间上一类具有慢增长性的实值函数的渐近性质. Ｐｏｌｙａ ＧꎬＳｅｚｅｇｏ Ｇ 在文献[１]中给出如下

的定义 １ 和定理 １.
定义 １[１] 　 设 ｕ(ｘ)为区间[０ꎬ＋∞ )上单调递增的连续的非负值函数ꎬ且满足

( ｉ) ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｕ(ｘ)＝ ＋∞ ꎬ

( ｉｉ)存在 ｋꎬｋ>１ꎬ使得 ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｕ(ｋｘ)
ｕ(ｘ)

＝ １ꎬ

则称 ｕ(ｘ)为区间[０ꎬ＋∞ )上缓增函数.

定理 １[１] 　 若 ｕ(ｘ)为区间[０ꎬ＋∞ )上缓增函数ꎬ则 ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｌｏｇ ｕ(ｘ)
ｌｏｇ ｘ

＝ ０.

周向宇[２]研究了区间[０ꎬ＋∞ )上此类函数的渐近性ꎬ他给出如下定义 ２ 和定理 ２.
定义 ２[２] 　 设 ｕ(ｘ)为区间[０ꎬ＋∞ )上的非负值连续函数ꎬ且满足

( ｉ) ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｕ(ｘ)＝ ＋∞ ꎬ

( ｉｉ)存在 ｋꎬｋ>１ꎬ使得 ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｕ(ｋｘ)
ｕ(ｘ)

＝ ｃꎬ

则称 ｕ(ｘ)为区间[０ꎬ＋∞ )上广义缓增函数. 为了区分定义 １ 与定义 ２ꎬ本文给定义 ２ 中缓增函数添加

了“广义”两字. 显然 ｃ≥１.

定理 ２[２] 　 若 ｕ(ｘ)为区间[０ꎬ＋∞ )上广义缓增函数ꎬ则 ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｌｏｇ ｕ(ｘ)
ｌｏｇ ｘ

＝ ｌｏｇ ｃ
ｌｏｇ ｋ

.

显而易见ꎬ定理 ２ 改进并推广了定理 １.

—３１—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉
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上述研究工作都是针对无限区间上缓增函数ꎬ本文研究有限区间上的情况. 为方便起见ꎬ本文首先给

出如下定义 ３ 和定义 ４ꎬ进而得到了定理 ３ 和定理 ４. 有限区间上缓增函数的定义也是本文克服的困难

之一.
定义 ３　 设 ｕ(ｘ)为区间[０ꎬ１)上单调递增的连续的非负值函数ꎬ且满足

( ｉ) ｌｉｍ
ｘ→１－
ｕ(ｘ)＝ ＋∞ ꎬ

( ｉｉ)存在 ｋꎬ０<ｋ<１ꎬ使得 ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｕ(１－ｋｘ)
ｕ(１－ｘ)

＝ １ꎬ

则称 ｕ(ｘ)为区间[０ꎬ１)上缓增函数.

定理 ３　 设 ｕ(ｘ)为区间[０ꎬ１)上缓增函数ꎬ则 ｌｉｍ
ｘ→１－

ｌｏｇ ｕ(ｘ)

ｌｏｇ １
１－ｘ

＝ ０.

定义 ４　 设 ｕ(ｘ)为区间[０ꎬ１)上的非负值连续函数ꎬ且满足

( ｉ) ｌｉｍ
ｘ→１－
ｕ(ｘ)＝ ＋∞ ꎬ

( ｉｉ)存在 ｋꎬ０<ｋ<１ꎬ使得 ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｕ(１－ｋｘ)
ｕ(１－ｘ)

＝ ｃꎬ

则称 ｕ(ｘ)为区间[０ꎬ１)上广义缓增函数. 显然 ｃ≥１.

定理 ４　 设 ｕ(ｘ)为区间[０ꎬ１)上广义缓增函数ꎬ则 ｌｉｍ
ｘ→１－

ｌｏｇ ｕ(ｘ)

ｌｏｇ １
１－ｘ

＝ ｌｏｇ ｃ
－ｌｏｇ ｋ

.

定理 ４ 改进并推广了定理 ３.

１　 定理 ３、定理 ４ 的证明

定理 ３ 的证明　 由定义 ３ 条件( ｉｉ)知对于任意的 ε>０ꎬ存在 δ＝ δ(ε)>０ꎬ不妨 ０<δ<１ꎬ使得当 ０<ｘ≤δ<１
时有:

１－ε<ｕ(１
－ｋｘ)

ｕ(１－ｘ)
<１＋ε.

即不等式

(１－ε)ｕ(１－ｘ)<ｕ(１－ｋｘ)<(１＋ε)ｕ(１－ｘ) (１)
对于 ０<ｘ≤δ<１ 成立. 从而对于 ｘ＝ ｋｎδ<δ成立ꎬｎ为任意正整数.
归纳可得

ｕ(１－ｋｎδ)<(１＋ε)ｕ(１－ｋｎ－１δ)<􀅰􀅰􀅰<(１＋ε) ｎｕ(１－δ) . (２)
对于上述的 δ>０ꎬ当 ０<１－ｘ≤δ时ꎬ有

１
１－ｘ

≥ １
δ
≜Ｍ(ε)>１ꎬ

从而存在正整数 Ｎ>０ꎬ使得

１
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｎ－１

Ｍ(ε)≤ １
１－ｘ

< １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｎ

Ｍ(ε) . (３)

由不等式(３)可以推出以下不等式(４)、(５):

ｌｏｇ １
１－ｘ

－ｌｏｇ Ｍ(ε)

ｌｏｇ １
ｋ

<Ｎ≤
ｌｏｇ １

１－ｘ
－ｌｏｇ Ｍ(ε)

ｌｏｇ １
ｋ

＋１ꎬ (４)

１－ｋＮ－１δ≤ｘ<１－ｋＮδ<１. (５)
由函数 ｕ(ｘ)的单调性和不等式(５)、(２)、(４)依次有:

ｌｏｇ ｕ(ｘ)≤ｌｏｇ ｕ(１－ｋＮδ)≤ｌｏｇ[(１＋ε) Ｎｕ(１－δ)] ＝Ｎｌｏｇ(１＋ε)＋ｌｏｇ ｕ(１－δ)≤
—４１—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉
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ｌｏｇ １
１－ｘ

－ｌｏｇ Ｍ(ε)

ｌｏｇ １
ｋ

＋１

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï

ï
ï

ｌｏｇ(１＋ε)＋ｌｏｇ ｕ(１－δ) .

取上极限有:

０≤ｌｉｍ
ｘ→１－

ｌｏｇ ｕ(ｘ)

ｌｏｇ １
１－ｘ

≤ｌｏｇ(１＋ε)

ｌｏｇ １
ｋ

ꎬ

再令 ε→０＋ꎬ得 ｌｉｍ
ｘ→１－

ｌｏｇ ｕ(ｘ)

ｌｏｇ １
１－ｘ

＝ ０. 结合定义 ３ 条件( ｉ)ꎬ定理 １ 证毕.

定理 ４ 的证明　 由定义 ４ 条件( ｉｉ)得:对于任意的 ε>０(不妨 ０<ε<１)ꎬ存在 δ＝ δ(ε)>０(不妨 ０<δ<１)ꎬ
使得当 ０<ｘ≤δ<１ 时有ꎬ

ｃ－ε<ｕ(１
－ｋｘ)

ｕ(１－ｘ)
<ｃ＋ε.

即不等式

(ｃ－ε)ｕ(１－ｘ)<ｕ(１－ｋｘ)<(ｃ＋ε)ｕ(１－ｘ) (６)
对于 ０<ｘ≤δ<１ 成立.

令 Ｖ(ｘ)＝ ｍａｘ
０≤ｙ≤ｘ
ｕ(ｙ)ꎬＦ(ｘ)＝ ｍｉｎ

ｘ≤ｙ<１
ｕ(ｙ)ꎬ则不难证明在[０ꎬ１)上有 Ｆ(ｘ)≤ｕ(ｘ)≤Ｖ(ｘ)ꎬ且 Ｖ(ｘ)、Ｆ(ｘ)

为单调增函数.
一方面ꎬ由

Ｖ(１－ｋｘ)＝ ｍａｘ
０≤ｙ≤１－ｋｘ

ｕ(ｙ)
ｙ＝ １－ｋｙ１

􀪅􀪅􀪅􀪅 ｍａｘ
０≤１－ｋｙ１≤１－ｋｘ

ｕ(１－ｋｙ１)＝ ｍａｘ
１
ｋ≥ｙ１≥ｘ

ｕ(１－ｋｙ１)＝

ｍａｘ ｍａｘ
δ≥ｙ１≥ｘ

ｕ(１－ｋｙ１)ꎬ ｍａｘ
１
ｋ≥ｙ１≥δ

ｕ(１－ｋｙ１){ } ꎬ

由定义 ４ 条件( ｉ)可知ꎬ存在更小的正数 δ１ꎬ０<δ１≤δꎬ使得

ｍａｘ
δ１≥ｙ１≥ｘ

ｕ(１－ｋｙ１)≥ ｍａｘ
１
ｋ≥ｙ１≥δ１

ｕ(１－ｋｙ１)ꎬ

为方便起见ꎬ不妨 δ１ 仍记为 δꎬ因而有

Ｖ(１－ｋｘ)＝ ｍａｘ
δ≥ｙ１≥ｘ

ｕ(１－ｋｙ１)ꎬ

由不等式(６)ꎬ有
Ｖ(１－ｋｘ)≤(ｃ＋ε) ｍａｘ

１－δ≤１－ｙ１≤１－ｘ
ｕ(１－ｙ１)≤(ｃ＋ε) ｍａｘ

０≤１－ｙ１≤１－ｘ
ｕ(１－ｙ１)＝ (ｃ＋ε)Ｖ(１－ｘ) .

即不等式 Ｖ(１－ｋｘ)≤( ｃ＋ε)Ｖ(１－ｘ) 对于 ０<ｘ≤δ<１ 成立. 当然ꎬ对于 ｘ ＝ ｋｎδ<δ 也成立ꎬｎ 为任意正

整数.
归纳可得递推不等式

Ｖ(１－ｋｎδ)≤(ｃ＋ε) ｎＶ(１－δ) . (７)
对于上述的 δ>０ꎬ当 ０<１－ｘ≤δ时ꎬ有

１
１－ｘ

≥ １
δ
≜Ｍ(ε)>１ꎬ

从而存在正整数 Ｎ>０ꎬ使得

１
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｎ－１

Ｍ(ε)≤ １
１－ｘ

< １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｎ

Ｍ(ε) . (８)

由不等式(８)可以推出以下不等式(９)、(１０):
１－ｋＮ－１δ≤ｘ<１－ｋＮδ<１. (９)

—５１—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉
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ｌｏｇ １
１－ｘ

－ｌｏｇ Ｍ(ε)

ｌｏｇ １
ｋ

<Ｎ≤
ｌｏｇ １

１－ｘ
－ｌｏｇ Ｍ(ε)

ｌｏｇ １
ｋ

＋１ꎬ (１０)

由函数 Ｖ(ｘ)的单调性和不等式(９)、(７)、(１０)依次有:
ｌｏｇ Ｖ(ｘ)≤ｌｏｇ Ｖ(１－ｋＮδ)≤ｌｏｇ[(ｃ＋ε) ＮＶ(１－δ)] ＝Ｎｌｏｇ(ｃ＋ε)＋ｌｏｇ Ｖ(１－δ)≤

ｌｏｇ １
１－ｘ

－ｌｏｇ Ｍ(ε)

ｌｏｇ １
ｋ

＋１

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï

ï
ï

ｌｏｇ(ｃ＋ε)＋ｌｏｇ Ｖ(１－δ) .

取上极限有:

０≤ｌｉｍ
ｘ→１－

ｌｏｇ Ｖ(ｘ)

ｌｏｇ １
１－ｘ

≤ｌｏｇ(ｃ＋ε)

ｌｏｇ １
ｋ

ꎬ

再令 ε→０＋ꎬ得

ｌｉｍ
ｘ→１－

ｌｏｇ ｕ(ｘ)

ｌｏｇ １
１－ｘ

≤ｌｉｍ
ｘ→１－

ｌｏｇ Ｖ(ｘ)

ｌｏｇ １
１－ｘ

≤ ｌｏｇ ｃ

ｌｏｇ １
ｋ

. (１１)

另一方面ꎬ对于 ０<ｘ≤δꎬ有

Ｆ(１－ｋｘ)＝ ｍｉｎ
１－ｋｘ≤ｙ<１

ｕ(ｙ)
ｙ＝ １－ｋｙ１

􀪅􀪅􀪅􀪅 ｍｉｎ
１－ｋｘ≤１－ｋｙ１<１

ｕ(１－ｋｙ１)＝ ｍｉｎ
ｘ≥ｙ１>０

ｕ(１－ｋｙ１) .

由不等式(６)知:
Ｆ(１－ｋｘ)≥(ｃ－ε) ｍｉｎ

ｘ≥ｙ１>０
ｕ(１－ｙ１)＝ (ｃ－ε) ｍｉｎ

１－ｘ≤１－ｙ１<１
ｕ(１－ｙ１)＝ (ｃ－ε)Ｆ(１－ｘ)ꎬ

即不等式

Ｆ(１－ｋｘ)≥(ｃ－ε)Ｆ(１－ｘ)
对于 ０<ｘ≤δ成立. 当然ꎬ对于 ｘ＝ ｋｎδ<δ成立ꎬｎ为任意正整数. 由此可得递推不等式

Ｆ(１－ｋｎδ)≥(ｃ－ε) ｎＦ(１－δ) . (１２)
对于上述的 δ>０ꎬ当 ０<１－ｘ≤δ时ꎬ有

１
１－ｘ

≥ １
δ
≜Ｍ(ε)>１ꎬ

从而存在上述同样的正整数 Ｎ>０ꎬ使得不等式(９)、(１０)仍成立.
由函数 Ｆ(ｘ)的单调性和不等式(９)、(１２)、(１０)依次有

ｌｏｇ Ｆ(ｘ)≥ｌｏｇ Ｆ(１－ｋＮ－１δ)≥ｌｏｇ[(ｃ－ε) Ｎ－１Ｆ(１－δ)] ＝(Ｎ－１) ｌｏｇ(ｃ－ε)＋ｌｏｇ Ｆ(１－δ)≥

ｌｏｇ １
１－ｘ

－ｌｏｇ Ｍ(ε)

ｌｏｇ １
ｋ

－１

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï

ï
ï

ｌｏｇ(ｃ－ε)＋ｌｏｇ Ｆ(１－δ)ꎬ

取下极限有:
ｌｉｍ
ｘ→１－

ｌｏｇ Ｆ(ｘ)

ｌｏｇ １
１－ｘ

≥ｌｏｇ(ｃ－ε)

ｌｏｇ １
ｋ

ꎬ

再令 ε→０＋ꎬ得
ｌｉｍ
ｘ→１－

ｌｏｇ ｕ(ｘ)

ｌｏｇ １
１－ｘ

≥ ｌｉｍ
ｘ→１－

ｌｏｇ Ｆ(ｘ)

ｌｏｇ １
１－ｘ

≥ ｌｏｇ ｃ

ｌｏｇ １
ｋ

. (１３)

结合(１１)、(１３)ꎬ定理 ２ 得证.
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上述的研究工作对于复平面上全纯函数的值分布理论[３－４]研究和单位圆内的全纯函数研究[５]具有参

考和应用价值. 定理 １ 和定理 ２ 对应于复平面上研究ꎬ定理 ３ 和定理 ４ 对应于单位圆内研究. 本文的方法

可以考虑进一步应用于相关的缓增函数[６－９]的研究.
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