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Ｉｎ ａｄｄｉｔｉｏｎꎬａｎ ｉｎｄｕｃｔｉｏｎ ａｒｇｕｍｅｎｔ ｏｎ ｔｈｅ ｏｒｄｅｒ ｏｆ ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｓ ｏｆ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｉｎ ｅｎｅｒｇｙ ｅｓｔｉｍａｔｅｓ ｐｌａｙｓ ａ ｋｅｙ ｒｏｌｅ ｉｎ ｏｂｔａｉｎｉｎｇ
ｔｈｅ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｒｅｓｕｌｔ.
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ:Ｅｕｌｅｒ￣Ｍａｘｗｅｌｌ ｓｙｓｔｅｍꎬｇｌｏｂａｌ ｓｍｏｏｔｈ ｓｏｌｕｔｉｏｎꎬｓｔａｂｉｌｉｔｙꎬｓｔｅａｄｙ￣ｓｔａｔｅｓ ｓｏｌｕｔｉｏｎꎬｅｎｅｒｇｙ ｅｓｔｉｍａｔｅ
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ℝ ３上非等熵 Ｅｕｌｅｒ￣Ｍａｘｗｅｌｌ 系统稳态解的全局稳定性

周　 爽ꎬ杨永富

(河海大学理学院ꎬ江苏 南京 ２１１１００)

[摘要] 　 本文考虑的是无温度扩散项的非等熵 Ｅｕｌｅｒ￣Ｍａｘｗｅｌｌ 系统在ℝ ３上的稳定性问题. 当初值接近系统的稳

态时ꎬ我们给出光滑解的整体存在性ꎬ且当时间趋于无穷大时该光滑解收敛于稳态. 其基本思想是改变未知变量

并选取完全 Ｅｕｌｅｒ 方程的非对角对称化子来得到耗散估计. 此外ꎬ对解的导数的阶的归纳论证在得到稳定性结

果中也起着关键作用.
[关键词] 　 Ｅｕｌｅｒ￣Ｍａｘｗｅｌｌ 系统ꎬ整体光滑解ꎬ稳定性ꎬ稳态解ꎬ能量估计

１　 Ｉｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎ ａｎｄ Ｍａｉｎ Ｒｅｓｕｌｔｓ
Ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ ｃｏｎｃｅｒｎｓ ｔｈｅ ｇｌｏｂａｌ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｓｍｏｏｔｈ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｔｏ ｔｈｅ Ｃａｕｃｈｙ ｐｒｏｂｌｅｍ ｆｏｒ ａ ｎｏｎ￣ｉｓｅｎｔｒｏｐｉｃ Ｅｕｌｅｒ￣

Ｍａｘｗｅｌｌ ｓｙｓｔｅｍ ｗｈｉｃｈ ｄｅｓｃｒｉｂｅ ｔｈｅ ｄｙｎａｍｉｃｓ ｏｆ ｅｌｅｃｔｒｏｎｓ ｆｏｒ ｐｌａｓｍａｓ. Ｌｅｔ ｎꎬｕ＝(ｕ１ꎬｕ２ꎬｕ３) Ｔꎬｐꎬθ ｂｅ ｔｈｅ ｄｅｎｓｉ￣
ｔｙꎬｔｈｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙꎬｔｈｅ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ａｎｄ ｔｈｅ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ｏｆ ｔｈｅ ｅｌｅｃｔｒｏｎｓꎬｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ. Ｔｈｅ ｔｏｔａｌ ｅｎｅｒｇｙ E ｉｓ ｄｅ￣
ｆｉｎｅｄ ｂｙ

E＝ １
２
ｎ ｜ｕ ｜ ２＋ｎθ.

Ｗｅ ｄｅｎｏｔｅ ｂｙ Ｅ＝(Ｅ１ꎬＥ２ꎬＥ３) Ｔ ａｎｄ Ｂ＝ (Ｂ１ꎬＢ２ꎬＢ３) Ｔ ｔｈｅ ｅｌｅｃｔｒｉｃ ａｎｄ ｍａｇｎｅｔｉｃ ｆｉｅｌｄｓ ｏｆ ｔｈｅ ｐｌａｓｍａ. Ｔｈｅ
ｓｙｓｔｅｍ ｓａｔｉｓｆｉｅｄ ｂｙ ｔｈｅｓｅ ｖａｒｉａｂｌｅｓ ｒｅａｄｓ(ｓｅｅ [１－２])

∂ｔｎ＋ｄｉｖ(ｎｕ)＝ ０ꎬ
∂ｔ(ｎｕ)＋ｄｉｖ(ｎｕ⊗ｕ)＋∇ｐ＝ －ｎ(Ｅ＋ｕ×Ｂ)－ｎｕꎬ
∂ｔE＋ｄｉｖ(Eｕ＋ｐｕ)ｕ􀅰∇θ＝ －ｎｕ􀅰Ｅ－(E－ｎθｅ)ꎬ
∂ｔＥ－∇×Ｂ＝ｎｕꎬｄｉｖ Ｅ＝ ｂ(ｘ)－ｎꎬ
∂ｔＢ＋∇×Ｅ＝ ０ꎬｄｉｖ Ｂ＝ ０.
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ｆｏｒ ｔ≥０ ａｎｄ ｘ＝(ｘ１ꎬｘ２ꎬｘ３)∈ℝ ３ꎬｗｈｅｒｅ θｅ>０ ｉｓ ａ ｃｏｎｓｔａｎｔꎬｂ(ｘ) ｉｓ ｔｈｅ ｉｏｎ ｄｅｎｓｉｔｙꎬａｎｄ －ｎ(Ｅ＋ｕ×Ｂ)ｓｔａｎｄｓ ｆｏｒ
ｔｈｅ Ｌｏｒｅｎｔｚ ｆｏｒｃｅ. Ｗｅ ｒｅｍａｒｋ ｔｈａｔ ｂ ｃａｎ ｂｅ ｌａｒｇｅ ｉｎ ｏｕｒ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｒｅｓｕｌｔ ａｎｄ ｈｅｒｅ ｂ ｉｓ ｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔｌｙ ｓｍｏｏｔｈ ｗｉｔｈ ｂ≥
ｃｏｎｓｔ.>０ ｉｎ ℝ ３ . Ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｉｓ ｃｏｍｐｌｅｍｅｎｔｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｉｎｉｔｉａｌ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

ｔ＝ ０:(ｎꎬｕꎬθꎬＥꎬＢ)＝ (ｎ０(ｘ)ꎬｕ０(ｘ)ꎬθ０(ｘ)ꎬＥ０(ｘ)ꎬＢ０(ｘ))ꎬ　 ｘ∈ℝ ３ . (２)
Ｗｅ ａｓｓｕｍｅ ｔｈａｔ

ｄｉｖ Ｅ０ ＝ ｂ(ｘ)－ｎ０ꎬｄｉｖ Ｂ０ ＝ ０. (３)
Ｔｈｅｎ ｉｎ(１) ｔｈｅ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ

ｄｉｖ Ｅ＝ ｂ(ｘ)－ｎꎬｄｉｖ Ｂ＝ ０.
ｈｏｌｄ ｆｏｒ ａｌｌ ｔｉｍｅ ｔ>０.

Ｆｏｒ ｃｏｎｖｅｎｉｅｎｃｅꎬｗｅ ｃｏｎｓｉｄｅｒ ｔｈｅ ｃａｓｅ ｏｆ ｉｄｅａｌ ｐｏｌｙｔｒｏｐｉｃ ｇａｓ
ｐ＝ｎθ. (４)

Ｂｙ ｓｔａｔｅ ｅｑｕａｔｉｏｎ(４)ꎬｆｏｒ ｓｍｏｏｔｈ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ ｎ>０ꎬｔｈｅ ｍｏｍｅｎｔｕｍ ａｎｄ ｅｎｅｒｇｙ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｉｎ(１)ｃａｎ ｂｅ ｗｒｉｔｔｅｎ ａｓ

∂ｔｕ＋(ｕ􀅰∇)ｕ＋ θ
ｎ
∇ｎ＋∇θ＝ －(Ｅ＋ｕ×Ｂ)－ｕꎬ (５)

∂ｔθ＋ｕ􀅰∇θ＋ ２
３
θｄｉｖ ｕ＝ １

３
｜ｕ ｜ ２－(θ－θｅ) . (６)

Ｔｈｅ ｌａｓｔ ｔｅｒｍｓ －ｕ ｉｎ(５)ａｎｄ －(θ－θｅ) ｉｎ(６)ｓｔａｎｄ ｆｏｒ ｔｈｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｄｉｓｓｉｐａｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ｄｉｓｓｉｐａｔｉｏｎ ｉｎ
ｅｎｅｒｇｙ ｅｓｔｉｍａｔｅｓꎬｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ.

Ｉｔ ｉｓ ｗｅｌｌ ｋｎｏｗｎ ｔｈａｔ ｓｙｓｔｅｍ(１) ｆｏｒ ｖａｒｉａｂｌｅｓ(ｎꎬｕꎬθꎬＥꎬＢ) ｉｓ ｓｙｍｍｅｔｒｉｚａｂｌｅ ｈｙｐｅｒｂｏｌｉｃ ｗｈｅｎ ｎ>０. Ｄｕｅ ｔｏ
ｔｈｅ ｌｏｃａｌ ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ａｎｄ ｕｎｉｑｕｅｎｅｓｓ ｏｆ ｓｍｏｏｔｈ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ(ｓｅｅ [３])ꎬＣａｕｃｈｙ ｐｒｏｂｌｅｍ(１)－(２)ａｄｍｉｔｓ ａ ｕｎｉｑｕｅ ｌｏｃａｌ
ｓｍｏｏｔｈ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｗｈｅｎ ｔｈｅ ｉｎｉｔｉａｌ ｄａｔａ ａｒｅ ｓｍｏｏｔｈ. Ｍｏｒｅ ｐｒｅｃｉｓｅｌｙꎬｌｅｔ ｓ≥３ ｂｅ ａｎ ｉｎｔｅｇｅｒ ａｎｄ(ｎ０ꎬｕ０ꎬθ０ꎬＥ０ꎬＢ０)∈
Ｈｓ(ℝ ３)ｓａｔｉｓｆｙｉｎｇ ｎ０≥ｃｏｎｓｔ.>０ꎬｔｈｅｎ ｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔ Ｔ∗>０ ａｎｄ ａ ｕｎｉｑｕｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ(ｎꎬｕꎬθꎬＥꎬＢ) ｔｏ Ｃａｕｃｈｙ ｐｒｏｂｌｅｍ
(１)－(２)ｓｕｃｈ ｔｈａｔ

(ｎꎬｕꎬθꎬＥꎬＢ)∈Ｃ([０ꎬＴ∗]ꎻＨｓ(ℝ ３))∩Ｃ１([０ꎬＴ∗]ꎻＨｓ－１(ℝ ３))ꎬｎ≥ｃｏｎｓｔ.>０.
Ｆｏｒ ａ ｍｕｌｔｉ￣ｉｎｄｅｘ α＝(α１ꎬα２ꎬα３)∈ℕ ３ꎬｗｅ ｄｅｎｏｔｅ

∂αｘ ＝
∂ ｜α ｜

∂α１ｘ１ ∂
α２
ｘ２ ∂

α３
ｘ３

ꎬｗｉｔｈ ｜α ｜ ＝α１＋α２＋α３ .

Ｗｅ ｄｅｎｏｔｅ ｂｙ ‖􀅰‖ｓ ｔｈｅ ｕｓｕａｌ ｎｏｒｍｓ ｏｆ Ｓｏｂｏｌｅｖ ｓｐａｃｅｓ Ｈｓ(ℝ ３) . Ｔｈｅ ｉｎｎｅｒ ｐｒｏｄｕｃｔ ａｎｄ ｔｈｅ ｎｏｒｍ ｉｎ Ｌ２(ℝ ３)
ａｒｅ ｄｅｎｏｔｅｄ ｂｙ ‹􀅰ꎬ􀅰› ａｎｄ ‖􀅰‖ꎬｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ. Ｆｏｒ ａｎｙ ｇｉｖｅｎ Ｔ>０ꎬｌｅｔ ＢｓꎬＴ(ℝ ３)ｂｅ ｔｈｅ Ｂａｎａｃｈ ｓｐａｃｅｓ ｄｅｆｉｎｅｄ ｂｙ

ＢｓꎬＴ(ℝ ３)＝ ∩
ｓ

ｋ＝０
Ｃｋ([０ꎬＴ]ꎻＨｓ－ｋ(ℝ ３))ꎬ

ｅｑｕｉｐｐｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｎｏｒｍ
‖ｖ‖ＢｓꎬＴ

＝ ｍａｘ
０≤ｔ≤Ｔ

｜｜｜ ｖ( ｔꎬ􀅰) ｜｜｜ ｓꎬ　 ∀ｖ∈ＢｓꎬＴ(ℝ ３)ꎬ

ｗｈｅｒｅ

｜｜｜ ｖ( ｔꎬ􀅰) ｜｜｜ ｓ ＝ ∑
｜ α｜ ＋ｋ≤ｓ

‖∂ｋｔ ∂αｘ ｖ( ｔꎬ􀅰)‖２( )
１ / ２

.

Ｂｙ ｔｈｅ ｌｏｃａｌ ｗｅｌｌ￣ｐｏｓｅｄｎｅｓｓ ｔｏｇｅｔｈｅｒ ｗｉｔｈ(１)ꎬｗｅ ｈａｖｅ(ｎꎬｕꎬθꎬＥꎬＢ)∈ＢｓꎬＴ∗(ℝ
３) .

Ｎｏｗ ｃｏｎｓｉｄｅｒ ｓｔｅａｄｙ￣ｓｔａｔｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ(􀭵ｎꎬ􀭵ｕꎬ􀭰θꎬ􀭺Ｅꎬ􀭺Ｂ)ꎬｗｉｔｈ ｚｅｒｏ ｖｅｌｏｃｉｔｙ 􀭵ｕ＝ ０. Ｂｙ(１)ａｎｄ(４)ꎬｗｅ ｈａｖｅ
∇􀭰ｐ
􀭵ｎ

＝ －􀭺Ｅꎬ􀭰ｐ＝ θｅ􀭵ｎꎬ

􀭰θ＝ θｅꎬ

∇×􀭺Ｂ＝ ０ꎬｄｉｖ 􀭺Ｅ＝ ｂ(ｘ)－􀭵ｎꎬ
∇×􀭺Ｅ＝ ０ꎬｄｉｖ 􀭺Ｂ＝ ０.

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

(７)

Ｔｈｅ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｆｏｒ 􀭺Ｂ ｉｍｐｌｙ ｔｈａｔ 􀭺Ｂ ｉｓ ａ ｃｏｎｓｔａｎｔ ｖｅｃｔｏｒꎬａｎｄ ｔｈｅ ｔｈｉｒｄ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｉｎ(７) ｉｍｐｌｙ ｔｈａｔ 􀭵ｎ ｓａｔｉｓｆｉｅｓ ａｎ
ｅｌｌｉｐｔｉｃ ｅｑｕａｔｉｏｎ

—４２—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉



Ｚｈｏｕ Ｓｈｕａｎｇꎬｅｔ ａｌ:Ｇｌｏｂａｌ Ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ Ｌａｒｇｅ Ｓｔｅａｄｙ￣Ｓｔａｔｅｓ ｔｏ ａ Ｎｏｎ￣Ｉｓｅｎｔｒｏｐｉｃ Ｅｕｌｅｒ￣Ｍａｘｗｅｌｌ Ｓｙｓｔｅｍ ｉｎ ℝ ３

－θｅΔ( ｌｎ ｎ)＋ｎ＝ ｂ(ｘ) . (８)
Ｓｉｎｃｅ ｎ ｜􀲡ｌｎ ｎ ｉｓ ａ ｓｔｒｉｃｔｌｙ ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ ｆｕｎｃｔｉｏｎꎬ ｔｈｉｓ ｅｑｕａｔｉｏｎ ａｄｍｉｔｓ ａ ｕｎｉｑｕｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ 􀭵ｎ( ｓｅｅ [４－ ５]) .

Ｍｏｒｅｏｖｅｒꎬｂ≥ｃｏｎｓｔ.>０. ｉｍｐｌｉｅｓ ｎ≥ｃｏｎｓｔ.>０. Ｏｎｃｅ 􀭵ｎ ｉｓ ｋｎｏｗｎꎬ􀭺Ｅ ｉｓ ｇｉｖｅｎ ｅｘｐｌｉｃｉｔｌｙ ｂｙ
􀭺Ｅ＝ －∇(θｅ ｌｎ 􀭵ｎ) .

Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ １(ｓｅｅ [５]) 　 Ｌｅｔ ｑ≥３ꎬＡｓｓｕｍｅ ∇ｂ∈Ｈｑ－１(ℝ ３)ꎬａｎｄ ｂ∈Ｌ∞(ℝ ３) ｉｓ ａ ｓｍｏｏｔｈ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｓｕｃｈ
ｂ≥ｃｏｎｓｔ.>０. ａ. ｅ. ｘ∈ℝ ３ . Ｔｈｅｎ ｎｏｎ￣ｉｓｅｎｔｅｏｐｉｃ Ｅｕｌｅｒ￣Ｍａｘｗｅｌｌ ｓｙｓｔｅｍ(１) ａｄｍｉｔｓ ａ ｕｎｉｑｕｅ ｓｍｏｏｔｈ ｓｔｅａｄｙ￣ｓｔａｔｅ
ｓｏｌｕｔｉｏｎ(􀭵ｎꎬ０ꎬ􀭰θꎬ􀭺Ｅꎬ􀭺Ｂ)ｓａｔｉｓｆｙｉｎｇ 􀭵ｎ≥ｃｏｎｓｔ.>０ꎬｗｈｅｒｅ 􀭰θ＝ θｅ ａｎｄ 􀭺Ｂ ａｒｅ ｃｏｎｓｔａｎｔ.

Ｉｎ ｔｈｅ ｒｅｃｅｎｔ ｙｅａｒｓꎬｔｈｅｒｅ ｈａｖｅ ｂｅｅｎ ｅｘｔｅｎｓｉｖｅ ｓｔｕｄｉｅｓ ｏｎ ｔｈｅ Ｅｕｌｅｒ￣Ｍａｘｗｅｌｌ ｓｙｓｔｅｍ ｂｅｃａｕｓｅ ｏｆ ｉｔｓ ｐｈｙｓｉｃａｌ
ｉｍｐｏｒｔａｎｃｅꎬｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙꎬｒｉｃｈ ｐｈｅｎｏｍｅｎａꎬａｎｄ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ｃｈａｌｌｅｎｇｅｓ. Ｗｈｅｎ ｔｈｅ ｂａｃｋｇｒｏｕｎｄ ｄｅｎｓｉｔｙ ｂ ｉｓ ａ ｐｏｓｉ￣
ｔｉｖｅ ｃｏｎｓｔａｎｔ ｏｒ ｉｓ ａ ｓｍａｌｌ ｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎ ｏｆ ａ ｃｏｎｓｔａｎｔ ｆｏｒ ｂｏｔｈ ｉｓｅｎｔｒｏｐｉｃ ａｎｄ ｎｏｎ￣ｉｓｅｎｔｒｏｐｉｃ Ｅｕｌｅｒ￣Ｍａｘｗｅｌｌ
ｓｙｓｔｅｍｓꎬｓｕｃｈ ａ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｐｒｏｂｌｅｍ ｈａｓ ｂｅｅｎ ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｄ ｉｎ ℝ ３ ｏｒ ｉｎ ｔｈｅ ｔｏｒｕｓ ＴＴ ３ ＝(ℝ / ２π) ３ ｂｙ ｍａｎｙ ａｕｔｈｏｒｓ(ｓｅｅ
[６－１１]) .

Ｗｈｅｎ ｂ ｉｓ ｌａｒｇｅꎬｔｈｅ ａｂｏｖｅ ｔｅｃｈｎｉｑｕｅｓ ｄｏ ｎｏｔ ｗｏｒｋ ａｎｄ ｔｈｅｒｅ ａｒｅ ｏｎｌｙ ａ ｆｅｗ ｒｅｓｕｌｔｓ ｃｏｎｃｅｒｎｉｎｇ ｔｈｉｓ ｔｏｐｉｃ. Ｆｏｒ
ｔｈｅ ｉｓｅｎｔｒｏｐｉｃ Ｅｕｌｅｒ￣Ｐｏｉｓｓｏｎ ｓｙｓｔｅｍｓ ｗｉｔｈ ｉｎｓｕｌａｔｉｎｇ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓꎬＧｕｏ ａｎｄ Ｓｔｒａｕｓｓ ｉｎ [４] ｕｔｉｌｉｚｅｄ ａｎ ａｎｔｉ￣
ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｍａｔｒｉｘ ｔｅｃｈｎｉｑｕｅ ａｎｄ ｔｈｅ ｅｎｅｒｇｙ ｅｓｔｉｍａｔｅｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｄｉｖｅｒｇｅｎｃｅ ａｎｄ ｔｈｅ ｒｏｔａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｔｏ ｏｂｔａｉｎ
ｔｈｅ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ. Ｉｎ [１２]ꎬＰｅｎｇ ｆｏｌｌｏｗｅｄ ｔｈｅ ｉｄｅａ ｏｆ [４] ａｎｄ ｆｕｒｔｈｅｒ ｄｅｖｅｌｏｐｅｄ ａｎ ｉｎｄｕｃｔｉｏｎ ａｒｇｕｍｅｎｔ ｏｎ ｔｈｅ ｏｒｄｅｒ ｏｆ
ｔｈｅ ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｉｎ ｅｎｅｒｇｙ ｅｓｔｉｍａｔｅｓ ａｎｄ ｓｏｌｖｅｄ ｔｈｉｓ ｐｒｏｂｌｅｍ ｆｏｒ ｂｏｔｈ ｔｈｅ ｉｓｅｎｔｒｏｐｉｃ Ｅｕｌｅｒ￣Ｐｏｉｓｓｏｎ
ｓｙｓｔｅｍ ａｎｄ Ｅｕｌｅｒ￣Ｍａｘｗｅｌｌ ｓｙｓｔｅｍ. Ｔｈｅｓｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｗｅｒｅ ａｌｓｏ ｅｘｔｅｎｄｅｄ ｔｏ ｔｈｅ ｔｗｏ￣ｆｌｕｉｄ ｉｓｅｎｔｒｏｐｉｃ ｃａｓｅｓ ｉｎ [１３] . Ｉｎ
ａ ｖｅｒｙ ｓｉｍｉｌａｒ ｗａｙꎬＦｅｎｇ ｅｔ ａｌ ｉｎ [１４] ｏｂｔａｉｎｅｄ ｔｈｅ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ａ ｎｏｎ￣ｉｓｅｎｔｒｏｐｉｃ Ｅｕｌｅｒ￣Ｍａｘｗｅｌｌ ｓｙｓ￣
ｔｅｍ ｗｉｔｈ ａｎ ａｄｄｉｔｉｏｎａｌ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ｔｅｒｍ. Ｓｅｅ ａｌｓｏ ｔｈｅｉｒ ｖｅｒｙ ｒｅｃｅｎｔ ｗｏｒｋ [１５] ｆｏｒ ａ ｓｉｍｉｌａｒ ｐｒｏｂｌｅｍ ｏｆ ａ
ｔｗｏ￣ｆｌｕｉｄ ｎｏｎ￣ｉｓｅｎｔｒｏｐｉｃ Ｅｕｌｅｒ￣Ｍａｘｗｅｌｌ ｓｙｓｔｅｍ.

Ａ ｍｏｒｅ ｉｎｔｅｒｅｓｔｉｎｇ ｐｒｏｂｌｅｍ ｉｓ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｒｅｓｕｌｔ ｈｏｌｄｓ ｏｒ ｎｏｔꎬｗｈｅｎ ｔｈｅ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ｔｅｒｍ ｉｓ ａｂ￣
ｓｅｎｔ. Ｔｏ ａｃｃｏｍｐｌｉｓｈ ｔｈｉｓꎬＬｉｕ ａｎｄ Ｐｅｎｇ ｉｎ [１６] ｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄ ｎｅｗ ｖａｒｉａｂｌｅｓ( ｌｎ ｐꎬｕꎬθ) ａｎｄ ｃｈｏｓｅ ａ ｎｏｎ￣ｄｉａｇｏｎａｌ
ｓｙｍｍｅｔｒｉｚｅｒ ｆｏｒ ｔｈｅ ｆｕｌｌ Ｅｕｌｅｒ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ. Ｔｈｉｓ ａｌｌｏｗｓ ｔｏ ｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄ ｔｈｅ ｄｅｓｉｒｅｄ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｒｅｓｕｌｔ ｆｏｒ ｎｏｎ￣ｉｓｅｎｔｒｏｐｉｃ
Ｅｕｌｅｒ￣Ｐｏｉｓｓｏｎ ｓｙｓｔｅｍ ａｎｄ Ｅｕｌｅｒ￣Ｍａｘｗｅｌｌ ｓｙｓｔｅｍ(ｓｅｅ [１０－１１]) . Ｗｅ ｐｏｉｎｔ ｏｕｔ ｔｈａｔ ｗｈｅｎ ｂ ｉｓ ｌａｒｇｅꎬｔｈｅ ａｂｏｖｅ ｒｅ￣
ｓｕｌｔｓ ａｒｅ ｖａｌｉｄ ｏｎｌｙ ｆｏｒ ｂｏｕｎｄｅｄ ｄｏｍａｉｎｓ. Ｍｏｒｅ ｒｅｃｅｎｔｌｙꎬＬｉｕ ｅｔ ａｌ ｉｎ [５] ｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄ ｔｈｅ ｇｌｏｂａｌ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｌａｒｇｅ
ｓｔｅａｄｙ￣ｓｔａｔｅｓ ｆｏｒ Ｅｕｌｅｒ￣Ｍａｘｗｅｌｌ ｓｙｓｔｅｍｓ ｉｎ ℝ ３ .

Ｔｈｅ ａｉｍ ｏｆ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ ｉｓ ｔｏ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅ ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔ ｆｏｒ ｉｓｅｎｔｒｏｐｉｃ Ｅｕｌｅｒ￣Ｍａｘｗｅｌｌ ｓｙｓｔｅｍ ｉｎ [５] ｔｏ ｔｈｅ ｎｏｎ￣ｉｓｅｎ￣
ｔｒｏｐｉｃ ｃａｓｅꎬｎａｍｅｌｙꎬｔｏ ｅｓｔａｂｌｉｓｈ ｔｈｅ ｇｌｏｂａｌ ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ｏｆ ｓｍｏｏｔｈ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｔｏ Ｃａｕｃｈｙ ｐｒｏｂｌｅｍ(１)－(２)ꎬｗｈｅｎ(ｎ０ꎬ
ｕ０ꎬθ０ꎬＥ０ꎬＢ０) ｉｓ ａ ｓｍａｌｌ ｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｓｔｅａｄｙ ｓｔａｔｅ(􀭵ｎꎬ０ꎬ􀭰θꎬ􀭺Ｅꎬ􀭺Ｂ) . Ｔｏ ｔｈｉｓ ｅｎｄꎬｗｅ ｉｎｔｒｏｄｕｃｅ ｔｈｅ ｎｅｗ ｖａｒｉａ￣
ｂｌｅｓ( ｌｎ ｐꎬｕꎬθ)ꎬｃｈｏｏｓｅ ａ ｎｏｎ￣ｄｉａｇｏｎａｌ ｓｙｍｍｅｔｒｉｚｅｒ ｆｏｒ ｔｈｅ ｆｕｌｌ Ｅｕｌｅｒ ｅｑｕａｔｉｏｎ(ｓｅｅ [１１])ꎬａｎｄ ｕｓｅ ａｎ ｉｎｄｕｃｔｉｏｎ
ａｒｇｕｍｅｎｔ ｏｎ ｔｈｅ ｏｒｄｅｒ ｏｆ ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｓ ｏｆ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｉｎ ｅｎｅｒｇｙ ｅｓｔｉｍａｔｅｓ ｔｏ ｏｂｔａｉｎ ｔｈｅ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｒｅｓｕｌｔ.

Ｔｈｅ ｍａｉｎ ｒｅｓｕｌｔ ｏｆ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ ｉｓ Ｔｈｅｏｒｅｍ １ ｓｔａｔｅｄ ｂｅｌｏｗ.
Ｔｈｅｏｒｅｍ １　 Ｌｅｔ ｓ≥３ꎬｑ≥３ ｂｅ ａ ｉｎｔｅｇｅｒ ａｎｄ( ｎ０ꎬｕ０ꎬθ０ꎬＥ０ꎬＢ０)∈Ｈｓ(ℝ ３) ｓａｔｉｓｆｙｉｎｇ(３) . Ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ

ａｓｓｕｍｐｔｉｏｎｓ ｏｆ Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ １ꎬｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔ ｃｏｎｓｔａｎｔｓ δ>０ ａｎｄ Ｃ>０ꎬｓｕｃｈ ｔｈａｔ ｉｆ
‖(ｎ０－􀭵ｎꎬｕ０ꎬθ０－θｅꎬＥ０－􀭺ＥꎬＢ０－􀭺Ｂ)‖ｓ≤δꎬ (９)

Ｃａｕｃｈｙ ｐｒｏｂｌｅｍ(１)－(２)ａｄｍｉｔｓ ａ ｕｎｉｑｕｅ ｇｌｏｂａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ(ｎꎬｕꎬθꎬＥꎬＢ)ｓａｔｉｓｆｙｉｎｇ

｜｜｜ (ｎ( ｔꎬ􀅰)－􀭵ｎꎬｕ( ｔꎬ􀅰)ꎬθ( ｔꎬ􀅰)－θｅꎬＥ( ｔ)－􀭺ＥꎬＢ( ｔ)－􀭺Ｂ) ｜｜｜ ２ｓ ＋ ∫ｔ
０
( ｜｜｜ (ｎ( ꎬ􀅰)－􀭵ｎꎬｕ( ꎬ􀅰)ꎬθ( ꎬ􀅰)－θｅ) ｜｜｜ ２ｓ ＋

｜｜｜Ｅ( ꎬ􀅰)－􀭺Ｅ ｜｜｜ ２ｓ－１＋ ｜｜｜ ∂ Ｂ( ꎬ􀅰) ｜｜｜ ２ｓ－２＋ ｜｜｜∇ｘＢ( ꎬ􀅰) ｜｜｜ ２ｓ－２)ｄ ≤

Ｃ‖(ｎ０－􀭵ｎꎬｕ０ꎬθ０－θｅꎬＥ０－􀭺ＥꎬＢ０－􀭺Ｂ)‖２
ｓ ꎬ　 ∀ｔ≥０. (１０)

Ｍｏｒｅｏｖｅｒꎬ
ｌｉｍ
ｔ→∞

｜｜｜ (ｎ( ｔꎬ􀅰)－􀭵ｎꎬｕ( ｔꎬ􀅰)ꎬθ( ｔꎬ􀅰)－θｅ) ｜｜｜ ｓ－１ ＝ ０ꎬ (１１)

ｌｉｍ
ｔ→∞

｜｜｜Ｅ( ｔ)－􀭺Ｅ ｜｜｜ ｓ－１ ＝ ０ꎬ (１２)

—５２—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉
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ｌｉｍ
ｔ→∞

( ｜｜｜ ∂ｔＢ( ｔ) ｜｜｜ ｓ－２＋ ｜｜｜∇ｘＢ( ｔ) ｜｜｜ ｓ－２)＝ ０ꎬ (１３)

Ｔｈｅ ｐａｐｅｒ ｉｓ ｏｒｇａｎｉｚｅｄ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ. Ｉｎ ｔｈｅ ｎｅｘｔ ｓｅｃｔｉｏｎꎬｗｅ ｓｈｏｗ ｔｈｅ ｓｙｍｍｅｔｒｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ Ｅｕｌｅｒ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ
ｎｅｗ ｖａｒｉａｂｌｅｓ(ｌｎ ｐꎬｕꎬθ) . Ｔｈｅ ｅｎｅｒｇｙ ｅｓｔｉｍａｔｅｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｐｒｏｏｆ ｏｆ Ｔｈｅｏｒｅｍ １ ａｒｅ ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ｉｎ ｔｈｅ ｌａｓｔ ｓｅｃｔｉｏｎ.

２　 Ｓｙｍｍｅｔｒｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ Ｅｕｌｅｒ Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ( ｌｎ ｐꎬｕꎬθ)
Ｗｅ ｆｉｒｓｔ ｉｎｔｒｏｄｕｃｅ ｎｅｗ ｖａｒｉａｂｌｅｓ. Ｆｒｏｍ(１)ꎬ(４)ａｎｄ(６)ꎬｉｔ ｉｓ ｅａｓｙ ｔｏ ｓｅｅ ｔｈｅ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｐ ｓａｔｉｓｆｉｅｓ ｔｈｅ ｅｑｕａｔｉｏｎ

∂ｔｐ＋ｕ􀅰∇ｐ＋ ５
３
ｐｄｉｖ ｕ＝ ｐ

３θ
｜ｕ ｜ ２－ ｐ

θ
(θ－θｅ) .

Ｌｅｔ
ｑ＝ ｌｎ ｐꎬ􀭰ｑ＝ ｌｎ 􀭰ｐ.

Ｏｂｖｉｏｕｓｌｙꎬｆｏｒ ｐ>０ꎬｗｅ ｈａｖｅ

∂ｔｑ＋ｕ􀅰∇ｑ＋ ５
３
ｄｉｖ ｕ＝ １

３θ
｜ｕ ｜ ２－ １

θ
(θ－θｅ) . (１４)

Ｉｎｔｒｏｄｕｃｅ ｔｈｅ ｐｅｒｔｕｒｂｅｄ ｖａｒｉａｂｌｅｓ

Ｑ＝ ｑ－􀭰ｑꎬΘ＝ θ－θｅꎬＦ＝Ｅ－􀭺ＥꎬＧ＝Ｂ－􀭺ＢꎬＵ＝
Ｑ
ｕ
Θ

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
ꎬＺ＝

Ｕ
Ｆ
Ｇ

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
. (１５)

Ｓｕｂｓｔｉｔｕｔｉｎｇ ｔｈｅｓｅ ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎｓ ｉｎｔｏ(１)ａｎｄ(１４)ꎬａｎｄ ｔａｋｉｎｇ ｉｎｔｏ ａｃｃｏｕｎｔ(５)－(６)ꎬｉｔ ｙｉｅｌｄｓ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｓａｔｉｓ￣
ｆｉｅｄ ｂｙ Ｚ:

∂ｔＱ＋ｕ􀅰∇Ｑ＋ ５
３
ｄｉｖ ｕ＋ｕ􀅰∇􀭰ｑ＝ １

３θ
｜ｕ ｜ ２－ １

θ
Θꎬ

∂ｔｕ＋(ｕ􀅰∇)ｕ＋θ∇Ｑ＋∇􀭰ｑΘ＝ －Ｆ－ｕ－ｕ×(􀭺Ｂ＋Ｇ)ꎬ

∂ｔΘ＋ｕ􀅰∇Θ＋ ２
３
θｄｉｖ ｕ＝ １

３
｜ｕ ｜ ２－Θꎬ

∂ｔＦ－∇×Ｇ＝ｎｕꎬｄｉｖ Ｆ＝ －Ｎꎬ
∂ｔＧ＋∇×Ｆ＝ ０ꎬｄｉｖ Ｇ＝ ０ꎬ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ïï

(１６)

Ｗｈｅｒｅ Ｎ＝ｎ－􀭵ｎ ｉｓ ｒｅｇａｒｄｅｄ ａｓ ａ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｏｆ Ｑ ａｎｄ Θ.

Ｎ＝ ｅｑ

θ
－ｅ

􀭰ｑ

θｅ
＝Ｏ(Ｑ)＋Ｏ(Θ) . (１７)

Ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ｔｈｒｅｅ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｉｎ(１６)ａｒｅ ｔｈｅ ｆｕｌｌ Ｅｕｌｅｒ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｃａｎ ｂｅ ｗｒｉｔｔｅｎ ｉｎ ｔｈｅ ｆｏｒｍ

∂ｔＵ＋ ∑
ｄ

ｊ ＝ １
Ａ ｊ(ｕꎬθ)∂ｘ ｊＵ＋Ｌ(ｘ)Ｕ＝Ｋ(ｕꎬθꎬＦꎬＧꎬｘ)ꎬ (１８)

ｓｕｐｐｌｅｍｅｎｔｅｄ ｂｙ ｔｈｅ Ｍａｘｗｅｌｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ
∂ｔＦ－∇×Ｇ＝ｎｕꎬｄｉｖ Ｆ＝ －Ｎꎬ
∂ｔＧ＋∇×Ｆ＝ ０ꎬｄｉｖ Ｇ＝ ０ꎬ{ (１９)

ｗｈｅｒｅ

Ａ ｊ(ｕꎬθ)＝

ｕ ｊ
５
３
ｅＴ
ｊ ０

θｅ ｊ ｕ ｊＩ３ ０

０ ２
３
θｅＴ
ｊ ｕ ｊ

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

ꎬ　 ｊ＝ １ꎬ２ꎬ３ꎬ

Ｌ(ｘ)＝
０ (∇􀭰ｑ) Ｔ ０
０ ０ ∇􀭰ｑ
０ ０ ０

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
ꎬ

—６２—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉



Ｚｈｏｕ Ｓｈｕａｎｇꎬｅｔ ａｌ:Ｇｌｏｂａｌ Ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ Ｌａｒｇｅ Ｓｔｅａｄｙ￣Ｓｔａｔｅｓ ｔｏ ａ Ｎｏｎ￣Ｉｓｅｎｔｒｏｐｉｃ Ｅｕｌｅｒ￣Ｍａｘｗｅｌｌ Ｓｙｓｔｅｍ ｉｎ ℝ ３

Ｋ(ｕꎬθꎬＦꎬＧꎬｘ)＝

１
３θ

｜ｕ ｜ ２－ １
θ
Θ

－Ｆ－ｕ－ｕ×(􀭺Ｂ＋Ｇ)
１
３

｜ｕ ｜ ２－Θ

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

ꎬ

Ｈｅｒｅ Ｉ３ ｉｓ ｔｈｅ ３×３ ｕｎｉｔ ｍａｔｒｉｘꎬ(ｅ１ꎬｅ２ꎬｅ３)ｉｓ ｔｈｅ ｃａｎｏｎｉｃａｌ ｂａｓｉｓ ｏｆ ℝ ３ꎬａｎｄ ｅＴ
ｊ ｉｓ ｔｈｅ ｔｒａｎｓｐｏｓｅ ｏｆ ｅｊ . Ｆｒｏｍ(２)

ａｎｄ(１５)ꎬｔｈｅ ｉｎｉｔｉａｌ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｆｏｒ(１８)－(１９)ｉｓ

ｔ＝ ０:Ｚ＝Ｚ０
ｄｅｆ.
􀪅􀪅(Ｑ０ꎬｕ０ꎬΘ０ꎬＦ０ꎬＧ０) Ｔ(ｘ)ꎬ　 ｘ∈ℝ ３ꎬ (２０)

ｗｈｅｒｅ
Ｑ０ ＝ ｌｎ(ｎ０θ０)－ｌｎ(􀭵ｎθｅ)ꎬΘ０ ＝ θ０－θｅꎬＦ０ ＝Ｅ０－􀭺ＥꎬＧ０ ＝Ｂ０－􀭺Ｂ.

Ｏｎｅ ｃａｎ ｔａｋｅ ｔｈｅ ｎｏｎ￣ｄｉａｇｏｎａｌ ｓｙｍｍｅｔｒｉｚｅｒ Ａ０(ｐꎬθ)ａｓ

Ａ０(ｐꎬθ)＝

ｐ ０ － ｐ
θ

０ ｐ
θ
Ｉ３ ０

－ ｐ
θ

０ ５ｐ
２θ２

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

. (２１)

Ｓｉｎｃｅ ｉｔ ｉｓ ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ａｎｄ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｄｅｆｉｎｉｔｅ ｆｏｒ ｐ>０ ａｎｄ θ>０. Ａｎｄ

􀭾Ａ ｊ(ｐꎬｕꎬθ)
ｄｅｆ.
􀪅􀪅Ａ０(ｐꎬθ)Ａ ｊ(ｕꎬθ)＝

ｐｕ ｊ ｐｅＴ
ｊ － ｐ

θ
ｕ ｊ

ｐｅ ｊ
ｐ
θ
ｕ ｊＩ３ ０

－ ｐ
θ
ｕ ｊ ０ ５ｐ

２θ２
ｕ ｊ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

ｉｓ ｓｙｍｍｅｔｒｉｃꎬｓｙｓｔｅｍ(１８) ｉｓ ｓｙｍｍｅｔｒｉｚａｂｌｅ ｈｙｐｅｒｂｏｌｉｃ. Ｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅꎬ

Ａ０(ｐꎬθ)Ｌ(ｘ)＝

０ ｐ(∇􀭰ｑ) Ｔ ０

０ ０ ｐ
θ
∇􀭰ｑ

０ － ｐ
θ
(∇􀭰ｑ) Ｔ ０

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

.

Ｌｅｔ ｕｓ ｉｎｔｒｏｄｕｃｅ ｔｈｅ ｍａｔｒｉｘ

Ｂ(ｐꎬｕꎬθꎬｘ)＝ ∑
３

ｊ ＝ １
∂ｘ ｊ􀭾Ａ ｊ(ｐꎬｕꎬθ)－２Ａ０(ｐꎬθ)Ｌ(ｘ) .

Ｉｔ ｆｏｌｌｏｗｓ ｔｈａｔ

Ｂ(ｐꎬｕꎬθꎬｘ)＝

ｄｉｖ(ｐｕ) (∇ｐ) Ｔ－２ｐ
􀭰ｐ
(∇􀭰ｐ) Ｔ ｄｉｖ ｐｕ

θ
æ

è
ç

ö

ø
÷

∇ｐ ｄｉｖ ｐｕ
θ

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｉ３ －２ｐ

θ􀭰ｐ
∇􀭰ｐ

－ｄｉｖ ｐｕ
θ

æ

è
ç

ö

ø
÷ －２ｐ

θ􀭰ｐ
(∇􀭰ｐ) Ｔ ５

２
ｄｉｖ
ｐｕ
θ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

.

Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅꎬ

—７２—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉
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Ｂ(ｐꎬｕꎬθꎬｘ) ｜ (ｐꎬｕꎬθ)＝ (􀭰ｐꎬ０ꎬθｅ)
＝

０ －(∇􀭰ｐ) Ｔ ０

∇􀭰ｐ ０ － ２
θｅ

∇􀭰ｐ

０ ２
θｅ
(∇􀭰ｐ) Ｔ ０

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

ꎬ

ｉｓ ａｎ ａｎｔｉｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｍａｔｒｉｘ. Ｔｈｅｓｅ ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎｓ ａｎｄ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ｏｎ Ａ０ꎬＡ ｊꎬ􀭾Ａ ｊ ａｎｄ Ｂ ｗｉｌｌ ｂｅ ｕｓｅｆｕｌ ｉｎ ｔｈｅ ｅｎｅｒｇｙ ｅｓｔｉ￣
ｍａｔｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｎｅｘｔ ｓｅｃｔｉｏｎ.

３　 Ｅｎｅｒｇｙ Ｅｓｔｉｍａｔｅｓ ａｎｄ Ｐｒｏｏｆ ｏｆ Ｔｈｅｏｒｅｍ １
Ｌｅｔ Ｔ>０ ａｎｄ Ｚ ｂｅ ａ ｓｍｏｏｔｈ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｐｒｏｂｌｅｍ(１８)－(２０)ｄｅｆｉｎｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｉｎｔｅｒｖａｌ[０ꎬＴ] . Ｗｅ ｄｅｎｏｔｅ

ＺＴ ＝ ｍａｘ
０≤ｔ≤Ｔ

｜｜｜Ｚ( ｔꎬ􀅰) ｜｜｜ ｓ .

Ｉｎ ｔｈｉｓ ｓｅｃｔｉｏｎꎬｗｅ ａｓｓｕｍｅ ｓ≥３ ａｎｄ ＺＴ ｉｓ ｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔｌｙ ｓｍａｌｌꎬｓｏ ｔｈａｔ
􀭵ｎ
２
≤ｎ≤３􀭵ｎ

２
ꎬ
􀭰ｐ
２
≤ｐ≤３􀭰ｐ

２
ꎬ ｜ｕ ｜≤ １

２
ꎬ
θｅ
２
≤θ≤

３θｅ
２

. (２２)

Ｆｏｒ α＝(α１ꎬα２ꎬα３)∈ℕ ３ ａｎｄ β ＝ (β１ꎬβ２ꎬβ３)∈ℕ ３ꎬβ≤α ｓｔａｎｄｓ ｆｏｒ β ｊ≤α ｊꎬｆｏｒ ａｌｌ ｊ ＝ １ꎬ２ꎬ３ꎬａｎｄ β<α
ｓｔａｎｄｓ ｆｏｒ β≤α ａｎｄ β≠α.

Ｌｅｔ Ｃ０>０ꎬＣ>０ ｂｅ ｇｅｎｅｒｉｃ ｃｏｎｓｔａｎｔｓ ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ｏｆ ａｎｙ ｔｉｍｅ. Ｗｅ ｗａｎｔ ｔｏ ｅｓｔａｂｌｉｓｈ ａｎ ｅｎｅｒｇｙ ｅｓｔｉｍａｔｅ ｔｈｅ ｆｏｒｍ

｜｜｜Ｚ( ｔꎬ􀅰) ｜｜｜ ２ｓ ＋Ｃ０ ∫ｔ
０
( ｜｜｜Ｕ( ꎬ􀅰) ｜｜｜ ２ｓ ＋ ｜｜｜Ｆ( ꎬ􀅰) ｜｜｜ ２ｓ－１＋ ｜｜｜∇ｘＧ( ꎬ􀅰) ｜｜｜ ２ｓ－２＋ ｜｜｜ ∂ Ｇ( ꎬ􀅰) ｜｜｜ ｓ－２)ｄ ≤

Ｃ‖Ｚ０‖２
ｓ ꎬｔ∈[０ꎬＴ] . (２３)

Ｓｉｍｉｌａｒ ｔｏ ｔｈｅ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｃａｓｅ ｉｎ[１０]ꎬｗｅ ｃａｎ ｐｒｏｃｅｅｄ ｔｈｅ ｓａｍｅ ｐｒｏｃｅｄｕｒｅ ｔｏ ｏｂｔａｉｎ(２３) ｆｏｒ Ｃａｕｃｈｙ ｐｒｏｂｌｅｍ
ｔｈｒｏｕｇｈ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｌｅｍｍａｓꎬｓｏ ｗｅ ｏｍｉｔ ｔｈｅ ｄｅｔａｉｌｓ ｈｅｒｅ.

Ｌｅｍｍａ １　 Ｆｏｒ ｋ∈ℕ ａｎｄ α∈ℕ ３ ｗｉｔｈ ｋ＋ ｜α ｜≤ｓꎬｗｅ ｈａｖｅ
ｄ
ｄｔ

(‹Ａ０ＵｋꎬαꎬＵｋꎬα›＋‖Ｆｋꎬα‖２＋‖Ｇｋꎬα‖２)＋Ｃ０(‖ｕｋꎬα‖２＋‖Θｋꎬα‖２)≤

Ｃ(‖∂ｋｔ(ｕꎬΘꎬＦ)‖２
｜α ｜ －１＋‖∂ｋｔＱ‖２

｜α ｜ )＋Ｃ ｜｜｜Ｎ ｜｜｜ ２ｓ ｜｜｜Ｚ ｜｜｜ ｓ＋Ｃ ｜｜｜Ｕ ｜｜｜ ２ｓ ｜｜｜Ｚ ｜｜｜ ｓ . (２４)
Ｌｅｍｍａ ２　 Ｆｏｒ ａｌｌ ｋ∈Ｎ ｗｉｔｈ ｋ≤ｓꎬｗｅ ｈａｖｅ

　 ｄ
ｄｔ

(‹Ａ０Ｕｋꎬ０ꎬＵｋꎬ０›＋‖Ｆｋꎬ０‖２＋‖Ｇｋꎬ０‖２)＋Ｃ０(‖ｕｋꎬ０‖＋‖Θｋꎬ０‖２)≤Ｃ ｜｜｜Ｎ ｜｜｜ ２ｓ ｜｜｜Ｚ ｜｜｜ ｓ＋Ｃ ｜｜｜Ｕ ｜｜｜ ２ｓ ｜｜｜Ｚ ｜｜｜ ｓ . (２５)

Ｌｅｍｍａ ３　 Ｌｅｔ ｋ∈ℕ ａｎｄ α∈ℕ ３ ｗｉｔｈ ｋ＋ ｜α ｜≤ｓꎬｗｅ ｈａｖｅ
‖∂ｋｔＮ‖２

｜α ｜ －１≤Ｃ(‖∂ｋｔＱ‖２
｜α ｜ －１＋‖∂ｋｔΘ‖２

｜α ｜ －１)＋Ｃ ｜｜｜Ｕ ｜｜｜ ２ｓ ｜｜｜Ｚ ｜｜｜ ｓꎬ (２６)
‖∂ｋｔＱ‖２

｜α ｜ ≤Ｃ(‖∂ｋｔ(ＱꎬｕꎬΘ)‖２
｜α ｜ －１＋‖∂ｋ＋１ｔ ｕ‖２

｜α ｜ －１)＋Ｃ ｜｜｜Ｕ ｜｜｜ ２ｓ ｜｜｜Ｚ ｜｜｜ ｓꎬ (２７)
ａｎｄ

‖∂ｋｔＦ‖２
｜α ｜ －１≤Ｃ(‖∂ｋｔ(ＱꎬｕꎬΘ)‖２

｜α ｜ －１＋‖∂ｋ＋１ｔ ｕ‖２
｜α ｜ －１)＋Ｃ ｜｜｜Ｕ ｜｜｜ ２ｓ ｜｜｜Ｚ ｜｜｜ ｓ . (２８)

Ｌｅｍｍａ ４　 Ｌｅｔ ｋ∈ℕ ｗｉｔｈ ｋ≤ｓ－１ꎬｗｅ ｈａｖｅ
‖∂ｋｔＱ‖２

１≤Ｃ(‖∂ｋｔ(ｕꎬΘ)‖２＋‖∂ｋ＋１ｔ ｕ‖２)＋Ｃ ｜｜｜Ｕ ｜｜｜ ２ｓ ｜｜｜Ｚ ｜｜｜ ｓꎬ (２９)
‖∂ｓｔＱ‖２≤Ｃ‖∂ｓ－１ｔ (ｕꎬΘ)‖２

１＋Ｃ ｜｜｜Ｕ ｜｜｜ ２ｓ ｜｜｜Ｚ ｜｜｜ ｓ . (３０)
Ｉｔ ｆｏｌｌｏｗｓ ｆｒｏｍ Ｌｅｍｍａ １－３ ｔｈａｔ
Ｌｅｍｍａ ５　 Ｆｏｒ ａｌｌ ｋ∈ℕ ａｎｄ α∈ℕ ３ ｗｉｔｈ １≤｜α ｜ ａｎｄ ｋ＋ ｜α ｜≤ｓꎬｗｅ ｈａｖｅ

ｄ
ｄｔ∑β≤α (‹Ａ０ＵｋꎬβꎬＵｋꎬβ›＋‖Ｆｋꎬβ‖２＋‖Ｇｋꎬβ‖２)＋Ｃ０‖∂ｋｔＵ‖２

｜α ｜ ≤

Ｃ(‖∂ｋｔＵ‖２
｜α ｜ －１＋‖∂ｋ＋１ｔ ｕ‖２

｜α ｜ －１)＋Ｃ ｜｜｜Ｕ ｜｜｜ ２ｓ ｜｜｜Ｚ ｜｜｜ ｓ . (３１)
Ｗｅ ｉｎｆｅｒ ｆｒｏｍ Ｌｅｍｍａ ２ ａｎｄ Ｌｅｍｍａ ４ ｔｈａｔ
Ｌｅｍｍａ ６　 Ｗｈｅｎ ＺＴ ｉｓ ｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔｌｙ ｓｍａｌｌꎬｗｅ ｈａｖｅ

—８２—
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Ｚｈｏｕ Ｓｈｕａｎｇꎬｅｔ ａｌ:Ｇｌｏｂａｌ Ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ Ｌａｒｇｅ Ｓｔｅａｄｙ￣Ｓｔａｔｅｓ ｔｏ ａ Ｎｏｎ￣Ｉｓｅｎｔｒｏｐｉｃ Ｅｕｌｅｒ￣Ｍａｘｗｅｌｌ Ｓｙｓｔｅｍ ｉｎ ℝ ３

ｄ
ｄｔ

(‹Ａ０∂ｓｔＵꎬ∂ｓｔＵ›＋‖∂ｓｔＦ‖２＋‖∂ｓｔＧ‖２)＋Ｃ０‖∂ｓｔＵ‖２≤Ｃ‖∂ｓ－１ｔ Ｕ‖２
１＋Ｃ ｜｜｜Ｕ ｜｜｜ ２ｓ ｜｜｜Ｚ ｜｜｜ ｓ . (３２)

Ｐｒｏｏｆ ｏｆ Ｔｈｅｏｒｅｍ １　 Ｗｅ ｆｉｒｓｔ ｐｒｏｖｅ(２３) . Ｆｏｒ ａｎｙ ｆｉｘｅｄ ｉｎｄｅｘ ｋ∈ℕ ｗｉｔｈ ｋ≤ｓ－１ꎬｗｅ ｃａｒｒｙ ｔｈｅ ｉｎｄｕｃｔｉｏｎ ｏｎ
｜α ｜(１≤｜α ｜≤ｓ－ｋ)ｏｆ ｓｐａｃｅ ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｓ ｆｏｒ(３１) . Ｔｈｅ ｓｔｅｐ ｏｆ ｔｈｅ ｉｎｄｕｃｔｉｏｎ ｉｓ ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ ｆｒｏｍ ｜α ｜ ＝ １ ｔｏ ｜α ｜ ＝ ｓ－ｋ.
Ｍｏｒｅ ｓｐｅｃｉａｌｌｙꎬｆｏｒ ｜ α ｜ ≥２ꎬ‖∂ｋｔＵ‖ ｜α ｜ －１ ｏｎ ｔｈｅ ｒｉｇｈｔ￣ｈａｎｄ ｓｉｄｅ ｏｆ(３１) ｃａｎ ｂｅ ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｄ ｂｙ ‖∂ｋｔＵ‖ ｜α ｜ ｉｎ ｔｈｅ
ｐｒｅｃｅｄｉｎｇ ｓｔｅｐ ｏｎ ｔｈｅ ｌｅｆｔ￣ｈａｎｄ ｓｉｄｅ ｏｆ(３１)ｍｕｌｔｉｐｌｙｉｎｇ ａｎ ａｐｐｒｏｐｒｉａｔｅ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｃｏｎｓｔａｎｔ. Ｔｈｕｓꎬｗｅ ｇｅｔ

ｄ
ｄｔ ∑

｜ α｜≤ｓ－ｋ
ａｋꎬα(‹Ａ０ＵｋꎬαꎬＵｋꎬα›＋‖Ｆｋꎬα‖２＋‖Ｇｋꎬα‖２)＋‖∂ｋｔＵ‖２

ｓ－ｋ≤

Ｃ(‖∂ｋｔＵ‖２＋‖∂ｋ＋１ｔ ｕ‖２
ｓ－ｋ－１)＋Ｃ ｜｜｜Ｕ ｜｜｜ ２ｓ ｜｜｜Ｚ ｜｜｜ ｓ . (３３)

ｗｈｅｒｅ ａｋꎬα>０(ｋ≤ｓ－１ꎬ１≤｜α ｜≤ｓ－ｋ)ａｒｅ ｃｏｎｓｔａｎｔｓ.
Ｎｅｘｔꎬｗｅ ｃａｒｒｙ ｏｎ ｔｈｅ ｉｎｄｕｃｔｉｏｎ ｏｎ ｋ ｆｒｏｍ ｋ＝ ｓ ｔｏ ｋ＝ ０. Ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｅｓｔｉｍａｔｅ ｆｏｒ ｋ＝ ｓ ｉｓ ｇｉｖｅｎ ｂｙ(３１) .

Ｆｏｒ ｋ＝ ｓ－１ꎬ(３３)ｙｉｅｌｄｓ
ｄ
ｄｔ ∑｜ α｜≤１

ａｓ－１ꎬα(‹Ａ０Ｕｓ－１ꎬαꎬＵｓ－１ꎬα›＋‖Ｆｓ－１ꎬα‖２＋‖Ｇｓ－１ꎬα‖２)＋‖∂ｓ－１ｔ Ｕ‖２
１≤

Ｃ(‖∂ｓ－１ｔ Ｕ‖２＋‖∂ｓｔｕ‖２)＋Ｃ ｜｜｜Ｕ ｜｜｜ ２ｓ ｜｜｜Ｚ ｜｜｜ ｓ . (３４)
Ｉｔ ｉｓ ｃｌｅａｒ ‖∂ｓ－１ｔ Ｕ‖２

１ ｏｎ ｔｈｅ ｒｉｇｈｔ￣ｈａｎｄ ｓｉｄｅ ｏｆ(３２)ｃａｎ ｂｅ ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ｓａｍｅ ｔｅｒｍ ｏｎ ｔｈｅ ｌｅｆｔ￣ｈａｎｄ ｓｉｄｅ
ｏｆ(３４) ｍｕｌｔｉｐｌｙｉｎｇ ａｎ ａｐｐｒｏｐｒｉａｔｅ ｃｏｎｓｔａｎｔ. Ｓｉｍｉｌａｒｌｙꎬ‖∂ｋ＋１ｔ ｕ‖２

ｓ－ｋ－１ ｃａｎ ｂｅ ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｄ ｂｙ‖∂ｋｔＵ‖２
ｓ－ｋ ｉｎ ｔｈｅ

ｐｒｅｃｅｄｉｎｇ ｓｔｅｐ. Ｉｎ ｔｈｉｓ ｗａｙꎬｂｙ ｉｎｄｕｃｔｉｏｎ ｏｎ ｋꎬｗｅ ｇｅｔ
ｄ
ｄｔ ∑

ｋ＋｜ α≤ｓ｜
ａｋꎬα(‹Ａ０ＵｋꎬαꎬＵｋꎬα›＋‖Ｆｋꎬα‖２＋‖Ｇｋꎬα‖２)＋ ∑

ｓ

ｋ ＝ ０
‖∂ｋｔＵ‖２

ｓ－ｋ≤

Ｃ∑
ｓ

ｋ ＝ ０
(‖∂ｋｔＵ‖２＋‖∂ｋ＋１ｔ ｕ‖２)＋Ｃ ｜｜｜Ｕ ｜｜｜ ２ｓ ｜｜｜Ｚ ｜｜｜ ｓ . (３５)

ｗｈｅｒｅ ｔｈｅ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｃｏｎｓｔａｎｔ ａｋꎬα ａｒｅ ｐｏｓｓｉｂｌｙ ａｍｅｎｄｅｄ ｂａｓｅｄ ｏｎ(３３) . Ｎｏｔｉｎｇ ｔｈｅ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｃｅ ｏｆ∑
ｓ

ｋ ＝ ０
‖∂ｋ

ｔ Ｕ‖２
ｓ－ｋ ａｎｄ

｜｜｜Ｕ ｜｜｜ ２ｓ ꎬ(２５)ꎬ(２９)ａｎｄ(３５)ꎬｗｉｔｈ ａ ｍｏｄｉｆｉｃａｔｉｏｎ ａｇａｉｎ ｔｈｅ ｃｏｎｓｔａｎｔｓ ａｋꎬαꎬｗｅ ｇｅｔ
ｄ
ｄｔ ∑

ｋ＋｜ α｜≤ｓ
ａｋꎬα(‹Ａ０ＵｋꎬαꎬＵｋꎬα›＋‖Ｆｋꎬα‖２＋‖Ｇｋꎬα‖２)＋２ ｜｜｜Ｕ( ｔꎬ􀅰) ｜｜｜ ２ｓ≤Ｃ ｜｜｜Ｕ( ｔꎬ􀅰) ｜｜｜ ２ｓ ｜｜｜Ｚ ｜｜｜ ｓ .

Ｓｉｎｃｅ ＺＴ ｉｓ ｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔｌｙ ｓｍａｌｌꎬｗｅ ｆｕｒｔｈｅｒ ｏｂｔａｉｎ
ｄ
ｄｔ ∑

ｋ＋｜ α｜≤ｓ
ａｋꎬα(‹Ａ０ＵｋꎬαꎬＵｋꎬα›＋‖Ｆｋꎬα‖２＋‖Ｇｋꎬα‖２)＋ ｜｜｜Ｕ( ｔꎬ􀅰) ｜｜｜ ２ｓ≤０.

Ｎｏｔｉｎｇ ｔｈｅ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｃｅ ｏｆ ｜｜｜Ｚ ｜｜｜ ２ｓ ａｎｄ

∑
ｋ＋｜ α｜≤ｓ

ａｋꎬα(‹Ａ０ＵｋꎬαꎬＵｋꎬα›＋‖Ｆｋꎬα‖２＋‖Ｇｋꎬα‖２)ꎬ

ｗｅ ｇｅｔ

｜｜｜Ｚ( ｔꎬ􀅰) ｜｜｜ ２ｓ ＋ ∫ｔ
０
｜｜｜Ｕ( ꎬ􀅰) ｜｜｜ ２ｓ ｄ ≤Ｃ‖Ｚ０‖２

ｓ ꎬｔ∈[０ꎬＴ] . (３６)

Ｉｔ ｆｏｌｌｏｗｓ ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｓｅｃｏｎｄ ｅｑｕａｔｉｏｎ ａｎｄ Ｍａｘｗｅｌｌ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｔｈａｔ
｜｜｜Ｆ ｜｜｜ ２ｓ－１≤Ｃ ｜｜｜Ｕ ｜｜｜ ２ｓ ＋Ｃ ｜｜｜Ｕ ｜｜｜ ２ｓ ｜｜｜Ｚ ｜｜｜ ｓ . (３７)

｜｜｜ ∂ｔＧ ｜｜｜ ２ｓ－２＋ ｜｜｜∇ｘＧ ｜｜｜ ２ｓ－２≤Ｃ ｜｜｜Ｕ ｜｜｜ ２ｓ ＋Ｃ ｜｜｜Ｕ ｜｜｜ ２ｓ ｜｜｜Ｚ ｜｜｜ ｓ . (３８)
Ｓｉｎｃｅ ＺＴ ｉｓ ｓｍａｌｌ ｅｎｏｕｇｈꎬ(３６)－(３８)ｙｉｅｌｄ(２３) .
Ｉｔ ｉｓ ｏｂｖｉｏｕｓ ｔｈａｔ(２３) ｉｍｐｌｉｅｓ(１０)ａｎｄ ｔｈｅ ｇｌｏｂａｌ ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ｏｆ ｓｍｏｏｔｈ ｓｏｌｕｔｉｏｎ(ｎꎬｕꎬθꎬＥꎬＢ) ｔｏ(１) －(２) .

Ｆｉｎａｌｌｙꎬｆｏｒ ａｌｌ ｋ∈ℕ ａｎｄ β∈ℕ ３ ｗｉｔｈ ｋ＋ ｜ β ｜≤ｓ－１ꎬｆｒｏｍ(１０)ꎬｗｅ ｈａｖｅ
∂ｋｔ ∂βｘ(ｎ－􀭵ｎꎬｕꎬθ－θｅꎬＥ－􀭺Ｅ)∈Ｌ２(Ｒ＋ꎻＬ２(ℝ ３))∩Ｗ１ꎬ∞(Ｒ＋ꎻＬ２(ℝ ３))ꎬ

ｗｈｉｃｈ ｉｍｐｌｉｅｓ(１１)－(１２) . Ｍｏｒｅｏｖｅｒꎬｉｆ ｋ＋ ｜ β ｜≥１ꎬｎｏｔｉｃｉｎｇ 􀭺Ｂ ｉｓ ａ ｃｏｎｓｔａｎｔ ｖｅｃｔｏｒꎬｗｅ ｈａｖｅ
∂ｋｔ ∂βｘＢ∈Ｌ２(Ｒ＋ꎻＬ２(ℝ ３))∩Ｗ１ꎬ∞(Ｒ＋ꎻＬ２(ℝ ３))ꎬ

ｗｈｉｃｈ ｙｉｅｌｄｓ(１３) .
—９２—
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