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ＫｄＶ 型粘性分数阶方程的数值解
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[摘要] 　 构造了一种求解 ＫｄＶ 型粘性分数阶方程的数值格式ꎬ分析了格式的稳定性ꎬ证明了格式都是无条件稳

定的. 数值结果验证了方程中存在分数阶项时ꎬ时间方向是 １.５ 阶ꎬ不存在分数阶项时ꎬ时间方向是 ２ 阶. 最后用

数值例子讨论这两类方程解的长时间衰减率ꎬ并讨论了不同参数对解的衰减率的影响. 数值例子表明ꎬ这方程的

衰减率是:Ｌ２ 范数接近－０.２５ꎻＬ∞ 范数接近－０.５ꎬ这与已知的理论结果是吻合的.
[关键词] 　 分数阶方程ꎬ稳定性ꎬ谱方法ꎬ衰减率
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粘性水波方程的研究一直是一个热点问题ꎬ人们在描述小振幅的长波在非线性色散介质中传播的时

候必须考虑耗散机制的影响ꎬ这种耗散会对真实解造成影响ꎬ这种影响会使解变得很复杂ꎬ不便于我们了

解. Ｋａｋｕｔａｎｉ 等[１]首先讨论了粘性对水波模型的影响ꎬ并提出一个带有扩散项与色散项的粘性水波模

型. Ｌｉｕ 等[２]ꎬＳａｕｔ 等[３]得到了一类粘性项的有界水深模型ꎬＤｕｔｙｋｈ 等[４]在研究水波方程的时候得到了一

类带有粘性项的流体边界层水波模型ꎬ这两类模型都包含相同的粘性项. 最近 Ｄｕｔｙｋｈ[５]ꎬＣｈｅｎ 等[６] 从一

类流体边界层的自由面问题出发ꎬ得到了一类单方向波方程

∂ｔｕ＋∂ｘｕ＋β∂３
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ｖ
π
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０

∂ｔｕ

ｔ－ｓ
ｄｓ＋ｕ∂ｘｕ－α∂２

ｘｕ＝ ０.

它的主要特点是扩散项与色散项的相互影响ꎬ物理上解释是粘性边界层在流体中同时具有扩散与色

散. Ｄｕｔｙｋｈ[５]ꎬＣｈｅｎ 等[６]考察了方程的适应性ꎬ并证明了方程的解有如下的性质:

—８２—
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ｔ
１
２ ｜｜ ｕ( ｔ) ｜｜ Ｌ∞ｘ ＋ｔ

１
４ ｜｜ ｕ( ｔ) ｜｜ Ｌ２ｘ≤Ｃ(ｕ０) .

Ｃｈｅｎ[７]提出了一种时间差分、空间谱方法的显隐格式ꎬ但这种格式是条件稳定ꎬ同时也没有稳定性分

析. Ｇｏｕｂｅｔ 和 Ｗａｒｎａｕｌｔ[８] 讨论了一种线性粘性的渐近水波模型ꎬ并提出了解的衰减率的估计. Ｄｕｍｏｎｔ 和
Ｄｕｖａｌ[９]从数值的角度ꎬ引入基于向后 Ｅｕｌｅｒ 方法的格式来离散分数阶项ꎬ显式处理非线性项ꎬ对空间用谱

离散ꎬ但是没有格式的稳定性分析ꎬ数值格式的难点在于ꎬ一方面要求所构造的格式必须尽可能地稳定ꎬ另
一方面计算复杂度尽可能小. 对于一类粘性 ＢＢＭ 方程ꎬＺｈａｎｇ 和 Ｘｕ[１０] 提出了一种无条件稳定的数值格

式ꎬ对非线性项半稳处理ꎬ对非线性项用带积分余项的 Ｔａｙｌｏｒ 式展开ꎬ在此基础上ꎬ我们准备用上述方法来

求解这类 ＫｄＶ 方程.
本文将提出粘性 ＫｄＶ 方程的一种无条件稳定的数值格式来研究方程的衰减率. 格式的优势在于不仅

能选取较大的时间步长ꎬ而且分析了格式的稳定性ꎬ证明了格式都是无条件稳定的. 数值结果表明方程中

存在分数阶项时ꎬ时间格式是 １.５ 阶ꎬ不存在分数阶项时ꎬ时间格式是 ２ 阶. 最后用数值例子讨论这两类方

程解的长时间衰减率ꎬ并讨论了不同参数对解的衰减率的影响ꎬ数值结果显示这类模型的解衰减率与已知

的理论证明是吻合的.

１　 粘性 ＫｄＶ 型分数阶方程

考虑如下粘性 ＫｄＶ 型分数阶方程:
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ｘｕ＝ ０ꎬｔ∈(０ꎬＴ]ꎬｘ∈Λꎬ (１)

满足下面初值条件:
ｕ(ｘꎬ０)＝ ｕ０(ｘ)ꎬｘ∈􀭺Λꎬ

和边界条件:
ｕ(ｘꎬｔ)＝ ｕ(ｘ＋Ｌꎬｔ)ꎬｔ∈(０ꎬＴ]ꎬｘ∈􀭺Λꎬ

这里 Λ＝(０ꎬＬ)ꎬ􀭺Λ ＝ [０ꎬＬ]ꎬＴ 表示时间ꎬ ｖ
π
∫ｔ

０

∂ｔｕ

ｔ－ｓ
ｄｓ 是 １ / ２ 阶 Ｃａｐｕｔｏ 时间分数阶导数项ꎬ其中 αꎬβ

为非负常数.

２　 时间无条件稳定的离散格式

对于一个给定的正整数 Ｍꎬ令 ｔｎ ＝ｎΔｔꎬｎ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬＭꎬ 这里 Δｔ ＝ Ｔ / Ｍ 是时间步长ꎬ利用带积分余项的

Ｔａｙｌｏｒ 公式展开有:

ｕ( ｔ)＝ ｕ( ｓ)＋∂ｓｕ( ｓ)( ｔ－ｓ)＋ ∫ｔ
ｓ
∂２
 ｕ( )( ｔ－ )ｄ ꎬ∀ｔꎬｓ∈(０ꎬＴ] .

分别取 ｔ＝ ｔ ｊꎬｔ＝ ｔ ｊ＋１ꎬ则可以获得
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Ｌｉｎ 等[１１]提出了如下的分数阶导数近似:
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∂ｓｕ( ｓ)

ｔ－ｓ
ｄｓ＝ １

Γ １
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

∑
ｎ

ｊ ＝ ０
∫ｔ ｊ ＋１
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这里

ａ ｊ ＝( ｊ＋１) １ / ２－ｊ１ / ２ꎬ

ｒｎ＋１ ＝ １
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ｔ ｊ
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ｔ ｊ
∫ｔ ｊ
ｓ
∂２
 ｕ(ｘꎬ )

ｔ ｊ － 
ｔｎ＋１ － ｓ

ｄ ｄｓ
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
.

Ｌｉｎ 等[１１]证明了 ｒｎ＋１ ＝ ｃΔｔ３ / ２ꎬｃ与 Ｍ与∂２
ｔ ｕ有关. 在这里介绍一个线性化的时间半离散格式并考察它

们的稳定性. 基于 Ｃｒａｎｋ￣Ｎｉｃｏｌｓｏｎ 半隐格式ꎬ考虑如下基于 Ｃｒａｎｋ￣Ｎｉｃｏｌｓｏｎ 方法的半隐格式:
ｕｎ＋１－ｕｎ

Δｔ
＋∂ｘｕｎ

＋ １
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ｘｕｎ
＋ １

２ ＋ｖ
１ / ２Δｔ－１ / ２

Γ ３
２
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è
ç
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ø
÷

ｕｎ＋１ / ２ －∑
ｎ－１

ｊ ＝ ０
(ａ ｊ － ａ ｊ ＋１)ｕｎ

－１ / ２－ｊ － ａｎｕ０( ) ＋

１
６

２∂ｘｕｎ
＋ １

２(３ｕｎ－ｕｎ－１)＋ｕｎ＋
１
２ ∂ｘ(３ｕｎ－ｕｎ

－１)( ) －α∂２
ｘｕｎ

＋ １
２ ＝ ０ꎬｎ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺Ｍ－１ꎬ (２)

这里ꎬｕｎ＋
１
２ ＝ｕ

ｎ＋１＋ｕｎ

２
.

对于第一步

ｕ１－ｕ０

Δｔ
＋∂ｘｕ１＋β∂３

ｘｕ１＋
ｖ１ / ２Δｔ－１ / ２

Γ ３
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｕ１－ａ０ｕ０( ) ＋ １
３
(２ｕ０∂ｘｕ１＋ｕ１∂ｘｕ０)－α∂２

ｘｕ１ ＝ ０. (３)

定理 １　 时间半离散格式(２)－(３)是无条件稳定的ꎬ即:
｜｜ ｕ１ ｜｜ ０≤｜｜ ｕ０ ｜｜ ０ꎬ (４)

Ｅ(ｕｎ＋１)≤Ｅ(ｕ１)＋ｖ
１ / ２Ｔ１ / ２

Γ ３
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

｜｜ ｕ０ ｜｜ ２０ꎬｎ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＭ－１ꎬ

这里 μ＝ ｖ
１ / ２Δｔ１ / ２

Γ ３
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ꎬＥ(ｕｎ)＝ ｜｜ ｕｎ ｜｜ ２０＋μ∑
ｎ－１

ｊ ＝ ０
ａ ｊ ｜｜ ｕｎ

－ １
２ －ｊ ｜｜ ２０ .

证明　 方程(３)与 ２Δｔｕ１ 做内积ꎬ注意到

(２∂ｘｕ１ｕ０＋ｕ１∂ｘｕ０ꎬｕ１)＝ (∂ｘｕ１ｕ０＋∂ｘ(ｕ１ｕ０)ꎬｕ１)＝ (∂ｘｕ１ｕ０ꎬｕ１)－(ｕ１ｕ０ꎬ∂ｘｕ１)＝ ０ꎬ
(ｕ１－ｕ０ꎬ２ｕ１)＝ ｜｜ ｕ１ ｜｜ ２０－ ｜｜ ｕ０ ｜｜ ２０＋ ｜｜ ｕ１－ｕ０ ｜｜ ２０ .

则有

｜｜ ｕ１ ｜｜ ２０－ ｜｜ ｕ０ ｜｜ ２０＋ ｜｜ ｕ１－ｕ０ ｜｜ ２０＋μ( ｜｜ ｕ１ ｜｜ ２０－ ｜｜ ｕ０ ｜｜ ２０＋ ｜｜ ｕ１－ｕ０ ｜｜ ２０)＋２Δｔα ｜｜ ∂ｘｕ１ ｜｜ ２０ ＝ ０.

去掉一些正项就可以得到(４) . 方程(２)两边与 ２Δｔｕｎ＋
１
２ 做内积ꎬ注意到

２∂ｘｕｎ
＋ １

２(３ｕｎ－ｕｎ－１)＋ｕｎ＋
１
２ ∂ｘ(３ｕｎ－ｕｎ

－１)ꎬｕｎ＋
１
２( ) ＝ ∂ｘｕｎ

＋ １
２(３ｕｎ－ｕｎ－１)ꎬｕｎ＋

１
２( ) ＋ ∂ｘ ｕｎ

＋ １
２(３ｕｎ－ｕｎ－１)( ) ꎬｕｎ＋

１
２( ) ＝

∂ｘｕｎ
＋ １

２(３ｕｎ－ｕｎ－１)ꎬｕｎ＋
１
２( ) － (３ｕｎ－ｕｎ－１)ｕｎ＋

１
２ ꎬ∂ｘｕｎ

＋ １
２( ) ＝ ０.

可以得到

｜｜ ｕｎ＋１ ｜｜ ２０－ ｜｜ ｕｎ ｜｜ ２０＋２μ ｕｎ
＋１ / ２ －∑

ｎ－１

ｊ ＝ ０
(ａ ｊ － ａ ｊ ＋１)ｕｎ

－ １
２ －ｊ － ａｎｕ０ꎬｕｎ

＋ １
２( ) ＋２Δｔα ｜｜ ∂ｘｕｎ

＋ １
２ ｜｜ ２０ ＝ ０.

由 Ｃａｕｃｈｙ￣Ｓｃｈｗａｒｚ 不等式ꎬ有

｜｜ ｕｎ＋１ ｜｜ ２０－ ｜｜ ｕｎ ｜｜ ２０＋２μ ｜｜ ｕｎ
＋ １

２ ｜｜ ２０≤μ ∑
ｎ－１

ｊ ＝ ０
(ａ ｊ － ａ ｊ ＋１)( ｜｜ ｕｎ

－ １
２ －ｊ ｜｜ ２０ ＋｜｜ ｕｎ

＋ １
２ ｜｜ ２０ ＋ ａｎ( ｜｜ ｕ０ ｜｜ ２０ ＋｜｜ ｕｎ

＋ １
２ ｜｜ ２０))( ) ＝

μ∑
ｎ－１

ｊ ＝ ０
(ａ ｊ－ａ ｊ＋１) ｜｜ ｕｎ－

１
２ －ｊ ｜｜ ２０＋μ((１－ａｎ)＋ａｎ) ｜｜ ｕｎ＋

１
２ ｜｜ ２０＋μａｎ ｜｜ ｕ０ ｜｜ ２０ . 化简可得:

｜｜ ｕｎ＋１ ｜｜ ２０＋μ∑
ｎ－１

ｊ ＝ ０
ａ ｊ＋１ ｜｜ ｕｎ

－ １
２ －ｊ ｜｜ ２０＋μ ｜｜ ｕｎ

＋ １
２ ｜｜ ２０≤｜｜ ｕｎ ｜｜ ２０＋μ∑

ｎ－１

ｊ ＝ ０
ａ ｊ ｜｜ ｕｎ

－ １
２ －ｊ ｜｜ ２０＋μａｎ ｜｜ ｕｎ

＋ １
２ ｜｜ ２０ .

注意到

—０３—
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μ∑
ｎ－１

ｊ ＝ ０
ａ ｊ＋１ ｜｜ ｕｎ

－ １
２ －ｊ ｜｜ ２０＋μ ｜｜ ｕｎ

＋ １
２ ｜｜ ２０ ＝μ∑

ｎ

ｊ ＝ １
ａ ｊ ｜｜ ｕｎ

＋ １
２ －ｊ ｜｜ ２０＋μ ｜｜ ｕｎ

＋ １
２ ｜｜ ２０ ＝μ∑

ｎ

ｊ ＝ ０
ａ ｊ ｜｜ ｕｎ

＋ １
２ －ｊ ｜｜ ２０ .

因此ꎬ我们有:

｜｜ ｕｎ＋１ ｜｜ ２０＋μ∑
ｎ

ｊ ＝ ０
ａ ｊ ｜｜ ｕｎ

＋ １
２ －ｊ ｜｜ ２０≤｜｜ ｕｎ ｜｜ ２０＋μ∑

ｎ－１

ｊ ＝ ０
ａ ｊ ｜｜ ｕｎ

－ １
２ －ｊ ｜｜ ２０＋μａｎ ｜｜ ｕ０ ｜｜ ２０ .

定理得证.

３　 数值结果

３.１　 数值解的有效性

本小节讨论方程(２)－(３)的空间谱方法. 由于 Ｆｏｕｒｉｅｒ 谱方法对周期问题特别适用ꎬ因此将用 Ｆｏｕｒｉｅｒ￣
Ｇａｌｅｒｋｉｎ 谱方法对空间进行离散. 首先引入一些基本的定义与记号. 定义多项式空间 ＳＮ ＝ ｓｐａｎ { ｅｘｐ
(－ｉ２πｋｘ / Ｌ):－Ｎ / ２≤ｋ≤Ｎ / ２－１} .

Ｃ－Ｎ / Ｆ－Ｇ 格式:格式(２)的 Ｆｏｕｒｉｅｒ 谱方法是:对给定的 ｕ０Ｎ ＝πＮｕ０ꎬ求 ｕｎ
＋１
Ｎ ∈ＳＮꎬ使得:

ｕｎ＋１Ｎ －ｕｎＮ
Δｔ

ꎬψＮ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ∂ｘｕｎ

＋ １
２

Ｎ ꎬψＮ( ) ＋β ∂３
ｘｕｎ

＋ １
２

Ｎ ꎬψＮ( ) ＋ｖ
１ / ２Δｔ－１ / ２

Γ ３
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｕｎ＋
１
２

Ｎ －∑
ｎ－１

ｊ ＝ ０
(ａ ｊ － ａ ｊ ＋１)ｕｎ

－ １
２ －ｊ

Ｎ － ａｎｕ０ＮꎬψＮ( ) ＋

１
６

２∂ｘｕｎ
＋ １

２
Ｎ (３ｕｎＮ－ｕｎＮ)＋ｕｎ

＋ １
２

Ｎ ∂ｘ(３ｕｎＮ－ｕｎ
－１
Ｎ )ꎬψＮ)＋α(∂２

ｘｕｎ
＋ １

２ ꎬψＮ( ) ＝ ０ꎬ　 ｎ≥１ꎬψＮ∈ＳＮ .

这里 ｕｎＮ(ｘ)＝ ∑
Ｎ/ ２－１

ｋ ＝ －Ｎ / ２

􀭵ｕｎｋｅｘｐ(－ｉ２πｋｘ / Ｌ)ꎬ因此可以得到关于{􀭵ｕｎ＋１ｋ }的一系列方程组.

１
Δｔ

(􀭵ｕｎ＋１ｋ －􀭵ｕｎｋ)＋( ｉ２πｋ / Ｌ＋α(２πｋ / Ｌ) ２＋β(２πｋ / Ｌ) ３)􀭵ｕｎ＋
１
２

ｋ ＋ｖ
１ / ２Δｔ－１ / ２

Γ ３
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

􀭵ｕｎ＋
１
２

ｋ －∑
ｎ－１

ｊ ＝ ０
(ａ ｊ － ａ ｊ ＋１)􀭵ｕｎ

－ １
２ －ｊ

ｋ － ａｎ􀭵ｕ０ｋ( ) ＋

１
６
{２(３ｕｎＮ－ｕｎ

－１
Ｎ )∂ｘｕｎ

＋ １
２

Ｎ ＋ｕｎ＋
１
２

Ｎ ∂ｘ(３ｕｎＮ－ｕｎ
－１
Ｎ )} ｋ ＝ ０.

这里 􀭰ｆｋ 或者{ ｆ} ｋ 表示函数 ｆ的 ｋ个 Ｆｏｕｒｉｅｒ 系数. 因为这类方程的精确解很难找到ꎬ用近似方法计算

数值解的收敛阶ꎬ定义

表 １　 Ｃ－Ｎ / Ｆ－Ｇ 格式解的收敛阶随时间步长的变化情况

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｃｈａｎｇｅｓ ｗｉｔｈ ｔｉｍｅ ｓｔｅｐ ｏｆ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ
ｏｒｄｅｒ ｆｏｒ Ｃ－Ｎ / Ｆ－Ｇ ｓｃｈｅｍｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ

ｖ ＼Δｔ Δｔ＝ ０.１ Δｔ＝ ０.０５ Δｔ＝ ０.０１ Δｔ＝ ０.００５ Δｔ＝ ０.００１
ｖ＝ ０ ２.００７ ０ ２.００４ ５ ２.００１ １ ２.０００ ５ ２.０００ １
ｖ＝ １ １.３６３ ８ １.３９４ ８ １.４４６ ６ １.４６１ １ １.４８１ ８

表 ２　 不同参数下解的衰减率

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｄｅｃａｙ ｒａｔｅ ｏｆ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

ｖ α β Ｒ２ Ｒ∞

１ ０ ０ －０.２４６ ９ －０.４９０ ９
１ １ １ －０.２４３ １ －０.４８９ ４
１ ０ １ －０.２４８ ２ －０.４９６ １
０.５ ０.１ ０.１ －０.２５１ ０ －０.４９５ ２
０.５ １ ０.１ －０.２４７ ６ －０.４９４ １
０.５ ０.１ １ －０.２５２ ３ －０.４９６ ９

Ｒａｔｅ＝ ｌｏｇ２

｜｜ ｕｎꎬ２ΔｔＮ －ｕ２ｎꎬΔｔＮ ｜｜ ０
｜｜ ｕ２ｎꎬΔｔＮ －ｕ４ｎꎬΔｔ / ２Ｎ ｜｜ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

这里 ｕｎꎬ２ΔｔＮ 为格式在时间步长 Δｔ下 ｎΔｔ时刻的数值解.
取 ｕ(ｘꎬ０)＝ ０.３２ｓｅｃｈ２(０.４(ｘ－ｘ０)) ２ꎬｘ０ ＝Ｌ / ２ꎬＬ＝ ４００ꎬＮ＝ １００ꎬα＝β＝ １. 由表 １ 可知 ｖ＝ ０ 方程不带分数

阶项ꎬ格式的时间收敛阶是 ２ 阶ꎬ当 ｖ＝ １ 时格式带有分数阶项ꎬ分数阶项会影响格式整体的误差阶数ꎬ格
式的时间收敛阶是 １.５ 阶ꎬ表 １ 中的数据可以证明我们的格式是有效的.
３.２　 解的长时间衰减率

在大多数情况下解的衰减是很难准确计算出来的ꎬ特
别是当 ｔ→∞ ꎬ为了验证数值格式的有效性ꎬ我们假定

｜｜ ｕ(􀅰ꎬｔ) ｜｜ Ｘ ＝Ｃｔαꎬ
通过计算下面的量

Ｒ２ ＝
ｌｏｇ

｜｜ ｕ(􀅰ꎬｔ) ｜｜ ０
｜｜ ｕ(􀅰ꎬｔ－Δｔ) ｜｜ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｌｏｇ ｔ
ｔ－Δｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ꎬＲ∞ ＝
ｌｏｇ

｜｜ ｕ(􀅰ꎬｔ) ｜｜ Ｌ∞
｜｜ ｕ(􀅰ꎬｔ) ｜｜ Ｌ∞

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｌｏｇ ｔ
ｔ－Δｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ꎬ

可以得到解在 Ｌ２、Ｌ∞ 范数下的衰减率.取 ｕ( ｘꎬ０) ＝
０.３２ｓｅｃｈ２(０.４(ｘ－ｘ０)) ２ꎬ Ｌ ＝ ４００ꎬＮ ＝ ２００ꎬＴ ＝ ２０００ꎬΔｔ ＝ ５.
计算结果列于表 ２ 所示ꎬ从这些结果可以看到 Ｒ２ꎬＲ∞ 分别

—１３—
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接近－ １
４
ꎬ－ １

２
ꎬ验证了理论的衰减率.

３.３　 各种参数对衰减率的影响

下面将讨论不同的参数 αꎬβꎬν 对解的衰减率的影响.取 Ｔ ＝ ２ ０００ꎬＬ ＝ ２ ０００ꎬＮ ＝ ２００ꎬΔｔ ＝ ５ꎬ初值不

变. 由图 ２ 可知 β 对两个范数下的衰减率的影响是明显的ꎬ随着 β 逐渐增大ꎬ解的衰减率减小. 由图 １－３
可知ꎬ取不同的 αꎬβꎬνꎬ解的衰减各不相同ꎬ但都是在－０.２５ 与－０.５ 之间波动.

图 １　 β＝ν＝１ 时ꎬ不同时刻 Ｌ２ 与 Ｌ∞ 范数下的衰减率

Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｔｈｅ ｄｅｃａｙ ｒａｔｅ ｕｎｄｅｒ Ｌ２ ￣ｎｏｒｍ ａｎｄ Ｌ∞ ￣ｎｏｒｍ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｔｉｍｅｓꎬｗｈｅｒｅ β＝ν＝１

图 ２　 α＝ν＝１ 时ꎬ不同时刻 Ｌ２ 与 Ｌ∞ 范数下的衰减率

Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｔｈｅ ｄｅｃａｙ ｒａｔｅ ｕｎｄｅｒ Ｌ２ ￣ｎｏｒｍ ａｎｄ Ｌ∞ ￣ｎｏｒｍ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｔｉｍｅｓꎬｗｈｅｒｅ α＝ν＝１

图 ３　 α＝β＝１ 时ꎬ不同时刻 Ｌ２ 与 Ｌ∞ 范数下的衰减率

Ｆｉｇ􀆰 ３　 Ｔｈｅ ｄｅｃａｙ ｒａｔｅ ｕｎｄｅｒ Ｌ２ ￣ｎｏｒｍ ａｎｄ Ｌ∞ ￣ｎｏｒｍ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｔｉｍｅｓꎬｗｈｅｒｅ α＝β＝１

４　 结论

本文提出了一种求解粘性 ＫｄＶ 方程无条件稳定的数值格式. 格式的优点在于每迭代一次只需要求解

一个线性方程ꎬ这对于求解大时间方向的粘性水波方程特别适用. 数值结果验证了格式的准确性. 当方程

中存在分数阶项时ꎬ格式在时间方向是 １.５ 阶ꎬ不存在分数阶项时ꎬ格式在时间方向是 ２ 阶. 最后用所提的

数值格式研究了解的渐进衰减率ꎬ数值结果表明这两类模型的解衰减率是:Ｌ２ 范数接近－０.２５ꎬＬ∞ 范数接

近－０.５ꎬ这些数值结果与 Ｃｈｅｎ 等[６]的理论证明是吻合的.
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