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关于 Ｈ１非协调虚拟元的若干估计

黄建国ꎬ余　 跃

(上海交通大学数学科学学院ꎬ上海 ２００２４０)

[摘要] 　 本文在多角形网格具拟一致、正则虚拟三角剖分的假设下建立了 Ｈ１ 非协调虚拟元的若干估计ꎬ包括

逆不等式、范数等价性和插值误差估计. 首先用证明协调虚拟元逆不等式的方法在虚拟三角形上使用泡函数技

巧获得逆不等式. 然后证明自由度型的逆不等式和 Ｐｏｉｎｃａｒｅ￣Ｆｒｉｅｄｒｉｃｈｓ 不等式ꎬ据此获得 Ｌ２ 型范数等价性中关键

的上界估计. 最后利用范数等价性ꎬ给出插值算子误差分析的统一方法ꎬ即先建立插值算子的稳定性ꎬ再使用

Ｂｒａｍｂｌｅ￣Ｈｉｌｂｅｒｔ 论证获得最优误差估计.
[关键词] 　 非协调虚拟元方法ꎬ逆不等式ꎬ范数等价性ꎬ插值误差估计
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虚拟元方法(ＶＥＭ)由 Ｂｅｉｒａｏ 等在文[１]中提出ꎬ它是标准有限元在多角形或多面体网格上的推广. 其
它开创性工作参见文[２－３]. 作为一个新的数值算法ꎬ近年来 ＶＥＭ 得到快速发展ꎬ已广泛用于各种微分方

程的数值求解[２－７] . 相比有限元ꎬＶＥＭ 能更方便地处理复杂区域上或具高正则性容许空间的变分问题的

数值求解. 椭圆型方程非协调虚拟元的构造自然且标准ꎬ它可由微分算子的分部积分公式直接获得. 而且

当多角形或多面体退化为单纯形时ꎬＶＥＭ 常给出标准有限元.
ＶＥＭ 理论分析的文章并不多ꎬ大多在网格满足星形条件下讨论ꎬ如文[５]中的假设 Ａ３. 陈龙和黄建国

在文[８]中给出了一个更一般的假设ꎬ并在该假设下建立了 Ｈ１ 协调虚拟元的若干误差估计ꎬ包括逆不等

式、范数等价性和插值误差估计. 其假设如下:
Ａ１. 在每个网格单元 Ｋ∈Ｔｈ 上ꎬ存在一致正则和拟一致的“虚拟三角剖分”ＴＫꎬ并且 ＴＫ 的剖分尺寸与

ｈＫ 相当. 此外ꎬＫ 的每一条边均是 ＴＫ 中某一三角形的边.
本文在假设 Ａ１ 下考虑二维 Ｈ１ 非协调元的若干估计. 对逆不等式ꎬ本文把文[９]中处理协调元的技巧

推广至非协调情形ꎬ给出一个重要函数分解ꎬ将其证明归结为调和情形. 该技巧适用于二阶和四阶椭圆问

题的协调和非协调虚拟元. 在虚拟三角剖分上使用泡函数技巧ꎬ证明了迹不等式(４)或(５)ꎬ从而获得逆不

等式ꎬ详见定理 １. 范数等价性推导的关键在于证明 Ｌ２ 情形即(６)的上界估计. 本文分两步证明该上界估
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计ꎬ即建立自由度型的逆不等式(８)和自由度型的 Ｐｏｉｎｃａｒｅ￣Ｆｒｉｅｄｒｉｃｈｓ 不等式(９). 需要指出的是ꎬ文[７]给
出了任意阶任意维非协调元的范数等价性和插值误差分析. 除了虚拟三角剖分假设外ꎬ该文还需另一假

设. 对高维一般情形ꎬ该分析涉及诸多精细技巧. 本文则借助虚拟三角剖分ꎬ使用非常简单、直接的方法给

出逆不等式和范数等价性结果. 在范数等价性的基础上ꎬ使用(１０)这一简单关系式建立插值算子的 Ｌ２ 稳

定性ꎬ然后使用 Ｂｒａｍｂｌｅ￣Ｈｉｌｂｅｒｔ 论证给出了插值算子的误差估计.

１　 准备知识

先介绍本文用到的数学符号和基本结果. 对一个有界 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 区域 Ｄꎬ符号(􀅰ꎬ􀅰) Ｄ 表示 Ｄ 上的 Ｌ２ 内

积ꎬ‖􀅰‖０ꎬＤ为 Ｌ２ 范数ꎬ而 ｜􀅰｜ ｓꎬＤ为 Ｈｓ(Ｄ)半模. 对非负整数 ｋꎬ用 Ｐｋ(Ｄ)表示 Ｄ 上次数至多 ｋ 的多项式集

合. Ｌ１ 可积函数在 Ｄ 上的平均记为 􀭰ｖＤ ＝ ｜Ｄ ｜ －１∫
Ｄ
ｖｄｘꎬ式中 ｜Ｄ ｜表示 Ｄ 的测度. 此外ꎬ对两个量 ａ 和 ｂꎬ“ａ≲

ｂ”表示“ａ≤Ｃｂ”ꎬ式中的常数 Ｃ 不依赖于网格剖分 Ｔｈ 的尺寸 ｈＫꎬ而“ａ≲ｂ≲ａ”缩写为“ａ􀰚ｂ” . 另外ꎬ使用

‖􀅰‖ｌ２表示向量的 ２－范数.
Ｈ１ 非协调虚拟元方法由文献[４]提出ꎬ对 ｋ≥１ꎬ局部虚拟元空间定义为

Ｖｋ(Ｋ):＝{ｖ∈Ｈ１(Ｋ):Δｖ∈Ｐｋ－２(Ｋ)ꎬ　 ｖ ｜ ∂Ｋ∈Ｂｋ(∂Ｋ)}ꎬ　 ｋ≥１ꎬ
式中ꎬ

Ｂｋ(∂Ｋ)＝ {ｖ∈Ｃ０(∂Ｋ):ｖ ｜ ｅ∈Ｐｋ(ｅ)ꎬ　 ｅ⊂∂Ｋ}ꎬ
而 Ｃ０(∂Ｋ)表示沿着单元 Ｋ 的边界∂Ｋ 连续的函数集合. 为了给出自由度ꎬ引入尺度单项式集合

Ｍｒ(Ｄ):＝
ｘ－ｘＤ

ｈＤ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｓ

ꎬ　 ｜ ｓ ｜≤ｒ{ } ꎬ

式中ꎬｈＤ 是单元直径ꎬｘＤ 是单元的重心ꎬ对多重指标 ｓ∈Ｎｄꎬ定义 ｘｓ ＝ ｘｓ１
１ 􀆺ｘｓｄ

ｄ 和 ｜ ｓ ｜ ＝ ｓ１＋􀆺＋ｓｄ . 对 ｒ≤－１ꎬ
规定Ｍｒ(Ｄ)＝ {０} . 自由度取为

􀅰χ∂Ｋ(ｖ):边上直到 ｋ－１ 阶的矩量ꎬ
χ
ｅ(ｖ)＝ ｜ ｅ ｜ －１(ｍｅꎬｖ) ｅꎬ　 ｍｅ∈Ｍｋ－１(ｅ)ꎬｅ⊂∂Ｋ.

􀅰χＫ(ｖ):单元 Ｋ 上直到 ｋ－２ 阶的矩量ꎬ
χ
Ｋ(ｖ)＝ ｜Ｋ ｜ －１(ｍＫꎬｖ) Ｋꎬ　 ｍＫ∈Ｍｋ－２(Ｋ) .

另外ꎬ以 χ(ｖ)记以上所有自由度形成的列向量.
非协调 ＶＥＭ 的椭圆投影􀰓∇

ｋ :Ｈ１(Ｋ)→Ｐｋ(Ｋ)ꎬｖ ｜→􀰓∇
ｋ ｖ 定义如下[４]:

(∇􀰓∇
ｋ ｖꎬ∇ｐ) ＝ (∇ｖꎬ∇ｐ)ꎬ　 ｐ ∈ Ｐｋ(Ｋ)ꎬ

∫
∂Ｋ
􀰓∇

ｋ ｖｄｓ ＝ ∫
∂Ｋ
ｖｄｓ.{

经分部积分可知ꎬ椭圆投影可由前面所提自由度唯一确定.
为得后文诸估计ꎬ先给出几个常用不等式ꎬ见文[１０] . 应强调指出ꎬ各不等式的隐藏系数仅依赖假设

Ａ１ 中的几何参数.
引理 １　 成立如下不等式:
(１)Ｄｕｐｏｎｔ￣Ｓｃｏｔｔ 定理:对任意的 ｖ∈Ｈｌ(Ｋ)ꎬ存在多项式 ｑ∈Ｐｌ－１(Ｋ)使得

｜ ｖ－ｑ ｜ ｍꎬＫ≲ｈｌ－ｍ
Ｋ ｜ ｖ ｜ ｌꎬＫꎬ　 ｍ≤ｌ.

(２)Ｐｏｉｎｃａｒｅ￣Ｆｒｉｅｄｒｉｃｈｓ 不等式:

ｈ－１
Ｋ ‖ｖ‖０ꎬＫ≲｜ ｖ ｜ １ꎬＫ＋ｈ

－１
Ｋ ｜ ∫

∂Ｋ
ｖｄｓ ｜ ꎬ　 ｖ∈Ｈ１(Ｋ) .

(３)乘法型迹不等式:
‖ｖ‖２

０ꎬ∂Ｋ≲‖ｖ‖０ꎬＫ ｜ ｖ ｜ １ꎬＫꎬ　 ｖ∈Ｈ１(Ｋ)ꎬ　 􀭰ｖ∂Ｋ ＝ ０.
(４)带几何尺度迹不等式:

‖ｖ‖０ꎬ∂Ｋ≲ｈ１ / ２
Ｋ ｜ ｖ ｜ １ꎬＫ＋ｈ

－１ / ２
Ｋ ‖ｖ‖０ꎬＫꎬ　 ｖ∈Ｈ１(Ｋ) .

—２—
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２　 逆不等式

逆不等式是有限元方法数值分析的重要工具. 在文[９]中ꎬ对协调元情形ꎬ我们提出一个新的函数分

解ꎬ将逆不等式的证明归结为调和情形. 下面将其推广至非协调元情形.
引理 ２　 对任意满足 Δｖ∈Ｐｋ－２(Ｋ)的 ｖ∈Ｈ１(Ｋ)ꎬ存在多项式 ｐ∈Ｐｋ(Ｋ)ꎬ使得 Δｐ＝Δｖ 且

｜ ｐ ｜ １ꎬＫ≲ｈＫ‖Δｖ‖０ꎬＫ≲｜ ｖ ｜ １ꎬＫꎬ

｜ ｐ ｜ １ꎬＫ≲ｈ－１
Ｋ ‖ｖ‖０ꎬＫꎬ

(１)

‖ｐ‖０ꎬＫ≲‖ｖ‖０ꎬＫ . (２)
证明　 类似文献[１１]中 Ｌｅｍｍａ ３.５ 的证明ꎬ存在多项式 ｐ∈Ｐｋ(Ｋ)ꎬ使得 Δｐ ＝ Δｖ 且成立第一个估

计. 由文献[８]中 Ｌｅｍｍａ ３.１ 关于多项式的逆不等式知‖Δｖ‖０ꎬＫ≲ｈ－２
Ｋ ‖ｖ‖０ꎬＫꎬ于是成立第二个不等式. 剩

下的是证明第三个不等式. 令 ｐ１ ＝ ｐ－􀭰ｐＫꎬ一方面显然有

Δｐ１ ＝Δｐ＝Δｖꎬ　 ｜ ｐ１ ｜ １ꎬＫ ＝ ｜ ｐ ｜ １ꎬＫ≲ｈ－１
Ｋ ‖ｖ‖０ꎬＫ .

另一方面ꎬ由 Ｐｏｉｎｃａｒｅ￣Ｆｒｉｅｄｒｉｃｈｓ 不等式和已证的第二个不等式ꎬ有
‖ｐ１‖０ꎬＫ≲ｈＫ ｜ ｖ ｜ １ꎬＫ≲‖ｖ‖０ꎬＫꎬ

此 ｐ１ 即为所求. 证毕.
定理 １　 成立逆不等式

｜ ｖ ｜ １ꎬＫ≲ｈ－１
Ｋ ‖ｖ‖０ꎬＫꎬ　 ｖ∈Ｖｋ(Ｋ) . (３)

证明　 对 ｖ∈Ｖｋ(Ｋ)ꎬ设 ｐ∈Ｐｋ(Ｋ)是由引理 ２ 给定的多项式. 考虑函数分解 ｖ ＝ ( ｖ－ｐ) ＋ｐ. 由引理 ２ꎬ
｜ ｐ ｜ １ꎬＫ≲ｈ－１

Ｋ ‖ｖ‖０ꎬＫ . 故使用三角不等式和(２)ꎬ只需再证明

｜ ｖ－ｐ ｜ １ꎬＫ≲ｈ－１
Ｋ ‖ｖ－ｐ‖０ꎬＫ .

换言之ꎬ在逆不等式(３)中ꎬ不妨设在 Ｋ 上 Δｖ＝ ０ꎬ即讨论 ｗ＝ ｖ－ｐ 时逆不等式(３)是否成立即可.
由分部积分公式及 Ｃａｕｃｈｙ￣Ｓｃｈｗａｒｚ 不等式ꎬ得

｜ｗ ｜ ２１ꎬＫ ＝ ｜ｗ－􀭵ｗＫ ｜ ２１ꎬＫ ＝(ｗ－􀭵ｗＫꎬ∂ｎｗ) ∂Ｋ≤‖ｗ－􀭵ｗＫ‖０ꎬ∂Ｋ‖∂ｎｗ‖０ꎬ∂Ｋ .
根据乘法型迹不等式ꎬ

‖ｗ－􀭵ｗＫ‖０ꎬ∂Ｋ≲‖ｗ－􀭵ｗＫ‖１ / ２
０ꎬＫ ｜ｗ－􀭵ｗＫ ｜ １ / ２１ꎬＫ≤‖ｗ‖１ / ２

０ꎬＫ ｜ｗ ｜ １ / ２１ꎬＫꎬ
从而只要证明

‖∂ｎｗ‖０ꎬ∂Ｋ≲ｈ－１ / ２
Ｋ ｜ｗ ｜ １ꎬＫ . (４)

对给定的 ｅ⊂∂Ｋꎬ设其对应的辅助三角形为 Ｔꎬｅ 两个端点对应的 Ｔ 的面积坐标函数记为 λ１
ｅ 和 λ２

ｅ . 设
ｂｅ ＝λ１

ｅλ２
ｅꎬ并令 ϕｅ ＝ ｂｅ∂ｎｗ ｜ ｅꎬ由泡函数技巧或尺度论证知

‖∂ｎｗ‖２
０ꎬｅ≲ ∫

ｅ
∂ｎｗϕｅｄｓ.

因∂ｎｗ ｜ ｅ 是多项式ꎬ将其沿着 ｅ 的法向量方向常延拓到 Ｔ 上. 记延拓后的函数为 ＥＴ(∂ｎｗ ｜ ｅ)ꎬ并令 ϕ ＝
ｂｅＥＴ(∂ｎｗ ｜ ｅ) . 注意到 Δｗ＝ ０ꎬ由分部积分和多项式的逆估计得

‖∂ｎｗ‖２
０ꎬｅ≲ ∫

ｅ
∂ｎｗϕｅｄｓ＝ ∫

∂Ｔ
∂ｎｗϕｄｓ＝(∇ｗꎬ∇ϕ) Ｔ≤｜ｗ ｜ １ꎬＴ ｜ϕ ｜ １ꎬＴ≲ｈ－１

Ｔ ｜ｗ ｜ １ꎬＴ‖ϕ‖０ꎬＴ .

利用多项式的逆估计ꎬ并注意到常延拓ꎬ有
‖ϕ‖０ꎬＴ ＝‖ｂｅＥＴ(∂ｎｗ ｜ ｅ)‖０ꎬＴ≤‖ＥＴ(∂ｎｗ ｜ ｅ)‖０ꎬＴ≲ｈＴ‖ＥＴ(∂ｎｗ ｜ ｅ)‖∞ꎬＴ ＝ｈＴ‖∂ｎｗ‖∞ꎬｅ≲ｈ１ / ２

Ｔ ‖∂ｎｗ‖０ꎬｅꎬ
由此即得(４) . 证毕.
事实上ꎬ不等式(４)对非调和的 ｖ∈Ｖｋ(Ｋ)也成立.
推论 １　 成立估计

‖∂ｎｖ‖０ꎬ∂Ｋ≲ｈ－１ / ２
Ｋ ｜ ｖ ｜ １ꎬＫꎬ　 ｖ∈Ｖｋ(Ｋ) . (５)

证明　 根据定理 １ 的证明ꎬ只要再证明‖∂ｎｐ‖０ꎬ∂Ｋ≲ｈ－１ / ２
Ｋ ｜ ｖ ｜ １ꎬＫꎬ式中的 ｐ 由引理 ２ 给定. 而使用迹不

等式和多项式的逆不等式可得

‖∂ｎｐ‖０ꎬ∂Ｋ≲ｈ－１ / ２
Ｋ ‖∇ｐ‖０ꎬＫ＋ｈ１ / ２

Ｋ ｜∇ｐ ｜ １ꎬＫ≲ｈ－１ / ２
Ｋ ‖∇ｐ‖０ꎬＫ ＝ｈ

－１ / ２
Ｋ ｜ ｐ ｜ １ꎬＫ≲ｈ－１ / ２

Ｋ ｜ ｖ ｜ １ꎬＫꎬ
最后一步用到引理 ２ 的第一式. 结果得证.

—３—
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３　 范数等价性和插值误差估计

利用逆不等式可证明如下的范数等价性.
定理 ２　 对 ｖ∈Ｖｋ(Ｋ)ꎬ成立

ｈ－１
Ｋ ‖ｖ‖０ꎬＫ≃‖χ(ｖ)‖ｌ２ꎬ (６)

｜ ｖ－􀰓∇
ｋ ｖ ｜ １ꎬＫ≃‖χ(ｖ－􀰓∇

ｋ ｖ)‖ｌ２ . (７)
证明　 分为四步.
步 １:建立 ｌ２－Ｌ２ 估计

‖χ(ｖ)‖ｌ２≲ｈ－１
Ｋ ‖ｖ‖０ꎬＫꎬｖ∈Ｖｋ(Ｋ) .

对边界矩量ꎬ由 Ｃａｕｃｈｙ￣Ｓｃｈｗａｒｚ 不等式得

｜ ｜ ｅ ｜ －１(ｍｅꎬｖ) ｅ ｜≤ ｜ ｅ ｜ －１‖ｍｅ‖０ꎬｅ‖ｖ‖０ꎬｅ≲ｈ－１ / ２
Ｋ ‖ｖ‖０ꎬｅ .

使用迹不等式和前面已建立的逆不等式ꎬ有
‖ｖ‖０ꎬｅ≤‖ｖ‖０ꎬ∂Ｋ≲ｈ－１ / ２

Ｋ ‖ｖ‖０ꎬＫ＋ｈ１ / ２
Ｋ ｜ ｖ ｜ １ꎬＫ≲ｈ－１ / ２

Ｋ ‖ｖ‖０ꎬＫ .
于是

｜ ｜ ｅ ｜ －１(ｍｅꎬｖ) ｅ ｜≲ｈ－１ / ２
Ｋ ‖ｖ‖０ꎬＫ .

对内部矩量ꎬ直接估计有

｜ ｜Ｋ ｜ －１(ｍＫꎬｖ) Ｋ ｜≤ ｜Ｋ ｜ －１‖ｍＫ‖０ꎬＫ‖ｖ‖０ꎬＫ≲ｈ－１
Ｋ ‖ｖ‖０ꎬＫ .

步 ２:建立自由度型的逆不等式

｜ ｖ ｜ １ꎬＫ≲‖χ(ｖ)‖ｌ２ꎬｖ∈Ｖｋ(Ｋ) . (８)
分部积分有

｜ ｖ ｜ ２１ꎬＫ ＝ －(ｖꎬΔｖ) Ｋ＋(ｖꎬ∂ｎｖ) ∂Ｋ .

对第一项ꎬ令 ｇ＝ －Δｖ＝ ∑ α
ｇαｍαꎬ并记 ｇ＝(ｇα) . 根据 Ｃａｕｃｈｙ￣Ｓｃｈｗａｒｚ 不等式和文[８]中 Ｌｅｍｍａ ４.１ 关

于函数 ｇ 的范数等价性结果ꎬ可知

｜ (ｇꎬｖ) Ｋ ｜ ＝ ｜ ｜Ｋ ｜ ∑ α
ｇα
χ
α(ｖ) ｜≲ｈ２

Ｋ‖ｇ‖ｌ２‖χ(ｖ)‖ｌ２≲ｈＫ‖ｇ‖０ꎬＫ‖χ(ｖ)‖ｌ２ .

使用引理 ２ 的第一个不等式ꎬ立得

‖ｇ‖０ꎬＫ ＝‖Δｖ‖０ꎬＫ≲ｈ－１
Ｋ ｜ ｖ ｜ １ꎬＫꎬ

从而

｜ －(ｖꎬΔｖ) Ｋ ｜ ＝ ｜ (ｇꎬｖ) Ｋ ｜≲ ｜ ｖ ｜ １ꎬＫ‖χ(ｖ)‖ｌ２ .
对第二项ꎬ令

ｒｅ ＝∂ｎｖ ｜ ｅ ＝Σαｒαｅｍα
ｅ ꎬ　 ｒｅ ＝( ｒαｅ ) .

类似有

｜ ( ｒｅꎬｖ) ｅ ｜ ＝ ｜ ｜ ｅ ｜Σαｒαｅ χαｅ(ｖ) ｜≲ｈＫ‖ｒｅ‖ｌ２‖χ(ｖ)‖ｌ２≲ｈ１ / ２
Ｋ ‖ｒｅ‖０ꎬｅ‖χ(ｖ)‖ｌ２ .

使用推论 １ 的不等式得

‖ｒｅ‖０ꎬｅ≤‖∂ｎｖ‖０ꎬ∂Ｋ≲ｈ－１ / ２
Ｋ ｜ ｖ ｜ １ꎬＫꎬ

于是

｜ (ｖꎬ∂ｎｖ) ｅ ｜ ＝ ｜ ( ｒｅꎬｖ) ｅ ｜≲ｈ１ / ２
Ｋ ‖ｒｅ‖０ꎬｅ‖χ(ｖ)‖ｌ２≲｜ ｖ ｜ １ꎬＫ‖χ(ｖ)‖ｌ２ .

联立以上诸式即得(８) .
步 ３:建立自由度型的 Ｐｏｉｎｃａｒｅ￣Ｆｒｉｅｄｒｉｃｈｓ 不等式

ｈ－１
Ｋ ‖ｖ‖０ꎬＫ≲｜ ｖ ｜ １ꎬＫ＋‖χ(ｖ)‖ｌ２ꎬ (９)

结合步 ２ 的结果得第一式的上界估计. 上式直接由 Ｐｏｉｎｃａｒｅ￣Ｆｒｉｅｄｒｉｃｈｓ 不等式和自由度的定义获得.
步 ４:证明第二式的下界估计. 前三步已证明第一式ꎬ以及第二式的上界估计. 对 ｖ －􀰓∇

ｋ ｖ 使用

Ｐｏｉｎｃａｒｅ￣Ｆｒｉｅｄｒｉｃｈｓ 不等式即完成证明.
现在考虑插值误差估计. 设 ＩＫ:Ｈ１(Ｋ)→Ｖｋ(Ｋ)为节点插值算子ꎬ满足

χ( ＩＫｖ)＝ χ(ｖ)ꎬ　 χ∈Ｘｋ(Ｋ)ꎬ

—４—
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式中ꎬＸｋ(Ｋ)表示自由度集合.
定理 ３　 设 ｖ∈Ｈｋ＋１(Ｋ)ꎬｋ≥０ꎬ则成立如下的最优误差估计

‖ｖ－ＩＫｖ‖０ꎬＫ＋ｈＫ ｜ ｖ－ＩＫｖ ｜ １ꎬＫ≲ｈｋ＋１
Ｋ ｜ ｖ ｜ ｋ＋１ꎬＫ .

证明　 根据定理 ２ 的范数等价性以及插值算子的定义ꎬ有
‖ＩＫｖ‖０ꎬＫ≃ｈＫ‖χ( ＩＫｖ)‖ｌ２ ＝ｈＫ‖χ(ｖ)‖ｌ２ . (１０)

回顾定理 ２ 步 １ 的计算可知ꎬ插值算子有如下的 Ｌ２ 稳定性

‖ＩＫｖ‖０ꎬＫ≲‖ｖ‖０ꎬＫ＋ｈＫ ｜ ｖ ｜ １ꎬＫ .
根据 Ｄｕｐｏｎｔ￣Ｓｃｏｔｔ 理论ꎬ存在多项式 ｐ∈Ｐｋ(Ｋ)使得

｜ ｖ－ｐ ｜ ℓꎬＫ≲ｈｋ＋１－ℓ
Ｋ ｜ ｖ ｜ ｋ＋１ꎬＫꎬ　 ｖ∈Ｈｋ＋１(Ｋ)ꎬ　 ０≤ℓ≤ｋ＋１.

由三角不等式

‖ｖ－ＩＫｖ‖０ꎬＫ≤‖ｖ－ｐ‖０ꎬＫ＋‖ＩＫ(ｖ－ｐ)‖０ꎬＫ

以及已证的稳定性可知

‖ｖ－ＩＫｖ‖０ꎬＫ≲ｈｋ＋１
Ｋ ｜ ｖ ｜ ｋ＋１ꎬＫꎬ　 ｖ∈Ｈｋ＋１(Ｋ)ꎬ　 ｋ≥０.

类似地ꎬ由
｜ ｖ－ＩＫｖ ｜ １ꎬＫ≤｜ ｖ－ｐ ｜ １ꎬＫ＋ ｜ ＩＫ(ｖ－ｐ) ｜ １ꎬＫ

并利用逆不等式

｜ ＩＫ(ｖ－ｐ) ｜ １ꎬＫ≲ｈ－１
Ｋ ‖ＩＫ(ｖ－ｐ)‖０ꎬＫꎬ

立得 Ｈ１ 半模下的误差估计. 证毕.
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