
第 ４４ 卷第 ３ 期

２０２１ 年 ９ 月

南京师大学报(自然科学版)
ＪＯＵＲＮＡＬ ＯＦ ＮＡＮＪＩＮＧ ＮＯＲＭＡＬ ＵＮＩＶＥＲＳＩＴＹ(Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｅｄｉｔｉｏｎ)

Ｖｏｌ􀆰 ４４ Ｎｏ􀆰 ３
Ｓｅｐｔꎬ２０２１

　 Ｒｅｃｅｉｖｅｄ ｄａｔａ:２０２０－１２－２１.
　 Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｉｔｅｍ:Ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｂｙ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｏｆ Ｃｈｉｎａ Ｇｒａｎｔ(１２００１０７１ꎬＫＪＱＮ ２０１９００７４４) .
　 Ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ａｕｔｈｏｒ:Ｚｈａｎｇ Ｑｉｎꎬｄｏｃｔｏｒꎬｒｅｓｅａｒｃｈ ｓｕｂｊｅｃｔ:ｈｙｄｒｏｄｙｎａｍｉｃｓ. Ｅ￣ｍａｉｌ:ｚｑｃｆｌ２６２６＠ ｇｍａｉｌ.ｃｏｍ

ｄｏｉ:１０.３９６９ / ｊ.ｉｓｓｎ.１００１－４６１６.２０２１.０３.００１

Ｔｗｏ￣Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ Ｊｅｔ Ｆｌｏｗ ｗｉｔｈ Ｇｒａｖｉｔｙ ｉｎ
ａ Ｓｅｍｉ￣Ｉｎｆｉｎｉｔｅｌｙ Ｌｏｎｇ Ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ Ｎｏｚｚｌｅ

Ｚｈａｎｇ Ｑｉｎ
(Ｄｅｐａｒｔｍｅｎｔ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ ＳｔａｔｉｓｔｉｃꎬＣｈｏｎｇｑｉｎｇ Ｊｉａｏｔｏｎｇ ＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙꎬＣｈｏｎｇｑｉｎｇ ４０００７４ꎬＣｈｉｎａ)

Ａｂｓｔｒａｃｔ:Ｔｈｅ ｍａｉｎ ｏｂｊｅｃｔ ｏｆ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ ｉｓ ｔｏ ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅ ｔｈｅ ｗｅｌｌ￣ｐｏｓｅｄｎｅｓｓ ｔｈｅｏｒｙ ｏｆ ｔｈｅ ｉｎｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅ ｉｎｖｉｓｃｉｄ ｊｅｔ ｆｌｏｗ
ｗｉｔｈ ｇｒａｖｉｔｙ ｉｎ ａｎ ｓｅｍｉ￣ｉｎｆｉｎｉｔｅｌｙ ｌｏｎｇ ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｎｏｚｚｌｅ. Ｔｈｅ ｍａｉｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｒｅａｄ ｔｈａｔ ｇｉｖｅｎ ａ ｍａｓｓ ｆｌｕｘ ｉｎ ｔｈｅ ｉｎｌｅｔ ｏｆ ｔｈｅ
ｎｏｚｚｌｅꎬｗｅ ｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄ ｔｈｅ ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ａｎｄ ｔｈｅ ｕｎｉｑｕｅｎｅｓｓ ｏｆ ｔｈｅ ｉｎｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅ ｊｅｔ ｆｌｏｗ ｐｒｏｂｌｅｍ ｗｉｔｈ ｇｒａｖｉｔｙ ｉｎ ａｎ ｓｅｍｉ￣ｉｎｆｉ￣
ｎｉｔｅｌｙ ｌｏｎｇ ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｎｏｚｚｌｅꎬｗｈｉｃｈ ｃｏｎｔａｉｎ ａ ｓｍｏｏｔｈ ｆｒｅｅ ｓｕｒｆａｃｅ ｄｅｔａｃｈｉｎｇ ａｔ ｔｈｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｐｏｉｎｔ ｏｆ ｔｈｅ ｌｏｗｅｒ ｎｏｚｚｌｅ ｗａｌｌ.
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ:ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ａｎｄ ｕｎｉｑｕｅｎｅｓｓꎬｆｒｅｅ ｓｔｒｅａｍｌｉｎｅꎬｉｎｖｉｓｃｉｄꎬｉｎｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅ
ＣＬＣ ｎｕｍｂｅｒ:７６Ｂ０３ꎬ７６Ｂ１０ꎬ３５Ｊ２５ꎬ３５Ｒ３５　 Ｄｏｃｕｍｅｎｔ ｃｏｄｅ:Ａ　 Ａｒｔｉｃｌｅ ＩＤ:１００１－４６１６(２０２１)０３－０００１－０８

半无穷长对称管道中的二维带重力的喷流

张　 琴

(重庆交通大学数学与统计学院ꎬ重庆 ４０００７４)

[摘要] 　 本文的主要内容是研究半无穷长对称管道中不可压缩、无粘带重力的喷流的适定性. 主要结论是如果

在管道入口给定流体的一个质量通量ꎬ我们能够建立半无穷长管道中不可压缩带重力喷流问题的存在性和唯一

性ꎬ该喷流问题还有连接下管道壁边界点的光滑自由边界.
[关键词] 　 存在性和唯一性ꎬ自由流线ꎬ无粘ꎬ不可压缩
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ｐｒｅｓｓｕｒｅ Ｐ＝Ｐａｔｍꎬｄｏｅｓ ｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔ ａ ｕｎｉｑｕｅ ｔｗｏ￣ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｉｎｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅ ｊｅｔ ｆｌｏｗ ｗｉｔｈ ｇｒａｖｉｔｙ ｉｎ ｔｈｅ
ｓｅｍｉ￣ｉｎｆｉｎｉｔｅｌｙ ｌｏｎｇ ｎｏｚｚｌｅꎬｗｈｉｃｈ ｈａｓ ａ ｓｍｏｏｔｈ ｆｒｅｅ ｓｔｒｅａｍｌｉｎｅ ｌｅａｖｉｎｇ ｔｈｅ ｖｅｒｔｅｘ Ａ ＝ (－ａꎬ０)ｏｆ ｔｈｅ ｌｏｗｅｒ ｎｏｚｚｌｅ
ｗａｌｌ?

Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ２(Ａ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｔｏ ｔｈｅ ｊｅｔ ｆｌｏｗ ｗｉｔｈ ｇｒａｖｉｔｙ ｐｒｏｂｌｅｍ) 　 Ａ ｖｅｃｔｏｒ(ｕꎬｖꎬρꎬΓ) ｉｓ ｃａｌｌｅｄ ａ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｔｏ
ｔｈｅ ｊｅｔ ｆｌｏｗ ｗｉｔｈ ｇｒａｖｉｔｙ ｐｒｏｂｌｅｍꎬｐｒｏｖｉｄｅｄ ｔｈａｔ

(１)Γ ｃａｎ ｂｅ ｅｘｐｒｅｓｓｅｄ ｂｙ ａ ｓｍｏｏｔｈ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｘ＝ ｆ(ｙ)∈Ｃ１(－∞ ꎬ０)ꎬｓｕｃｈ ｔｈａｔ
ｌｉｍ
ｙ→０－
ｆ(ｙ)＝ ｇ(０)＝ －ａꎬｌｉｍ

ｙ→０－
ｆ′(ｙ)＝ ｇ′(０)ꎬ (８)

ａｎｄ ｕ２＋ｖ２ ＝ ２λ－２ｇｙ ｏｎ Γꎻ
(２)(ｕꎬｖꎬＰ)∈ Ｃ１ꎬα(Ω０)∩Ｃα(􀭺Ω０)ｓｏｌｖｅｓ ｔｈｅ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ(４)ꎬｗｈｅｒｅ Ω０ ｉｓ ｔｈｅ ｆｌｏｗ ｆｉｅｌｄ ｂｏｕｎｄｅｄ ｂｙ Ｎ１ꎬＮ２ꎬ

Ｔ ａｎｄ Γ.
Ｔｈｅｏｒｅｍ １(Ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｊｅｔ ｆｌｏｗ ｗｉｔｈ ｇｒａｖｉｔｙ) 　 Ａｓｓｕｍｅ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｓｅｍｉ￣ｉｎｆｉｎｉｔｅｌｙ ｌｏｎｇ ｎｏｚｚｌｅ ｗａｌｌ Ｎ１ ａｎｄ

Ｎ２ ｓａｔｉｓｆｙ ｔｈｅ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ(１)－(３)ꎬｆｏｒ ａｎｙ ｇｉｖｅｎ ｍａｓｓ ｆｌｕｘ ｍ０>０ꎬｔｈｅｎ ｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔ ａ ｃｏｎｓｔａｎｔ λ>０ ａｎｄ ａ ｓｏｌｕｔｉｏｎ
(ｕꎬｖꎬＰꎬΓ)ｔｏ ｔｈｅ ｊｅｔ ｆｌｏｗ ｗｉｔｈ ｇｒａｖｉｔｙ ｐｒｏｂｌｅｍ ｄｅｆｉｎｅｄ ｉｎ Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ２.

２　 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｓｅｔｔｉｎｇ ｏｎ Ｊｅｔ Ｆｌｏｗ ｗｉｔｈ Ｇｒａｖｉｔｙ Ｐｒｏｂｌｅｍ
２.１　 Ｓｔｒｅａｍ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｓｅｔｔｉｎｇ

Ｉｎ ｏｒｄｅｒ ｔｏ ｓｏｌｖｅ ｔｈｅ ｊｅｔ ｆｌｏｗ ｗｉｔｈ ｇｒａｖｉｔｙ ｐｒｏｂｌｅｍꎬａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｉｎ(４)ꎬｓｅｔ ｕ＝ψｙꎬｖ＝ －ψｘꎬ
ｗｈｉｃｈ ｃｏｍｂｉｎｅ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｉｒｒｏｔａｔｉｏｎａｌ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ(５) ｔｏ ｏｂｔａｉｎ Δψ ＝ ０ ｉｎ ｔｈｅ ｆｌｏｗ ｆｉｅｌｄ Ω０ . Ｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅꎬｗｅ ｉｍｐｏｓｅ
ｔｈｅ Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｖａｌｕｅ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ａｓ ψ＝ｍ０ ｏｎ Ｎ１∪Ｔꎬａｎｄ ψ＝ ０ ｏｎ Ｎ２∪ｌ∪Γ. Ｔｈｕｓꎬｔｈｅ ｆｒｅｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃａｎ
ｂｅ ｄｅｆｉｎｅｄ ｂｙ

—２—
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Ｚｈａｎｇ Ｑｉｎ:Ｔｗｏ￣Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ Ｊｅｔ Ｆｌｏｗ ｗｉｔｈ Ｇｒａｖｉｔｙ ｉｎ ａ Ｓｅｍｉ￣Ｉｎｆｉｎｉｔｅｌｙ Ｌｏｎｇ Ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ Ｎｏｚｚｌｅ

Γ＝Ω∩∂{ψ>０}ꎬ (９)
ｗｈｅｒｅ Ω ｉｓ ｃａｌｌｅｄ ａｓ ｔｈｅ ｐｏｓｓｉｂｌｅ ｆｌｏｗ ｆｉｅｌｄ ｂｏｕｎｄｅｄ ｂｙ Ｎ１ꎬＮ２ꎬ ｌ ａｎｄ Ｔꎬｗｈｉｃｈ ｃｏｍｂｉｎｉｎｇ ｗｉｔｈ ｅｑｕａｔｉｏｎ(７)
ｄｅｄｕｃｅｓ ｔｈａｔ

｜∇ψ ｜ ＝ ∂ψ
∂ｖ

＝ ２λ－２ｇｙ ｏｎ Γꎬ (１０)

ｗｈｅｒｅ ｖ ｉｓ ｔｈｅ ｏｕｔｅｒ ｕｎｉｔ ｎｏｒｍａｌ ｏｆ Γ. Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅꎬｗｅ ｆｏｒｍｕｌａｔｅ ｔｈｅ ｊｅｔ ｆｌｏｗ ｗｉｔｈ ｇｒａｖｉｔｙ ｐｒｏｂｌｅｍ ａｓ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ
ｂｏｕｎｄａｒｙ ｖａｌｕｅ ｐｒｏｂｌｅｍ ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｔｒｅａｍ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｔｈａｔ

Δψ＝ ０ ｉｎ Ω∩{ψ>０}ꎬ
∂ψ
∂ｖ

＝ ２λ－２ｇｙ ｏｎ Γꎬ

ψ＝ ０ ｏｎ Ｎ２∪ｌ∪Γꎬ
ψ＝ｍ０ ｏｎ Ｎ１∪Ｔ.

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(１１)

２.２　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ａｐｐｒｏａｃｈ ａｎｄ ｔｒｕｎｃａｔｉｏｎ
Ｗｅ ｆｉｒｓｔ ｄｅｆｉｎｅ ａｎ ａｄｍｉｓｓｉｂｌｅ ｓｅｔ ａｓ Ｋ＝{ψ∈Ｈ１

ｌｏｃ(Ω) ｜ ψ＝ ０ ｏｎ Ｎ２∪ｌꎬψ＝ｍ０ ｏｎ Ｎ１∪Ｔ}.
Ｄｅｎｏｔｅ ｔｈｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｐｒｏｂｌｅｍ(Ｐλ)ａｓ

Ｊλ(ψ)＝ ∫
Ω
｜∇ψ－ ２λ－２ｇｙ Ｉ{ψ>０}∩{ｙ<０} ｅ２ ｜ ２ｄｘｄｙꎬ (１２)

ｗｈｅｒｅ ＩＡ ｉｓ ｔｈｅ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｏｆ ａ ｓｅｔ Ａ ａｎｄ ｅ２ ＝(０ꎬ１).
Ｓｉｎｃｅ ｔｈｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌ Ｊλ(ψ)ｉｓ ｕｎｂｏｕｎｄｅｄ ｆｏｒ ａｎｙ ψ∈Ｋꎬｔｈｕｓ ｗｅ ｎｅｅｄ ｔｏ ｔｒｕｎｃａｔｅ ｔｈｅ ｄｏｍａｉｎ ΩꎬｎａｍｅｌｙꎬΩμ ＝

Ω∩{ｘ≥－μ}. Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅꎬｔｈｅ ｔｒｕｎｃａｔｅｄ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌ ｉｓ ｔｈａｔ

Ｊλꎬμ(ψ)＝ ∫
Ωμ

｜∇ψ－ ２λ－２ｇｙ Ｉ{ψ>０}∩{ｙ<０} ｅ２ ｜ ２ｄｘｄｙ. (１３)

Ｄｅｎｏｔｅ ｔｈｅ ｔｒｕｎｃａｔｅｄ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｐｒｏｂｌｅｍ(Ｐλꎬμ)ａｓ ｆｉｎｄｉｎｇ ａ ψλꎬμ ｓｕｃｈ ｔｈａｔ
Ｊλꎬμ(ψλꎬμ)＝ ｍｉｎ

ψ∈Ｋλꎬμ
Ｊλꎬμ(ψ)ꎬ

ｗｈｅｒｅ ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ａｄｍｉｓｓｉｂｌｅ ｓｅｔ ｉｓ ｔｈａｔ

Ｋμ ＝{ψ∈Ｈ１
ｌｏｃ(Ωμ) ｜ ０≤ψ≤ｍ０ꎬψ＝ ０ ｏｎ Ｎ２ꎬμ∪ｌꎬψ＝ｍ０ ｏｎ Ｎ１ꎬμ∪Ｔꎬψ＝

ｍ０

Ｈ１－Ｈ２ꎬ－μ
ｏｎ Ｉ１}ꎬ

ｉｎ ｗｈｉｃｈ Ｎ１ꎬμ ＝Ｎ１∩{ｘ≥－μ}ꎬＮ２ꎬμ ＝Ｎ２∩{ｘ≥－μ} ａｎｄ Ｉ１ ＝{(－μꎬｙ) ｜Ｈ２ꎬ－μ≤ｙ≤Ｈ１}ꎬｗｈｅｒｅ Ｈ２ꎬ－μ ＝ｍａｘ{ｙ ｜ －μ ＝
ｇ(ｙ)}.　

３　 Ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅ Ｊｅｔ Ｆｌｏｗ ｗｉｔｈ Ｇｒａｖｉｔｙ
３.１　 Ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ｏｆ ｍｉｎｉｍｉｚｅｒ ｔｏ ｔｈｅ ｔｒｕｎｃａｔｅｄ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｐｒｏｂｌｅｍ

Ｌｅｍｍａ １　 Ｐｒｏｂｌｅｍ Ｐλꎬμ ｈａｓ ａ ｓｏｌｕｔｉｏｎ.
Ｐｒｏｏｆ　 Ｈｅｒｅꎬｗｅ ｊｕｓｔ ｎｅｅｄ ｔｏ ｏｂｔａｉｎ ｔｈｅ ｂｏｕｎｄｅｄｎｅｓｓ ｏｆ ｔｈｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌ Ｊλꎬμꎬｎａｍｅｌｙꎬｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔｓ ａ ｆｕｎｃｔｉｏｎ

ψ０∈Ｋμꎬｓｕｃｈ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌ Ｊλꎬμ<＋∞ꎬｔｈｕｓꎬｔｈｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｐｒｏｂｌｅｍ Ｐλꎬμ ｈａｓ ａ ｍｉｎｉｍｉｚｅｒ. Ｔａｋｅ ｙ０ ｓｍａｌｌꎬａｎｄ
ｄｅｆｉｎｅ　

ψ０ ＝
０ꎬ ｉｆ ｘ<－

ｍ０

２λ－２ｇｙ
ꎬ　 ｙ≤ｙ０ꎬ

ｍ０＋ ２λ＋２ｇｙ ꎬ ｉｆ －
ｍ０

２λ－２ｇｙ
≤ｘ≤０ꎬ　 ｙ≤ｙ０ꎬ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

ｔｈｅｎ ｗｅ ｃａｎ ｅｘｔｅｎｄ ψ０ ｉｎｔｏ ｔｈｅ ｄｏｍａｉｎ Ωμ ＼{ｙ≤ｙ０}ｓｏ ｔｈａｔ ｉｔ ｂｅｌｏｎｇｓ ｔｏ ｔｈｅ ａｄｍｉｓｓｉｂｌｅ ｓｅｔ Ｋμ . Ｔｈｅｎꎬ

Ｊλꎬμ(ψ０)＝ ∫
Ωμ∩{ｙ０≤ｙ≤Ｈ１}

∫
Ωμ

｜∇ψ０－ ２λ－２ｇｙ Ｉ{ψ０>０}∩{ｙ<０} ｅ２ ｜ ２ｄｘｄｙ＋

∫
Ωμ∩{ｙ≤ｙ０}

∫
Ωμ

｜∇ψ０－ ２λ－２ｇｙ Ｉ{ψ０>０}∩{ｙ<０} ｅ ｜ ２ｄｘｄｙ＝Ｊ１＋Ｊ２ .

—３—
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Ｔｈａｎｋｓ ｔｏ ｔｈｅ ｂｏｕｎｄｅｄｎｅｓｓ ｏｆ ｔｈｅ ｄｏｍａｉｎ Ωμ∩{ｙ０≤ｙ≤Ｈ１}ꎬｔｈｅｎ ｗｅ ｊｕｓｔ ｎｅｅｄ ｔｏ ｖｅｒｉｆｙ Ｊ２<＋∞ . Ａｃｃｏｒｄｉｎｇ
ｔｏ ａ ｓｅｒｉｅｓ ｏｆ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｓꎬｗｅ ｈａｖｅ Ｊ２<＋∞ . Ｔｈｕｓꎬｓｉｍｉｌａｒ ｔｏ ｔｈｅ ａｒｇｕｍｅｎｔ ｉｎ[８]ꎬｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔｓ ａ ｍｉｎｉｍｉｚｅｒ ψλꎬμ ｔｏ
Ｊλꎬμ(ψλꎬμ)＝ ｍｉｎ

ψ∈Ｋμ
Ｊλꎬμ(ψ)ꎬψλꎬμ∈Ｋμ .

Ｆｏｒ ｓｉｍｐｌｉｃｉｔｙꎬｗｅ ｓｅｔ ψ＝ψλꎬμ ｉｎ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ.
Ｌｅｍｍａ ２　 Ｉｆ ψ ｉｓ ａ ｍｉｎｉｍｕｍꎬｔｈｅｎ

ｌｉｍ
ε→０∫Ωμ∩∂{ψ > ０}

( ｜∇ψ ｜ ２－(２λ－２ｇｙ))η􀅰ｖεｄＳ＝０ꎬ (１４)

ｆｏｒ ａｎｙ ｖｅｃｔｏｒ η＝(η１ꎬη２)∈(Ｃ１(Ｅ))２ꎬｖε ｉｓ ｔｈｅ ｕｎｉｔ ｏｕｔｗａｒｄ ｎｏｒｍａｌ ｔｏ Ωμ∩∂{ψ≥ε} .
Ｐａｒｔｉｃｕｌａｒｌｙꎬ

∫
Ｉ０∩∂{ψ > ０}

( ｜∇ψ ｜ ２－(２λ－２ｇｙ))η􀅰ｖｄＳ≥０ꎬ (１５)

ｆｏｒ ａｎｙ ｖｅｃｔｏｒ η＝ (η１ꎬη２)∈(Ｃ１(Ｅ))２ꎬη ＝ ０ ｏｎ Ωμ ＼ Ｉ０ꎬη􀅰ｖε≤０ ｏｎ Ｉ０ꎬＩ０ ＝ {ψ ＝ ０}ａｎｄ ｖ ｉｓ ｔｈｅ ｕｎｉｔ ｏｕｔｗａｒｄ
ｎｏｒｍａｌ ｔｏ Ｉ０ .

Ｐｒｏｏｆ　 Ｆｏｒ ａｎｙ ｒｅａｌ εꎬ｜ε ｜ ｓｍａｌｌꎬｌｅｔ ε(ｘꎬｙ)＝ (ｘ＋εη１(ｘꎬｙ)ꎬｙ＋εη２(ｘꎬｙ)) ａｎｄ ｄｅｆｉｎｅ ψε( ε(ｘꎬｙ))＝
ψ(ｘꎬｙ). Ｔｈｅｎ ψε∈Ｋμ ａｎｄ

(Ｄ ε(ｒꎬｙ))
－１ ＝(Ｉ＋ε∇􀅰ηＩ－εＤη)(ｄｅｔ Ｄ ε)

－１ ａｎｄ ｄｅｔ Ｄ ε ＝１＋ε∇􀅰η＋ｏ(ε)ꎬ
ｗｈｅｒｅ Ｉ ｉｓ ｔｈｅ ｉｄｅｎｔｉｔｙ ｍａｔｒｉｘ.

Ｈｅｎｃｅ ｗｅ ｈａｖｅ

　 ０≤Ｊλꎬμ(ψε)－Ｊλꎬμ(ψ)＝ ε ∫{ψ > ０}∩ＥＲ (ｄｉｖ η ｜∇ψ ｜ ２－２∇ψ􀅰∇η􀅰∇ψ＋ｄｉｖ η(２λ－２ｇｙη２))ｄｘｄｙ＋ｏ(ε)ꎬ (１６)

ｉｎ ｗｈｉｃｈ ＥＲ ＝Ｅ∩{(ｘꎬｙ) ｜ ｘ２＋ｙ２≤Ｒ}ꎬＲ>０ ｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔｌｙ ｌａｒｇｅ.
Ｔｈｅｎꎬｂｙ ａ ｓｅｒｉｅｓ ｏｆ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｓꎬｗｅ ｈａｖｅ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｅｓｔｉｍａｔｅｓꎬｔａｋｉｎｇ Ｒ→＋∞ꎬｔｈｅ ｌｉｎｅａｒ ｔｅｒｍ ｏｆ ε ｉｎ

ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ(１６)ｖａｎｉｓｈｅｓꎬｔｈｕｓ

０≤ε ∫
{ψ > ０}

(ｄｉｖ η ｜∇ψ ｜ ２－２∇ψ􀅰∇η􀅰∇ψ＋ｄｉｖ η(２λ－２ｇｙη２))ｄｘｄｙ＝

∫
∂{ψ > ε}∩Ｅ

( ｜∇ψ ｜ ２η－２∇ψ(η􀅰∇ψ)－(２λ－２ｇｙη))ｄＳ＝

ｌｉｍ
ε→０＋
∫
∂{ψ > ε}∩Ｅ

(２λ－２ｇｙ－ ｜∇ψ ｜ ２η)η􀅰ｖεｄＳꎬ (１７)

ｏｗｉｎｇ ｔｏ ｔｈｅ ｆａｃｔｓ ｔｈａｔ ｖε ｉｓ ｐａｒａｌｌｅｌ ｔｏ ∇ψ ｏｎ ｔｈｅ ｓｔｒｅａｍｌｉｎｅｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｉｎ(１１)ꎬｔｈｕｓꎬｔｈｅ ｐｒｏｏｆ ｏｆ(１４)
ｉｓ ｃｏｍｐｌｅｔｅｄ.

Ｆｏｒ ａｎｙ ｖｅｃｔｏｒ η＝(η１ꎬη２)∈(Ｃ１
０(Ｅ))２ꎬｌｅｔ ε>０ ｉｎ(１６)ｔｏ ｆｉｎｄ ｔｈｅ ｓｉｍｉｌａｒ ａｒｇｕｍｅｎｔｓ ｉｎ(１７)ｔｈａｔ

０＝ε ∫
{ψ > ０}∩Ｅ

(ｄｉｖ η ｜∇ψ ｜ ２－２∇ψ􀅰∇η􀅰∇ψ＋ｄｉｖ η(２λ－２ｇｙη２))ｄｘｄｙ＝ ∫
∂{ψ > ０}∩Ｉ０

(２λ－２ｇｙ－ ｜∇ψ ｜ ２η)η􀅰ｖεｄＳꎬ

ｗｈｉｃｈ ｄｉｒｅｃｔｌｙ ｉｍｐｌｉｅｓ ｔｈｅ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ(１５).
Ｉｎ ｆａｃｔꎬＬｅｍｍａ ２ ｉｍｐｌｉｅｓ ｔｈａｔ ｉｆ ｔｈｅ ｆｒｅｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ∂{ψ>０}∈Ｃ１ꎬａｎｄ ψ∈Ｃ１ ｕｐ ｔｏ ｔｈｅ ｆｒｅｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ Γλꎬμꎬ

ｔｈｅｎ ｜∇ψ ｜ ＝ ２λ＋２ｇｙ ｏｎ Γλꎬμ . Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅꎬｗｅ ｇｉｖｅ ｔｈｅ ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｆｒｅｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ Γλꎬμꎬｆｏｒ ｔｈｅ ｔｒｕｎｃａｔｅｄ
ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｐｒｏｂｌｅｍ(Ｐλꎬμ)ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ

Γλꎬμ ＝Ωμ∩{ｙ<０}∩∂{ψ>０}. (１８)
Ｌｅｍｍａ ３　 Ｔｈｅ ｍｉｎｉｍｉｚｅｒ ｏｆ ｔｈｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌ Ｊλꎬμ(ψ)＝ ｉｎｆ

ｍｉｎ ｖ∈Ｋμ
Ｊλꎬμ(ｖ)ｉｓ ｕｎｉｑｕｅꎬａｎｄ ｓａｔｉｓｆｉｅｓ ｔｈａｔ ψ(ｘ１ꎬｙ)≥

ψ(ｘ２ꎬｙ)ｆｏｒ ｘ１>ｘ２ .
Ｐｒｏｏｆ　 Ｓｕｐｐｏｓｅ ψ１ ａｎｄ ψ２ ａｒｅ ｔｗｏ ｍｉｎｉｍｉｚｅｒ ａｎｄ ｓｅｔ

ψε１(ｘꎬｙ)＝ ψ１(ｘ＋εꎬｙ)ꎬ０<ε<１.
Ｎｏｔｉｃｅ ｔｈａｔ ψε１( ｘꎬｙ) ｉｓ ａ ｍｉｎｉｍｉｚｅｒ ｔｈｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌ Ｊελꎬμ ｉｎ Ωεμ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ａｄｍｉｓｓｉｂｌｅ ｓｅｔ Ｋεμꎬｉｎ

ｗｈｉｃｈ Ωεμ ＝{(ｘꎬｙ) ｜ (ｘ－εꎬｙ)∈Ωμ}ａｎｄ Ｋεμ ＝ {ψε(ｘ＋εꎬｙ)∈Ｋμ ｜ (ｘ＋εꎬｙ)∈Ωεμ}. Ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇꎬｗｅ ｅｘｔｅｎｄ ｔｈｅ
ψε１(ｘꎬｙ)ａｎｄ ψ２(ｘꎬｙ)ｔｏ Ωμ∪Ωεμꎬ

—４—
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Ｚｈａｎｇ Ｑｉｎ:Ｔｗｏ￣Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ Ｊｅｔ Ｆｌｏｗ ｗｉｔｈ Ｇｒａｖｉｔｙ ｉｎ ａ Ｓｅｍｉ￣Ｉｎｆｉｎｉｔｅｌｙ Ｌｏｎｇ Ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ Ｎｏｚｚｌｅ

ψε１ ＝
ｍ０

Ｈ１－Ｈ２ꎬμ
ｆｏｒ －μ≤ｘ≤－μ＋εꎬ

ψ２ ＝ｍ０ ｆｏｒ ０<ｘ≤εꎬ

ì

î

í

ïï

ïï

ｗｈｉｃｈ ｄｅｄｕｃｅｓ ｖ１ ＝ψε１∨ψ２ ＝ψε１ ａｎｄ ｖ２ ＝ψε１∧ψ２ ＝ψ２ ｉｎ Ωμ∩Ωεμꎬｎａｍｅｌｙꎬｗｅ ｈａｖｅ
ψε１>ψ２ ｉｎ Ωμ∩Ωεμ . (１９)

Ｔｈｅｎꎬｔａｋｉｎｇ ε→０ ｓｈｏｗｓ ψ１(ｘꎬｙ)≥ψ２(ｘꎬｙ)ｉｎ Ωμ . Ｓｉｍｉｌａｒｌｙꎬｗｅ ｃａｎ ｏｂｔａｉｎ ｔｈａｔ ψ１(ｘꎬｙ)≤ψ２(ｘꎬｙ)ｉｎ Ωμ .
Ｈｅｎｃｅꎬψ１ ＝ψ２ ｉｎ Ωμ .

Ｎｅｘｔꎬｓｅｔ ψ１ ＝ψ２ꎬｃｏｍｂｉｎｉｎｇ ｗｉｔｈ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ(１９)ꎬｔｏ ｙｉｅｌｄ ｔｈａｔ ψ(ｘ＋εꎬｙ)≥ψ(ｘꎬｙ) ｉｎ Ωμ . Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅꎬｗｅ
ｆｉｎｉｓｈ ｔｈｅ ｐｒｏｏｆ ｏｆ Ｌｅｍｍａ ３.
３.２　 Ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｆｒｅｅ￣ｂｏｕｎｄａｒｙ

Ｏｗｉｎｇ ｔｏ ｔｈｅ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｍｏｎｏｔｏｎｉｃｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｍｉｎｉｍｉｚｅｒ ψ( ｘꎬｙ) ｗｉｔｈ ｒｅｓｐｅｃｔ ｔｏ ｘꎬｗｅ ｓｅｔ Γλꎬμ:ｘ ＝

ｆλꎬμ(ｙ)ꎬｔｈｅｎ
Ωμ∩{ｙ<０}∩{ψ>０} ＝{(ｘꎬｙ) ｜ ｆλꎬμ(ｙ)<ｘ<０ꎬ－∞ <ｙ<０}.

Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅꎬｂｙ ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ ｎｏｎ －ｏｓｃｉｌｌａｔｉｏｎ Ｌｅｍｍａ ９ ｉｎ Ａｐｐｅｎｄｉｘꎬｗｅ ｃａｎ ｐｒｏｖｅ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｆｒｅｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｘ ＝
ｆλꎬμ(ｙ)ｉｓ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｉｎ(－∞ ꎬ０]ꎬｗｈｉｃｈ ｉｓ ｓｉｍｉｌａｒ ｔｏ ｔｈｅ ａｒｇｕｍｅｎｔｓ ｔｏ Ｌｅｍｍａ ５.４ ｉｎ[６]ꎬｔｈｕｓ ｗｅ ｏｍｉｔ ａ ｐａｒｔ ｏｆ
ｔｈｅ ｐｒｏｏｆ ｈｅｒｅ.

Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ １　 ｆλꎬμ(ｙ)ｉｓ ａ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｉｎ(－∞ ꎬ０). Ｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅꎬ ｆλꎬμ(ｙ)ｉｓ ａｎａｌｙｓｉｓ.
Ｐｒｏｏｆ　 Ｉｎ ｖｉｅｗ ｏｆ Ｌｅｍｍａ ５.４ ｉｎ[６]ꎬｔｈｅｎ ｉｔ ｓｕｆｆｉｃｅｓ ｔｏ ｓｈｏｗ ｔｈａｔ ｆλꎬμ(ｙ＋０)＝ ｆλꎬμ(ｙ－０)＝ ｆλꎬμ(ｙ)ｆｏｒ ａｎｙ ｙ<

０. Ｆｉｒｓｔｌｙꎬｓｕｐｐｏｓｅ ｔｈａｔ ｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔｓ ａ ｐｏｉｎｔ ｙ０∈(－∞ ꎬ０) ｓｕｃｈ ｔｈａｔ ｆλꎬμ( ｙ＋０)≠ ｆλꎬμ( ｙ０)ꎬｔｈｅｎ ｗｉｔｈｏｕｔ ｌｏｓｓ ｏｆ
ｇｅｎｅｒａｌｉｔｙꎬｗｅ ａｓｓｕｍｅ ｔｈａｔ ｆλꎬμ( ｙ＋ ０) > ｆλꎬμ( ｙ０). Ｔｈｅｎ ｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔ ｓｏｍｅ ｃｏｎｓｔａｎｔｓ ε１ꎬε２ꎬｓｕｃｈ ｔｈａｔ ｔｈｅｒｅ ｉｓ ａ
ｓｔｒｉｐ ｔｈａｔ

Ｅε１ꎬε２ ＝{(ｘꎬｙ) ｜ ｆλꎬμ(ｙ０)－ε１<ｘ<ｆλꎬμ(ｙ０)＋ε１ꎬ　 ｙ０－ε２<ｙ<ｙ０}.
Ｂｙ ｖｉｒｔｕｅ ｏｆ ｔｈｅ ｍｏｎｏｔｏｎｉｃｉｔｙ ｏｆ ψ ｗｉｔｈ ｒｅｓｐｅｃｔ ｔｏ ｘꎬｗｅ ｄｅｄｕｃｅ ｔｈａｔ {(ｘꎬｙ０) ｜ ｆλꎬμ(ｙ０)－ε１<ｘ<ｆλꎬμ(ｙ０)＋ε１}

ｉｓ ａ ｐａｒｔ ｏｆ ｔｈｅ ｆｒｅｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ Γλꎬμꎬｗｈｉｃｈ ｙｉｅｌｄｓ ｔｈａｔ
Δψ＝ ０ ｉｎ Ｅε１ꎬε２ꎬ

ψ＝ ０ꎬ　 ∂ψ
∂ｙ

＝ ２λ－２ｇｙ ｏｎ ｆλꎬμ(ｙ０)－ε１<ｘ<ｆλꎬμ(ｙ０)＋ε１ .

ì

î

í

ïï

ïï

Ｉｔ ｆｏｌｌｏｗｓ ｆｒｏｍ Ｃａｕｃｈｙ￣Ｋｏｗａｌｅｗｓｋｉ ｔｈｅｏｒｅｍ ｔｈａｔ ｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔｓ ａ ｕｎｉｑｕｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ψλꎬμ ＝ － ２λ－２ｇｙ (ｙ－ｙ０)ꎬｉｎ
Ｅε２∩Ωμꎬｗｈｉｃｈ ｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｓ ｔｏ ｔｈｅ ｆａｃｔ ｔｈａｔ ψ＝ｍ０ ｏｎ Ｔ. Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅꎬｗｅ ｆｉｎｉｓｈ ｔｈｅ ｐｒｏｏｆ.
３.３　 Ｔｈｅ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｆｉｔ ａｎｄ ｔｈｅ ｓｍｏｏｔｈ ｆｉｔ ｏｆ ｔｈｅ ｆｒｅｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ

Ｎｅｘｔꎬｗｅ ｗｉｌｌ ｃｏｎｓｉｄｅｒ ｔｈｅ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｆｉｔ ａｎｄ ｔｈｅ ｓｍｏｏｔｈ ｆｉｔ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｆｒｅｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ. Ｂｅｆｏｒｅ ｔｈａｔꎬｗｅ
ｎｅｅｄ ｔｏ ｇｉｖｅ ｓｏｍｅ ｂａｓｉｃ ａｎｄ ｉｍｐｏｒｔａｎｔ ｌｅｍｍａｓ. Ｔｈｅ ｌｅｍｍａｓ ａｒｅ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ:

Ｌｅｍｍａ ４　 Ｉｆ λｎ→λꎬｔｈｅｎ ψλｎꎬμ→ψλꎬμ ｗｅａｋｌｙ ｉｎ Ｈ１
ｌｏｃ(Ωμ) ａｎｄ ａ.ｅ.ꎬａｎｄ ｆλｎꎬμ( －∞ ꎬ０)→ｆλꎬμ( －∞ ꎬ０) ｆｏｒ

ｅａｃｈ ｙ∈(－∞ ꎬ０).
Ｐｒｏｏｆ　 Ｔｈｉｓ ｐｒｏｏｆ ｏｆ ｔｈｉｓ Ｌｅｍｍａ ｈａｓ ｂｅｅｎ ｇｉｖｅｎ ｉｎ ｓｅｃｔｉｏｎ ４.７ ｉｎ[５]ꎬｔｈｕｓꎬｗｅ ｏｍｉｔ ｔｈｅ ｐｒｏｃｅｓｓｅｓ ｈｅｒｅ.
Ｌｅｍｍａ ５　 Ｆｏｒ ａｎｙ ｍ０>０ꎬｉｆ λ>０ ｉｓ ｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔｌｙ ｓｍａｌｌꎬｔｈｅｎ ｆλꎬμ(０)>－ａ.
Ｐｒｏｏｆ　 Ｓｕｐｐｏｓｅ ｔｈａｔ ｆλꎬμ(０)≤－ａꎬｔｈｅｎ ｓｅｔ Ｓ ｂｅ ａ ｒｉｎｇ ｃｅｎｔｅｒｅｄ ａｔ 􀭵Ｂ ＝ ( ｆλꎬμ(０)ꎬ０) ｗｉｔｈ ｓｏｍｅ ｓｕｉｔａｂｌｅ

ｒａｄｉｕｓ Ｒ１ａｎｄ Ｒ２ｗｈｉｃｈ ｉｓ ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ｏｆ λ ａｎｄ Ｒ１ <Ｒ２ꎬｓｕｃｈ ｔｈａｔ Γλꎬμ∩Ｓ∩{ ｙ < ０} ａｎｄ Ｔ∩ Ｓ∩{ ｙ < ０} ｉｓ
ｎｏｎｅｍｐｔｙ. Ｉｔ ｆｏｌｌｏｗｓ ｆｒｏｍ Ｌｅｍｍａ １０ ｉｎ Ａｐｐｅｎｄｉｘ ｔｈａｔ ｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔｓ ａ ｃｏｎｓｔａｎｔ Ｃ( ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ｏｆ λ)ꎬｓｕｃｈ ｔｈａｔ

｜Ｄψ ｜≤ Ｃｍａｘ
Ｓ∩{ｙ<０}

２λ－２ｇｙ .

Ｃｈｏｏｓｉｎｇ Ｘ１∈Γλꎬμ∩Ｓ∩{ｙ<０}ꎬＸ２∈Ｔ∩Ｓ∩{ｙ<０} ｗｉｔｈ ｜Ｘ１－􀭵Ｂ ｜ ＝ ｜Ｘ２－􀭵Ｂ ｜ ꎬｓｈｏｗｓ ｔｈａｔ

ｍ０ ＝ ｜ψ(Ｘ１)－ψ(Ｘ２) ｜≤ ｜Ｄψ ｜ ｜Ｘ１－Ｘ２ ｜≤Ｃ ｍａｘ
Ｓ∩{ｙ<０}

２λ－２ｇｙ≤Ｃ(Ｒ２) λ ꎬ

ｗｈｉｃｈ ｉｍｐｌｉｅｓ ｔｈａｔ ｉｔ ｉｓ ｉｍｐｏｓｓｉｂｌｅ ｆｏｒ ｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔｌｙ ｓｍａｌｌ λ. Ｈｅｎｃｅꎬｗｅ ｃｏｍｐｌｅｔｅ ｔｈｅ ｐｒｏｏｆ ｏｆ ｔｈｉｓ Ｌｅｍｍａ.
—５—
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Ｌｅｍｍａ ６　 Ｆｏｒ ａｎｙ ｍ０>０ꎬｉｆ λ>０ ｉｓ ｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔｌｙ ｌａｒｇｅꎬｔｈｅｎ ｆλꎬμ(０)<－ａ.
Ｐｒｏｏｆ　 Ｓｕｐｐｏｓｅ ｔｈａｔ ｆλꎬμ(０)≥－ａꎬｔｈｅｎ ｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔ ａ ｆｒｅｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｐｏｉｎｔ Ｘ０ ＝(ｘ０ꎬｙ０)∈Γλꎬμ ｗｉｔｈ －ａ≤ｘ≤

ｆλꎬμ＋ａ
２

ａｎｄ ｙ０ <０ꎬｃｈｏｏｓｉｎｇ ａ ｆｉｘｅｄ ０< ｒ<
ｙ０
２
( ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ｏｆ λ) ｓｕｃｈ ｔｈａｔ ｅｉｔｈｅｒ Ｂ ｒ

２ (Ｘ０) ⊂Ωμ . Ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ ｔｈｅ

ｎｏｎ￣ｄｅｇｅｎｅｒａｃｙ Ｌｅｍｍａ ８ ｉｎ Ａｐｐｅｎｄｉｘꎬｗｅ ｈａｖｅ

２ｍ０ｃ∗≥
２ｍ０

ｒ
≥ ２
ｒ
 ∂Ｂ ｒ

２
(Ｘ０)ψｄＳ≥ｃ

∗ ｍｉｎ
Ｂ ｒ

２
(Ｘ０)

２λ－２ｇｙ≥ｃ∗ ２λ ꎬ

ｗｈｉｃｈ ｌｅａｄｓ ａ ｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｉｏｎ ｆｏｒ ｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔｌｙ ｌａｒｇｅ λꎬｗｈｅｒｅ ｒ＝ １
ｃ∗ ４ λ

.

Ｆｉｘ ｔｈｅ ａｂｏｖｅ λ ａｓ λμꎬｃｏｍｂｉｎｉｎｇ ｗｉｔｈ Ｌｅｍｍａ ４ꎬＬｅｍｍａ ５ ａｎｄ Ｌｅｍｍａ ６ꎬｗｅ ｃａｎ ｇｉｖｅ ｔｈｅ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｆｉｔ
ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｆλμꎬμ(０)＝ －ａ. Ｆｉｎａｌｌｙꎬｗｅ ｗｉｌｌ ｃｈｅｃｋ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｓｍｏｏｔｈ ｆｉｔ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｆ′λμꎬμ ＝ｇ′(０)ｉｎｄｅｅｄ ｈｏｌｄｓꎬａｎｄ ｔｈｅ ｆａｃｔ
ｃａｎ ｂｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｓｉｍｉｌａｒ ａｒｇｕｍｅｎｔ ｉｎ[５]ａｎｄ[６]ꎬｈｅｎｃｅ ｗｅ ｏｍｉｔ ｉｔ ｈｅｒｅ.

Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ ２　 ｆλμꎬμ(０)＝ －ａ ｈｏｌｄｓꎬａｎｄ ｔｈｅｎ Ｎ２∩Γλμꎬμ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｌｙ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｂｌｅ ｉｎ ａ ｎｅｉｇｈｂｏｒｈｏｏｄ ｏｆ Ａ.
Ｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅꎬψλμꎬμ ｉｓ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｌｙ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｂｌｅ ｉｎ {ψλμꎬμ>０}∩Ｂδ(Ａ)ꎬｆｏｒ ｓｏｍｅ δ>０.

４　 Ｔｈｅ Ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ａｎｄ Ｕｎｉｑｕｅｎｅｓｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｊｅｔ Ｆｌｏｗ ｗｉｔｈ Ｇｒａｖｉｔｙ Ｐｒｏｂｌｅｍ
４.１　 Ｔｈｅ ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｊｅｔ ｆｌｏｗ ｗｉｔｈ ｇｒａｖｉｔｙ ｐｒｏｂｌｅｍ

Ｔｏ ｅｓｔａｂｌｉｓｈ ｔｈｅ ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｔｏ ｊｅｔ ｆｌｏｗ ｗｉｔｈ ｇｒａｖｉｔｙ ｐｒｏｂｌｅｍꎬｗｅ ｗｉｌｌ ｔａｋｅ ｌｉｍｉｔ μ→∞ ｔｏ ｔｈｅ
ｓｏｌｕｔｉｏｎ ψλμꎬμ ｔｏ ｔｈｅ ｔｒｕｎｃａｔｅｄ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｐｒｏｂｌｅｍ(Ｐλμꎬμ)ａｎｄ ｓｈｏｗ ｔｈｅ ｌｉｍｉｔ ψλ ｉｓ ｉｎｄｅｅｄ ａ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｔｏ ｔｈｅ ｖａｒｉａ￣
ｔｉｏｎａｌ ｐｒｏｂｌｅｍ Ｐλ(１２). Ｂｙ ｖｉｒｔｕｅ ｏｆ ｔｈｅ ｕｎｉｆｏｒｍ ｇｒａｄｉｅｎｔ ｅｓｔｉｍａｔｅ ｜ ∇ψλμｎꎬμｎ ｜ ≤Ｃ ｉｎ ａｎｙ ｃｏｍｐａｃｔ ｓｕｂｓｅｔ ｏｆ Ω

ｗｈｉｃｈ ｃａｎ ｂｅ ｒｅｆｅｒｒｅｄ ｏｎ Ｌｅｍｍａ １０ ｉｎ Ａｐｐｅｎｄｉｘꎬｉｔ ｆｏｌｌｏｗｓ ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｓｉｍｉｌａｒ ａｒｇｕｍｅｎｔｓ ｉｎ Ｓｅｃｔｉｏｎ １２ ｉｎ Ｃｈａｐｔｅｒ ３
ｉｎ[３]ｔｈａｔ ｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔｓ ａ ｓｕｂｓｅｑｕｅｎｃｅ{ψλμｎꎬμｎ}ａｎｄ{λμｎ}ꎬｓｕｃｈ ｔｈａｔ λμｎ→λ ａｎｄ ψλꎬμｎ→ψλ ｗｅａｋｌｙ ｉｎ Ｈ１

ｌｏｃ(Ω)ａｎｄ

ｕｎｉｆｏｒｍｌｙ ｉｎ ａｎｙ ｃｏｍｐａｃｔ ｓｕｂｓｅｔ ｏｆ Ωꎬａｓ ｎ→∞ . Ｉｎ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇꎬｗｅ ｗｉｌｌ ｖｅｒｉｆｙ ｔｈａｔ ψλ ｉｓ ｉｎ ｆａｃｔ ａ ｍｉｎｉｍｉｚｅｒ ｔｏ
ｔｈｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｐｒｏｂｌｅｍ(Ｐλ)ꎬａｎｄ ｓｏｌｖｅｓ ｔｈｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｖａｌｕｅ ｐｒｏｂｌｅｍ(１１). Ｉｎ ｐａｒｔｉｃｕｌａｒꎬｔｈｅ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｆｉｔ ａｎｄ
ｓｍｏｏｔｈ ｆｉｔ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ａｒｅ ｆｕｌｆｉｌｌｅｄ.

Ｓｉｎｃｅ ψλμｎꎬμｎ ｉｓ ａ ｍｉｎｉｍｉｚｅｒ ｔｏ ｔｈｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ Ｊλμｎꎬμｎꎬｔｈｅｎ Ｊλμｎꎬμｎ(ψλμｎꎬμｎ)≤Ｊλμｎꎬμｎ(ψμｎ) ｆｏｒ ａｎｙ ψμｎ∈Ｋμｎ . Ｆｏｒ

ａｎｙ ｂｏｕｎｄｅｄ ｄｏｍａｉｎ Ｄ⊂Ωꎬｗｅ ｃａｎ ｃｈｏｏｓｅ ａ ｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔｌｙ ｌａｒｇｅ μｎꎬｓｕｃｈ ｔｈａｔ Ｄ⊂Ωμｎ . Ｃｈｏｏｓｉｎｇ ψμｎ ＝ ψλμｎꎬμｎ ｏｎ

∂Ｄꎬａｎｄ ｅｘｔｅｎｄｉｎｇ ψμｎ ｗｉｔｈ ψλμｎꎬμｎ ｏｕｔｓｉｄｅ Ｄꎬｈｅｎｃｅ ｗｅ ｃａｎ ｃｏｎｃｌｕｄｅ

ＪＤ(ψλμｎꎬμｎ)≤ＪＤ(ψμｎ) . (２０)

Ｔｈｕｓ ｆｏｒ ａｎｙ ψ∈Ｋ ｗｉｔｈ ψ－ψλ∈Ｈ１
０(Ｄ)ａｎｄ η∈Ｃ１

０(Ｄ)ꎬ０≤η≤１ꎬｓｅｔ 􀭵ψμｎ ＝ ψ＋(１－η) (ψλμｎꎬμｎ －ψλ)ꎬｉｔ ｉｓ

ｅａｓｙ ｔｏ ｃｈｅｃｋ ｔｈａｔ 􀭵ψμｎ∈Ｋμｎ ａｎｄ 􀭵ψμｎ ＝ψλμｎꎬμｎ ｏｎ ∂Ｄ. Ｉｔ ｆｏｌｌｏｗｓ ｆｒｏｍ(２０)ｔｈａｔ ＪＤ(ψλμｎꎬμｎ)≤ＪＤ(
􀭵ψμｎ).

Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅꎬｓｉｍｉｌａｒ ｔｏ ｔｈｅ ｐｒｏｏｆ ｉｎ Ｌｅｍｍａ ５.４ ｉｎ[５]ａｎｄ ｔａｋｉｎｇ ｎ→∞ꎬｏｎｅ ｈａｓ ＪＤ(ψλ)≤ＪＤ(ψ)ꎬｆｏｒ ａｎｙ ψ∈
Ｋ ｗｉｔｈ ψ＝ψλ ｏｎ ∂Ｄꎬｎａｍｅｌｙꎬψλ ｉｓ ａ ｍｉｎｉｍｉｚｅｒ ｔｏ ｔｈｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｐｒｏｂｌｅｍ(Ｐλ).

Ｍｏｒｅｏｖｅｒꎬψλ(ｘꎬｙ)ｉｓ ｍｏｎｏｔｏｎｉｃ ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ ｗｉｔｈ ｒｅｓｐｅｃｔ ｔｏ ｘ. Ｉｎ ｆａｃｔꎬｆｏｒ ａｎｙ(ｘ１ꎬｙ)ꎬ(ｘ２ꎬｙ)∈Ω ｗｉｔｈ ｘ１>
ｘ２ꎬｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔｓ ａ ｃｏｍｐａｃｔ ｓｕｂｓｅｔ Ｇ ｏｆ Ωꎬｓｕｃｈ ｔｈａｔ(ｘ１ꎬｙ)ꎬ(ｘ２ꎬｙ)∈Ｇ. Ｆｏｒ ｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔｌｙ ｌａｒｇｅ ｎꎬｗｅ ｈａｖｅ Ｇ⊂Ωμｎꎬ
ａｎｄ ｉｔ ｆｏｌｌｏｗｓ ｆｒｏｍ Ｌｅｍｍａ ３ ｔｈａｔ

ψλμｎꎬμｎ(ｘ１ꎬｙ)≥ψλμｎꎬμｎ(ｘ２ꎬｙ) . (２１)

Ｓｉｎｃｅ ψλμｎꎬμｎ ｃｏｎｖｅｒｇｅｓ ｔｏ ψλ ｕｎｉｆｏｒｍｌｙ ｉｎ ａｎｙ ｃｏｍｐａｃｔ ｓｕｂｓｅｔ ｏｆ Ωꎬｔｈｅｎ ｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔｓ ａ ｓｕｂｓｅｑｕｅｎｃｅ ψλμｎꎬμｎ
ａｎｄ ｌｅｔｔｉｎｇ ｎ→＋∞ ｉｎ(２１)ꎬｏｎｅ ｈａｓ ψλ(ｘ１ꎬｙ)≥ψλ(ｘ２ꎬｙ)ꎬｆｏｒ ａｎｙ(ｘ１ꎬｙ)ꎬ(ｘ２ꎬｙ)∈Ω ｗｉｔｈ ｘ１>ｘ２ . Ｔｈｅ ｍｏｎｏｔｏ￣
ｎｉｃｉｔｙ ｏｆ ψλ(ｘꎬｙ)ｗｉｔｈ ｒｅｓｐｅｃｔ ｔｏ ｘ ｉｍｐｌｉｅｓ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｆｒｅｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｉｓ ｙ￣ｇｒａｐｈ. Ｔｈｅｎ ｉｔ ｆｏｌｌｏｗｓ ｔｈａｔ ｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔｓ ａ
ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｆλ(ｙ)ꎬｓｕｃｈ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｆｒｅｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ Γλ ｏｆ ψλ ｃａｎ ｂｅ ｄｅｓｃｒｉｂｅｄ ａｓ

Γλ:ｘ＝ ｆλ(ｙ)ｆｏｒ ｙ∈(－∞ ꎬ０].

—６—
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Ｚｈａｎｇ Ｑｉｎ:Ｔｗｏ￣Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ Ｊｅｔ Ｆｌｏｗ ｗｉｔｈ Ｇｒａｖｉｔｙ ｉｎ ａ Ｓｅｍｉ￣Ｉｎｆｉｎｉｔｅｌｙ Ｌｏｎｇ Ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ Ｎｏｚｚｌｅ

Ｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅꎬｉｔ ｆｏｌｌｏｗｓ ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｓｉｍｉｌａｒ ａｒｇｕｍｅｎｔｓ ｉｎ Ｌｅｍｍａ ４ ｔｈａｔ ｆλ( ｙ) ＝ ｌｉｍ
ｎ→∞
ｆλμｎꎬμｎ( ｙ)ꎬｆｏｒ ｙ∈(－∞ ꎬ

０]. Ｃｏｎｓｅｑｕｅｎｔｌｙꎬｏｎｅ ｈａｓ ｆλ(０)＝ －ａꎬｗｈｉｃｈ ｉｓ ｔｈｅ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｆｉｔ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｔｏ ｔｈｅ ｊｅｔ ｆｌｏｗ ｐｒｏｂｌｅｍ ｗｉｔｈ ｇｒａｖｉｔｙ.
Ｔｈｅ ｓｍｏｏｔｈｎｅｓｓ ｎｅａｒ ｔｈｅ ｄｅｔａｃｈｍｅｎｔ ｐｏｉｎｔ Ａ ｉｍｐｌｉｅｓ ｔｈａｔ Ｎ２∪Γλ ａｒｅ Ｃ１ꎬｗｈｉｃｈ ｃａｎ ｂｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｓｉｍｉｌａｒｌｙ ｔｏ

ｔｈｅ ａｒｇｕｍｅｎｔ ｉｎ[５]. Ｂｙ ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ ｓｉｍｉｌａｒ ａｒｇｕｍｅｎｔｓ ｉｎ Ｌｅｍｍａ ２ꎬｗｅ ｃａｎ ｃｏｎｃｌｕｄｅ ｔｈａｔ ｜∇ψλ ｜ ＝ － ２λ－２ｇｙ ｏｎ
Γλ . Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅꎬｗｅ ｃａｎ ｏｂｔａｉｎ ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ(ｕꎬｖꎬρꎬΓ) ｔｏ ｔｈｅ ｔｗｏ￣ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｉｎｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅ ｊｅｔ ｆｌｏｗ
ｐｒｏｂｌｅｍ ｗｉｔｈ ｓａｔｉｓｆｙｉｎｇ ｔｈｅ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ(１)－(３)ｍｅｎｔｉｏｎｅｄ ｉｎ Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ２.
４.２　 Ｕｎｉｑｕｅｎｅｓｓ ｏｆ ｔｈｅ ｊｅｔ ｆｌｏｗ ｗｉｔｈ ｇｒａｖｉｔｙ ｐｒｏｂｌｅｍ

Ｔｈｉｓ ｐａｒｔ ｓｈｏｗｓ ｔｈｅ ｕｎｉｑｕｅｎｅｓｓ ｏｆ ｔｈｅ ｔｗｏ￣ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｊｅｔ ｆｌｏｗ ｗｉｔｈ ｇｒａｖｉｔｙ ｐｒｏｂｌｅｍ.
Ｔｈｅｏｒｅｍ ２　 Ｆｏｒ ａｎｙ ｍ０>０ꎬｔｈｅｎ ｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔｓ ａ ｕｎｉｑｕｅ λ ｓｕｃｈ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ(ｕꎬｖꎬρꎬΓ) ｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄ ｉｎ

Ｔｈｅｏｒｅｍ １ ｉｓ ｕｎｉｑｕｅ.
Ｐｒｏｏｆ　 Ｓｕｐｐｏｓｅ ｔｈａｔ ｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔ ｔｗｏ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ λ ａｎｄ 􀭹λ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｔｏ ｔｗｏ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｔｏ ｔｈｅ

ｂｏｕｎｄａｒｙ ｖａｌｕｅ ｐｒｏｂｌｅｍ(１１)ꎬｉ.ｅ.ꎬ(ψλꎬＰꎬΓ)ａｎｄ(ψ􀭹λꎬ􀭹Ｐꎬ􀭾Γ) .
Ｗｉｔｈｏｕｔ ｌｏｓｓ ｏｆ ｇｅｎｅｒａｌｉｔｙꎬｗｅ ａｓｓｕｍｅ ｔｈａｔ λ≥􀭹λ. Ｃｈｏｏｓｉｎｇ ａｎｙ ０<ｋ<１ ａｎｄ σ>０ꎬｃｏｎｓｉｄｅｒ

ψσλ(ｘꎬｙ)＝ ψλ
ｘ－σ
ｋ

ꎬｙ＋
ｙ－ｙ０
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ .

Ｔｈｅｎꎬｉｔｓ ｆｒｅｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ Γσλ ｉｓ ｇｉｖｅｎ ｂｙ

ｘ＝ ｋｆλ ｙ０＋
ｙ－ｙ０
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋σꎬｆｏｒ ｙ<ｋ(ｙ－ｙ０)＋ｙ０ꎬ

ｔｈｕｓꎬ

ｋｆλ ｙ０＋
ｙ－ｙ０
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋σ＝ －

ｋ
３
２ ｍ０(１＋δ１(ｙ))

(－ｙ＋ｙ０(１－ｋ)) １ / ２＋σ>－
ｋ１ / ２ｍ０(１＋δ)

｜ ｙ ｜ １ / ２
>
ｋ１ / ２ｍ０(１＋δ２(ｙ))

｜ ｙ ｜ １ / ２
>ｆ􀭹λ(ｙ)ꎬ (２２)

ｗｈｅｒｅ ｋ＝ １
１－δ

ꎬａｎｄ ｋ↑１ꎬａｓ δ↑０. Ｔｈｕｓꎬｔｈｅ ｆｒｅｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｏｆ Γσλ ｏｆ ψσλ ｌｉｅｓ ａｂｏｖｅ ｔｈｅ ｆｒｅｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｏｆ Γ􀭹λ ｏｆ ψ􀭹λ ｉｎ

ｔｈｅ ｒｅｇｉｏｎ{ｙ<ｙ０}.

Ｉｔ ｆｏｌｌｏｗｓ ｆｒｏｍ(２２)ｔｈａｔ ｋｆλ ｙ０＋
ｙ－ｙ０
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋σ→０ꎬａｓ σ→０ꎬｕｎｉｆｏｒｍｌｙ ｆｏｒ ｙ<ｙ１ꎬｆｏｒ ａｎｙ ｙ１<ｋ(ｙ－ｙ０) ＋ｙ０ꎬｗｈｉｃｈ

ｄｉｒｅｃｔｌｙ ｙｉｅｌｄｓ ｔｈａｔ Γσλ∪Ｎσ２ ｌｉｅｓ ａｂｏｖｅ Γ􀭹λ∪􀭾Ｎ２ꎬｉｆ σ ｉｓ ｌａｒｇｅ ｅｎｏｕｇｈ.
Ｔｈｕｓ ｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔｓ ａ ｓｍａｌｌｅｓｔ σ０ ｓｕｃｈ ｔｈａｔ ｔｈｅ ａｂｏｖｅ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｈｏｌｄｓ. Ｂｙ ｔｈｅ ｍａｘｉｍｕｍ ｐｒｉｎｃｉｐｌｅꎬｗｅ ｈａｖｅ

ψσ０λ ≤ψ􀭹λꎬｉｎ Ω∩{ψσ０λ >０}ꎬ (２３)
ｗｈｉｃｈ ｉｍｐｌｉｅｓ ｔｈａｔ ｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔｓ ａ ｐｏｉｎｔ Ｘ２ ＝(ｘ２ꎬｙ２)ｓｕｃｈ ｔｈａｔ ψσ０λ (Ｘ２)＝ ψ􀭹λ(Ｘ２).

Ｉｆ σ０>ｃ０>０ ｆｏｒ ａｌｌ ｋ ｎｅａｒ １ꎬｔｈｕｓ ｔｈｅ ｐｏｉｎｔ Ｘ２ ｃａｎｎｏｔ ｂｅｌｏｎｇ ｔｏ Ｎσ０２ ａｎｄ Ｘ２∈Γσ０λ ∩Γ􀭹λꎬｂｙ ｔｈｅ ｍａｘｉｍｕｍ ｐｒｉｎ￣
ｃｉｐｌｅꎬｗｅ ｄｅｄｕｃｅ ｔｈａｔ

｜∇ψσ０λ ｜ ＝ ２λ－２ｇ ｙ０＋
ｙ２－ｙ０
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≤｜∇ψ􀭹λ ｜ ＝ ２􀭹λ－２ｇｙ２ ａｔ Ｘ２ꎬ

ｗｈｉｃｈ ｉｍｐｌｉｅｓ ｔｈａｔ 􀭹λ>λ. Ｉｔ ｉｓ ａ ｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｉｏｎ. Ｈｅｎｃｅꎬσ０→０ꎬｆｏｒ ａ ｓｕｂｓｅｑｕｅｎｃｅ ｋ↑１ꎬａｎｄ ｗｅ ａｃｑｕｉｒｅ ｆｒｏｍ(２３)
ｔｈａｔ ψλ(ｘꎬｙ)≤ψ􀭹λ . Ｓｕｐｐｏｓｅ ｔｈａｔ ψλ(ｘꎬｙ)≠ψ􀭹λ ｗｅ ｈａｖｅ ｆｏｒ ｓｏｍｅ ｒ>０ ａｎｄ ε>０ ｓｕｃｈ ｔｈａｔ(１＋ε)ψλ≤ψ􀭹λꎬｏｎ ｔｈｅ

ｂｏｕｎｄａｒｙ ｏｆ Ｂｒ(Ａ)∩{ψλ>０}ꎬｓｉｍｉｌａｒｌｙꎬｗｅ ｄｅｄｕｃｅ ｔｈａｔ(１＋ε) λ ＝ －(１＋ε) ｜∇ψλ ｜ Ａ≤－(１＋ε) ｜∇ψλ ｜ Ａ ＝ 􀭹λ ꎬ
ｗｈｉｃｈ ａｌｓｏ ｍａｋｅｓ ａ ｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｉｏｎ. Ｈｅｎｃｅꎬｗｅ ｆｉｎｉｓｈ ｔｈｅ ｐｒｏｏｆ.

５　 Ａｐｐｅｎｄｉｘ
Ｉｎ ｔｈｉｓ ｐａｒｔꎬｗｅ ｗｉｌｌ ｍｅｎｔｉｏｎ ｓｏｍｅ Ｌｅｍｍａｓ ｔｈａｔ ｈａｓ ｂｅｅｎ ｐｒｏｖｅｄ ｉｎ ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ[６]ꎬｗｈｉｃｈ ｉｓ ｉｍｐｏｒｔａｎｔ ｆｏｒ ｔｈｅ

ｐｒｏｏｆ ｏｆ ｔｈｅ Ｔｈｅｏｒｅｍ １.
Ｌｅｍｍａ ７　 Ｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔｓ ａ ｅｎｏｕｇｈ ｌａｒｇｅ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｃｏｎｓｔａｎｔ Ｃ ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ｏｆ μ ａｎｄ λꎬｓｕｃｈ ｔｈａｔ ｉｆ ψ ｉｓ ａ

—７—
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ｍｉｎｉｍｕｍꎬｔｈｅｎ ｆｏｒ ａｎｙ ｂａｌｌ ＢＲ(Ｘ０)∈Ωμ ｗｉｔｈ Ｘ０ ＝(ｘ０ꎬｙ０)ꎬ
１
ｒ
 ∂ＢＲ(Ｘ０)ψλꎬμｄＳ≥Ｃ ｍｉｎ

Ｂｒ(Ｘ０)
２λ－２ｇｙ ꎬ

ｉｍｐｌｉｅｓ ｔｈａｔ ψλꎬμ>０ ｉｎ ＢＲ(Ｘ０).
Ｌｅｍｍａ ８　 Ｆｏｒ ａｎｙ ｓｍａｌｌ ０<ｋ<１ꎬｔｈｅｒｅ ｉｓ ａ ｕｎｉｖｅｒｓａｌ ｃｏｎｓｔａｎｔ ｃ>０ ｓｕｃｈ ｔｈａｔ ｆｏｒ ａｌｌ ｂａｌｌｓ ＢＲ(Ｘ０) ｗｉｔｈ

ｃｅｎｔｅｒ Ｘ０∈Ωμ ａｎｄ ｒ ｓｍａｌｌꎬｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｈｏｌｄｓ
１
ｒ
 ∂Ｂｒ(Ｘ０)ψλꎬμｄＳ≤Ｃ ｍｉｎ

Ｂｒ(Ｘ０)
２λ－２ｇｙ ꎬ

ｉｍｐｌｉｅｓ ψλꎬμ ＝ ０ ｉｎ Ｂκｒ(Ｘ０) .
Ｌｅｍｍａ ９　 Ｌｅｔ Ｇ ｂｅ ａ ｄｏｍａｉｎ ｉｎ Ωμ ｂｏｕｎｄｅｄ ｂｙ ｔｗｏ ｄｉｓｊｏｉｎｔｅｄ ａｒｃｓ γ１ꎬγ２ ｏｆ ｔｈｅ ｆｒｅｅ ｂｏｕｎｄａｒｙꎬｙ＝β１ꎬｙ＝

β２ . Ｓｕｐｐｏｓｅ ｔｈａｔ ｔｈｅ ａｃｒｓ γｉ( ｉ＝ １ꎬ２)ｌｉｅ ｉｎ{β１<ｙ<β２}ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｅｎｄｐｏｉｎｔｓ(αｉꎬβ１)ａｎｄ(ζｉꎬβ２) . Ｓｕｐｐｏｓｅ ｔｈｅ ｄｉｓｔａｎｔ
ｄ＝ｄｉｓｔ(ＧꎬＡ)>０ꎬｔｈｅｎ

｜ β２－β１ ｜≤Ｃ ｍａｘ{ ｜α１－α２ ｜ ꎬ ｜ ζ１－ζ２ ｜ }ꎬ
ｗｈｅｒｅ Ｃ ｉｓ ａ ｃｏｎｓｔａｎｔ ｄｅｐｅｎｄｉｎｇ ｏｎｌｙ ｏｎ λꎬｄ ａｎｄ ｍ０ .

Ｌｅｍｍａ １０　 Ｌｅｔ Ｘ０ ｂｅ ａ ｆｒｅｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｐｏｉｎｔ ｉｎ Ｇ ａｎｄ Ｇ∈Ωμꎬｔｈｅｎ ｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔｓ ａ ｃｏｎｓｔａｎｔ Ｃ>０ ｄｅｐｅｎｄｉｎｇ
ｏｎｌｙ ｏｎ λꎬＧ ｓｕｃｈ ｔｈａｔ ｆｏｒ ａｎｙ ｍｉｎｉｍｉｚｅｒ ψλꎬμꎬ

｜∇ψ ｜≤Ｃ ｍａｘ
Ｇ

２λ－２ｇｙ ｉｎ Ｇ.
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