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[摘要] 　 本文将考虑标的资产价格服从均值回复 Ｏｒｎｓｔｅｉｎ￣Ｕｈｌｅｎｂｅｃｋ 随机波动率模型ꎬ分别采用随机偏微分方

程方法和鞅方法探讨蝶式期权的定价公式.
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蝶式期权(ｂｕｔｔｅｒｆｌｙ ｏｐｔｉｏｎ)是由具有相同到期日ꎬ３ 种不同执行价格的 ４ 份期权组成的一种奇异期权. 最
为常见的一种蝶式期权的构成为:买入执行价格较高与较低的两份欧式看涨期权ꎬ同时卖出执行价格居中两

份欧式看涨期权. 若记期权的到期日为 Ｔꎬ３ 个执行价格为:Ｋ１ꎬＫ２ꎬＫ３ꎬ则:Ｋ１<Ｋ２<Ｋ３ꎬ Ｋ２ ＝(Ｋ１＋Ｋ３) / ２ꎬ且一般

来说ꎬＫ２ 接近标的资产的当前价格ꎬ那么这样一个蝶式期权在到期日 Ｔ的收益函数可以表示为:
ｈ＝(ＳＴ－Ｋ１)

＋－２(ＳＴ－Ｋ２)
＋＋(ＳＴ－Ｋ３)

＋ . (１)
在经典的 Ｂｌａｃｋ￣Ｓｃｈｏｌｅｓ 定价模型中[１]ꎬ我们假设标的资产价格的波动率为常数ꎬ这种假设过于理想

化ꎬ计算出的期权价格往往与实际有着较大差异ꎬ并且具有“微笑”波动率效应ꎬ为了使模型更加切合实

际ꎬ人们改进为:将波动率设为一个与标的资产价格相关的随机过程ꎬ也就是我们说的随机波动率模型.
１９８７ 年ꎬＨｕｌｌ 等研究了 Ｈｕｌｌ￣Ｗｈｉｔｅ 随机波动率模型的期权定价问题[２] .随之ꎬＳｃｏｔｔ[３]、Ｈｅｓｔｏｎ[４]利用此

模型ꎬ得到了关于欧式期权定价的一系列理论. １９９８ 年ꎬＲａｉｎｅｒ Ｓｃｈｏｂｅｌ 等考虑标的资产价格服从均值回

复 Ｏｒｎｓｔｅｉｎ￣Ｕｈｌｅｎｂｅｃｋ 随机波动率过程ꎬ并得到了欧式期权价格的解析解[５] .
近年来ꎬ我国学者对于随机波动率下的美式期权也进行了大量研究. 邓国和等研究了随机波动率与

双指数跳扩组合模型的美式期权定价问题[６] . 梅正阳等研究了一类随机波动率的美式期权定价[７] . 此外ꎬ
一些奇异期权如:亚式期权、障碍期权、两值期权等的定价问题也得到了广泛关注.

在本文中ꎬ我们将主要探究收益函数由式(１)给出的蝶式期权ꎬ并在均值回复 Ｏｒｎｓｔｅｉｎ￣Ｕｈｌｅｎｂｅｃｋ 随机

波动率模型下ꎬ考虑该类奇异期权的定价问题.
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田　 凡ꎬ等:Ｏｒｎｓｔｅｉｎ￣Ｕｈｌｅｎｂｅｃｋ 随机波动率模型下蝶式期权的定价

１　 Ｏｒｎｓｔｅｉｎ￣Ｕｈｌｅｎｂｅｃｋ 随机波动率模型下蝶式期权的定价

假定在风险中性概率测度 Ｑ下ꎬ标的资产价格 Ｓ及其波动率 Ｙ遵从下述随机微分方程组:
ｄＳｔ ＝ ｒＳｔｄｔ＋ＹｔＳｔｄＷ∗

ｔ ꎬ
ｄＹｔ ＝к(θ－Ｙｔ)ｄｔ＋σｄＺ ｔꎬ

{ (２)

式中ꎬθ表示波动率 Ｙｔ 的长期均值ꎬк代表均值回复速度ꎬｒꎬкꎬθꎬσ均为常数ꎬ(Ｗ∗
ｔ ꎬ０≤ｔ≤Ｔ)ꎬ(Ｚｔꎬ０≤ｔ≤Ｔ)

为风险中性概率测度 Ｑ下的标准 Ｂｒｏｗｎ 运动ꎬｃｏｖ(ｄＷ∗
ｔ ꎬｄＺｔ)＝ ρｄｔ.

１.１　 随机偏微分方程方法定价

首先ꎬ我们利用随机偏微分方程方法求解.

设 Ｗ∗
ｔ ＝ ρＺ ｔ＋ １－ρ２Ｗｔꎬ其中ꎬＺ ｔ 与 Ｗｔ 为风险中性概率测度 Ｑ 下相互独立的标准 Ｂｒｏｗｎ 运动ꎬ则式

(２)变为:

ｄＳｔ ＝ ｒＳｔｄｔ＋ＹｔＳｔρｄＺ ｔ＋ＹｔＳｔ １－ρ２ ｄＷｔꎬ
ｄＹｔ ＝к(θ－Ｙｔ)ｄｔ＋σｄＺ ｔ .

{ (３)

以下在风险中性概率测度 Ｑ下ꎬ考虑包含一份金融衍生产品 Ｖｔ 和 Δ１ 份标的资产 Ｓｔ 的投资组合ꎬ为
了消除随机波动率所引发的风险ꎬ我们再引入 Δ２ 份具有不同到期日和不同执行价格的任一未定权益 Ｖ２ｔꎬ
其中 ＶｔꎬＶ２ｔ与 ｔꎬＹꎬＳ有关ꎬＹꎬＳ满足式(３) . 这样构成的一个投资组合 Πꎬ它的价值为:

Π ｔ ＝Ｖ( ｔꎬＳｔꎬＹｔ)－Δ１Ｓｔ－Δ２Ｖ２( ｔꎬＳｔꎬＹｔ) .
由 Ｉｔｏ 公式ꎬ我们有:

ｄΠ ｔ ＝ｄＶ( ｔꎬＳｔꎬＹｔ)－Δ１ｄＳｔ－Δ２ｄＶ２( ｔꎬＳｔꎬＹｔ)＝
∂Ｖ
∂ｔ

＋ １
２

∂２Ｖ
∂Ｓ２
Ｙ２
ｔ Ｓ２ｔ ＋

１
２

∂２Ｖ
∂Ｙ２σ

２＋ ∂２Ｖ
∂Ｓ∂Ｙ

ρσＹｔＳｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｔ－

Δ２

∂Ｖ２

∂ｔ
＋ １
２

∂２Ｖ２

∂Ｓ２
Ｙ２
ｔ Ｓ２ｔ ＋

１
２

∂２Ｖ２

∂Ｙ２ σ
２＋

∂２Ｖ２

∂Ｓ∂Ｙ
ρσＹｔＳｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｔ＋

∂Ｖ
∂Ｓ

－Δ１－Δ２

∂Ｖ２

∂Ｓ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄＳｔ＋

∂Ｖ
∂Ｙ

－Δ２

∂Ｖ２

∂Ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄＹｔꎬ (４)

为了消除随机因素ꎬ需要满足:

Δ１ ＝
∂Ｖ
∂Ｓ

－

∂Ｖ
∂Ｙ
∂Ｖ２

∂Ｙ

∂Ｖ２

∂Ｓ
ꎬ　 Δ２ ＝

∂Ｖ
∂Ｙ
∂Ｖ２

∂Ｙ

.

为使投资组合 Π无风险ꎬ即
ｄΠ ｔ ＝ ｒΠ ｔｄｔ＝ ｒ(Ｖｔ－Δ１Ｓｔ－Δ２Ｖ２ｔ)ｄｔ.

将我们解得的 Δ１ꎬΔ２ 代入上式ꎬ可得:

∂Ｖ
∂ｔ

＋ １
２

∂２Ｖ
∂Ｓ２
Ｙ２
ｔ Ｓ２ｔ ＋

１
２

∂２Ｖ
∂Ｙ２σ

２＋ ∂２Ｖ
∂Ｓ∂Ｙ

ρσＹｔＳｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｔ－

∂Ｖ
∂Ｙ
∂Ｖ２

∂Ｙ

∂Ｖ２

∂ｔ
＋ １
２

∂２Ｖ２

∂Ｓ２
Ｙ２
ｔ Ｓ２ｔ ＋

１
２

∂２Ｖ２

∂Ｙ２ σ
２＋

∂２Ｖ２

∂Ｓ∂Ｙ
ρσＹｔＳｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｔ＝

ｒ Ｖｔ－
∂Ｖ
∂Ｓ

－

∂Ｖ
∂Ｙ
∂Ｖ２

∂Ｙ

∂Ｖ２

∂Ｓ

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

Ｓｔ－

∂Ｖ
∂Ｙ
∂Ｖ２

∂Ｙ

Ｖ２ｔ

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

ｄｔꎬ

整理可得等式:
∂Ｖ
∂ｔ

＋ １
２

∂２Ｖ
∂Ｓ２
Ｙ２
ｔ Ｓ２ｔ ＋

１
２

∂２Ｖ
∂Ｙ２σ

２＋ ∂２Ｖ
∂Ｓ∂Ｙ

ρσＹｔＳｔ＋ｒ
∂Ｖ
∂Ｓ
Ｓｔ－ｒＶｔ

∂Ｖ
∂Ｙ

＝

∂Ｖ２

∂ｔ
＋ １
２

∂２Ｖ２

∂Ｓ２
Ｙ２
ｔ Ｓ２ｔ ＋

１
２

∂２Ｖ２

∂Ｙ２ σ
２＋

∂２Ｖ２

∂Ｓ∂Ｙ
ρσＹｔＳｔ＋ｒ

∂Ｖ２

∂Ｓ
Ｓｔ－ｒＶ２ｔ

∂Ｖ２

∂Ｙ

.

(５)
—５１—
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由文献[８]可知ꎬ由未定权益 Ｖ２ｔ的任意性ꎬ式(５)是一个仅依赖于 ＹꎬＳꎬｔꎬ而与 ＶꎬＶ２ 无关的函数ꎬ我们

把这个函数记为:
－(μ１( ｔꎬＹ)－λ１( ｔꎬＳꎬＹ) σ^１( ｔꎬＹ))ꎬ

我们称 λ１( ｔꎬＳꎬＹ)为波动率风险的市场价格.
则由式(５)ꎬ我们有微分方程:

∂Ｖ
∂ｔ

＋ １
２

∂２Ｖ
∂Ｓ２
Ｙ２
ｔ Ｓ２ｔ ＋

１
２

∂２Ｖ
∂Ｙ２σ

２＋ ∂２Ｖ
∂Ｓ∂Ｙ

ρσＹｔＳｔ＋ｒ
∂Ｖ
∂Ｓ
Ｓｔ＋(μ１－λ１σ^１)

∂Ｖ
∂Ｙ

＝ ｒＶｔ .

由此ꎬ我们便可以得到一个到期日为 Ｔꎬ标的资产价格服从式(３)的均值回复 Ｏｒｎｓｔｅｉｎ￣Ｕｈｌｅｎｂｅｃｋ 过

程ꎬ且收益函数 ｈ由式(１)给出的蝶式期权ꎬ它的价格是下列偏微分方程的解:
∂Ｖ
∂ｔ

＋ １
２

∂２Ｖ
∂Ｓ２
Ｙ２
ｔ Ｓ２ｔ ＋

１
２

∂２Ｖ
∂Ｙ２σ

２＋ ∂２Ｖ
∂Ｓ∂Ｙ

ρσＹｔＳｔ＋ｒ
∂Ｖ
∂Ｓ
Ｓｔ＋(μ１－λ１σ^１)

∂Ｖ
∂Ｙ

－ｒＶｔ ＝ ０ꎬ

Ｖ(ＴꎬＳＴꎬＹＴ)＝ (ＳＴ－Ｋ１)
＋－２(ＳＴ－Ｋ２)

＋＋(ＳＴ－Ｋ３)
＋ꎬ

Ｖ( ｔꎬ０ꎬＹｔ)＝ ０.

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(６)

注意到ꎬ此式(６)是没有显示解的ꎬ即在随机偏微分方程方法下ꎬ我们无法得到蝶式期权价格的显示

公式.
１.２　 鞅方法定价

下面ꎬ我们将利用鞅方法ꎬ结合特征函数以及傅里叶逆变换[９－１１]ꎬ重新考虑蝶式期权的定价问题.
令 Ｘ ｔ ＝ ｌｏｇ(Ｓｔ)ꎬ则在风险中性概率测度 Ｑ下ꎬ我们的式(２)变为:

ｄＸ ｔ ＝ ｒ－
１
２
Ｙ２
ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｔ＋ＹｔｄＷ∗

ｔ ꎬ

ｄＹｔ ＝к(θ－Ｙｔ)ｄｔ＋σｄＺ ｔꎬ

ì

î

í
ïï

ïï
(７)

式中ꎬｃｏｖ(ｄＷ∗
ｔ ꎬｄＺ ｔ)＝ ρｄｔ.

记 ＣＯ 为 Ｏ－Ｕ 随机波动率模型下蝶式期权的价格ꎬ则由资产定价的基本定理ꎬ有:
ＣＯ( ｔꎬＳｔꎬＹｔ)＝ ＥＱ(ｅ

－ｒ(Ｔ－ｔ)[(ＳＴ－Ｋ１)
＋－２(ＳＴ－Ｋ２)

＋＋(ＳＴ－Ｋ３)
＋])＝ ＥＱ(ｅ－ｒ(Ｔ－ｔ)ＳＴＩ{ＸＴ>ｌｏｇ(Ｋ１)})－

ｅ－ｒ(Ｔ－ｔ) Ｋ１ＥＱ( Ｉ{ＸＴ>ｌｏｇ(Ｋ１)})－２{Ｅ
Ｑ(ｅ－ｒ(Ｔ－ｔ)ＳＴＩ{ＸＴ>ｌｏｇ(Ｋ２)})－ｅ

－ｒ(Ｔ－ｔ) Ｋ２ＥＱ( Ｉ{ＸＴ>ｌｏｇ(Ｋ２)})}＋
ＥＱ(ｅ－ｒ(Ｔ－ｔ)ＳＴＩ{ＸＴ>ｌｏｇ(Ｋ３)})－ｅ

－ｒ(Ｔ－ｔ) Ｋ３ＥＱ( Ｉ{ＸＴ>ｌｏｇ(Ｋ３)}) . (８)
定理 １　 到期日为 Ｔꎬ标的资产价格服从 Ｏ－Ｕ 随机波动率模型式(７)ꎬ且收益函数 ｈ 由式(１)给出的

蝶式期权ꎬ它的价格 ＣＯ 为:
ＣＯ( ｔꎬＳｔꎬＹｔ)＝ ＳｔＦＱ１(ＳＴ>Ｋ１)－ｅ

－ｒ(Ｔ－ｔ)Ｋ１ＦＱ２(ＳＴ>Ｋ１)－２[ＳｔＦＱ１(ＳＴ>Ｋ２)－ｅ
－ｒ(Ｔ－ｔ)Ｋ２ＦＱ２(ＳＴ>Ｋ２)]＋

ＳｔＦＱ１(ＳＴ>Ｋ３)－ｅ
－ｒ(Ｔ－ｔ)Ｋ３ＦＱ２(ＳＴ>Ｋ３)ꎬ (９)

式中ꎬ
ｄＱ１

ｄＱ
＝
ｅ－ｒ(Ｔ－ｔ)ＳＴ
Ｓｔ

ꎬ
ｄＱ２

ｄＱ
＝ １ꎬＦＱ１ꎬＦＱ２分别表示 Ｑ１ꎬＱ２ 的概率分布.

证明　 由文献[１２]ꎬ我们有:若无股息的资产 Ｘ是一个在任意 ｔ∈[０ꎬＴ]时刻都几乎必然为正的随机过

程ꎬ那么在可测空间(ΩꎬＦ)上ꎬ存在一个新的概率测度 ＱＸꎬ使得任意资产的价格与 Ｘｔ 的比值是一个 ＱＸ－鞅.
根据上述理论ꎬ我们设 Ｐ(ｔꎬＴ)为到期日 Ｔ时刻的价值为一元的零息债券在 ｔ时刻的价格ꎬ即 Ｐ(ＴꎬＴ)＝

１. 现在分别以 Ｓｔ 和 Ｐ(ｔꎬＴ)作为计价单位ꎬ定义两个新的鞅测度 Ｑ１ꎬＱ２ꎬ
ｄＱ１

ｄＱ
＝
ｅ－ｒ(Ｔ－ｔ)ＳＴ
Ｓｔ

ꎬ
ｄＱ２

ｄＱ
＝ ｅ－ｒ(Ｔ－ｔ)Ｐ(ＴꎬＴ)

Ｐ( ｔꎬＴ)
＝ １. (１０)

用 Ｑ１ꎬＱ２ 改写式(９)ꎬ则有:
ＣＯ( ｔꎬＳｔꎬＹｔ)＝ ＳｔＥＱ１( Ｉ{ＸＴ>ｌｏｇ(Ｋ１)})－ｅ

－ｒ(Ｔ－ｔ) Ｋ１ＥＱ２( Ｉ{ＸＴ>ｌｏｇ(Ｋ１)})－２[ＳｔＥ
Ｑ１( Ｉ{ＸＴ>ｌｏｇ(Ｋ２)})－

ｅ－ｒ(Ｔ－ｔ) Ｋ２ＥＱ２( Ｉ{ＸＴ>ｌｏｇ(Ｋ２)})]＋ＳｔＥ
Ｑ１( Ｉ{ＸＴ>ｌｏｇ(Ｋ３)})－ｅ

－ｒ(Ｔ－ｔ) Ｋ３ＥＱ２( Ｉ{ＸＴ>ｌｏｇ(Ｋ３)})＝
ＳｔＦＱ１(ＳＴ>Ｋ１)－ｅ

－ｒ(Ｔ－ｔ)Ｋ１ＦＱ２(ＳＴ>Ｋ１)－２[ＳｔＦＱ１(ＳＴ>Ｋ２)－ｅ
－ｒ(Ｔ－ｔ)Ｋ２ＦＱ２(ＳＴ>Ｋ２)]＋

ＳｔＦＱ１(ＳＴ>Ｋ３)－ｅ
－ｒ(Ｔ－ｔ)Ｋ３ＦＱ２(ＳＴ>Ｋ３) .

由此ꎬ定理得证.
—６１—
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田　 凡ꎬ等:Ｏｒｎｓｔｅｉｎ￣Ｕｈｌｅｎｂｅｃｋ 随机波动率模型下蝶式期权的定价

下一步ꎬ我们想要求得概率测度 Ｑ１ꎬＱ２ 的概率分布函数. 为此定义特征函数:
ｆ ｊ(ｕ)＝ ＥＱｊ(ｅｉｕＸＴ)　 ｊ＝ １ꎬ２.

定理 ２　 Ｑ１ꎬＱ２ 的特征函数分别为:

ｆ１(ｕ)＝ ｅｉｕ[ ｒ(Ｔ－ｔ)＋Ｘｔ]－
１
２ ρ(１＋ｉｕ)[σ

－１Ｙ２ｔ ＋σ(Ｔ－ｔ)]＋
１
２ Ｄ( ｔꎬＴꎻｓ１ꎬｓ３)Ｙ

２ｔ ＋Ｂ( ｔꎬＴꎻｓ１ꎬｓ２ꎬｓ３)Ｙｔ＋Ｃ( ｔꎬＴꎻｓ１ꎬｓ２ꎬｓ３)ꎬ (１１)

ｆ２(ｕ)＝ ｅｉｕ[ ｒ(Ｔ－ｔ)＋Ｘｔ]－
１
２ ｉｕρ[σ－１Ｙ２ｔ ＋σ(Ｔ－ｔ)]＋

１
２ Ｄ( ｔꎬＴꎻｓ^１ꎬｓ^３)Ｙ

２ｔ ＋Ｂ( ｔꎬＴꎻｓ^１ꎬｓ^２ꎬｓ^３)Ｙｔ＋Ｃ( ｔꎬＴꎻｓ^１ꎬｓ^２ꎬｓ^３)ꎬ (１２)

式中ꎬｓ１ ＝－ １
２
(１＋ｉｕ)２(１－ρ２)＋ １

２
(１＋ｉｕ)(１－２кρσ－１)ꎬｓ２ ＝(１＋ｉｕ)кθρσ－１ꎬｓ３ ＝

１
２
(１＋ｉｕ)ρσ－１ꎬｓ^１ ＝

１
２
ｕ２(１－ρ２)＋

１
２
ｉｕ(１－２кρσ－１)ꎬ^ｓ２ ＝ｉｕкθρσ

－１ ꎬ^ｓ３ ＝
１
２
ｉｕρσ－１ꎬ

Ｄ( ｔꎬＴꎻｓ１ꎬｓ３)＝
１
σ２ к－γ１

ｓｉｎｈ[γ１(Ｔ－ｔ)]＋γ２ｃｏｓｈ[γ１(Ｔ－ｔ)]
ｃｏｓｈ[γ１(Ｔ－ｔ)]＋γ２ｓｉｎｈ[γ１(Ｔ－ｔ)]

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

Ｂ( ｔꎬＴꎻｓ１ꎬｓ２ꎬｓ３)＝
１
σ２γ１

(кθγ１－γ２γ３)＋γ３(ｓｉｎｈ[γ１(Ｔ－ｔ)]＋γ２ｃｏｓｈ[γ１(Ｔ－ｔ)])
ｃｏｓｈ[γ１(Ｔ－ｔ)]＋γ２ｓｉｎｈ[γ１(Ｔ－ｔ)]

－кθγ１
æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

Ｃ( ｔꎬＴꎻｓ１ꎬｓ２ꎬｓ３)＝ － １
２
ｌｏｇ(ｃｏｓｈ[γ１(Ｔ－ｔ)]＋γ２ｓｉｎｈ[γ１(Ｔ－ｔ)]＋

１
２
к(Ｔ－ｔ)＋

к２θ２γ２
１－γ２

３

２σ２γ３
１

ｓｉｎｈ[γ１(Ｔ－ｔ)]
ｃｏｓｈ[γ１(Ｔ－ｔ)]＋γ２ｓｉｎｈ[γ１(Ｔ－ｔ)]

－γ１(Ｔ－ｔ)
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

(кθγ１－γ２γ３)γ３

σ２γ３
１

ｃｏｓｈ[γ１(Ｔ－ｔ)]－１
ｃｏｓｈ[γ１(Ｔ－ｔ)]＋γ２ｓｉｎｈ[γ１(Ｔ－ｔ)]

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

Ｄ( ｔꎬＴꎻｓ^１ꎬｓ^３)＝
１
σ２ к－γ^１

ｓｉｎｈ[ γ^１(Ｔ－ｔ)]＋γ^２ｃｏｓｈ[ γ^１(Ｔ－ｔ)]

ｃｏｓｈ[ γ^１(Ｔ－ｔ)]＋γ^２ｓｉｎｈ[ γ^１(Ｔ－ｔ)]
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ

Ｂ( ｔꎬＴꎻｓ^１ꎬｓ^２ꎬｓ^３)＝
１
σ２ γ^１

(кθγ^１－γ^２ γ^３)＋γ^３(ｓｉｎｈ[ γ^１(Ｔ－ｔ)]＋γ^２ｃｏｓｈ[ γ^１(Ｔ－ｔ)])

ｃｏｓｈ[ γ^１(Ｔ－ｔ)]＋γ^２ｓｉｎｈ[ γ^１(Ｔ－ｔ)]
－кθγ^１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ

Ｃ( ｔꎬＴꎻｓ^１ꎬｓ^２ꎬｓ^３)＝ － １
２
ｌｏｇ(ｃｏｓｈ[ γ^１(Ｔ－ｔ)]＋γ^２ｓｉｎｈ[ γ^１(Ｔ－ｔ)]＋

１
２
к(Ｔ－ｔ)＋

к２θ２ γ^２
１－γ^２

３

２σ２ γ^３
１

×

ｓｉｎｈ[ γ^１(Ｔ－ｔ)]

ｃｏｓｈ[ γ^１(Ｔ－ｔ)]＋γ^２ｓｉｎｈ[ γ^１(Ｔ－ｔ)]
－γ^１(Ｔ－ｔ)

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＋

(кθγ^１－γ^２ γ^３) γ^３

σ２ γ^３
１

ｃｏｓｈ[ γ^１(Ｔ－ｔ)]－１

ｃｏｓｈ[ γ^１(Ｔ－ｔ)]＋γ^２ｓｉｎｈ[ γ^１(Ｔ－ｔ)]
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ .

这里ꎬγ１ ＝ ２σ２ｓ１＋к２ ꎬγ２ ＝
１
γ１

(к－２σ２ｓ３)ꎬγ３ ＝к２θ－ｓ２ σ２ꎬγ^１ ＝ ２σ２ ｓ^１＋к２ ꎬγ^２ ＝
１
γ^１

(к－２σ２ ｓ^３)ꎬγ^３ ＝к２θ－ｓ^２ σ２ .

证明　 设 Ｗ∗
ｔ ＝ ρＺ ｔ＋ １－ρ２Ｗｔꎬ其中 Ｚ ｔ 与 Ｗｔ 为相互独立的标准 Ｂｒｏｗｎ 运动.

由式(９)ꎬｆ１(ｕ)在风险中性概率测度 Ｑ下可表示为:

ｆ１(ｕ)＝ ＥＱ１(ｅｉｕＸＴ)＝ ＥＱ
ｅ－ｒ(Ｔ－ｔ)ＳＴ
Ｓｔ

ｅｉｕＸＴ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ＥＱ(ｅ－ｒ(Ｔ－ｔ)－Ｘｔ＋(１＋ｉｕ)ＸＴ)＝ ＥＱ ｅ －ｒ(Ｔ－ｔ) －Ｘｔ＋(１＋ ｉｕ) Ｘｔ＋∫Ｔｔ ｒ－ １

２ Ｙ
２ｕ( ) ｄｕ＋∫Ｔｔ ＹｕｄＷ∗ｕ( )( ) ＝

ｅｉｕ[ ｒ(Ｔ－ｔ)＋Ｘｔ]ＥＱ ｅ(１＋ ｉｕ) － １
２ ∫Ｔｔ Ｙ２ｕｄｕ＋∫

Ｔ

ｔ
ＹｕｄＷ∗ｕ[ ]( ) ＝ｅｉｕ[ ｒ(Ｔ－ｔ)＋Ｘｔ]ＥＱ ｅ(１＋ ｉｕ) － １

２ ∫Ｔｔ Ｙ２ｕｄｕ＋ρ∫
Ｔ

ｔ
ＹｕｄＺｕ＋ １－ρ２∫Ｔｔ ＹｕｄＷｕ[ ]( ) .

由于 ｄＺ ｔ 与 ｄＷｔ 是相互独立的ꎬ且 ∫Ｔ
ｔ
ＹｕｄＷｕ 服从均值为 ０ꎬ方差为

１
２ ∫

Ｔ

ｔ
Ｙ２
ｕｄｕ的正态分布ꎬ所以:

ｆ１(ｕ)＝ ｅｉｕ[ ｒ(Ｔ－ｔ)＋Ｘｔ]ＥＱ ｅ(１＋ ｉｕ) － １
２ ∫Ｔｔ Ｙ２ｕｄｕ＋ρ∫

Ｔ

ｔ
ＹｕｄＺｕ[ ] ＋ １

２ (１＋ ｉｕ) ２(１－ρ２)∫Ｔｔ Ｙ２ｕｄｕ( ) ＝

ｅｉｕ[ ｒ(Ｔ－ｔ)＋Ｘｔ]ＥＱ ｅ
１
２ (１＋ ｉｕ)[(１＋ ｉｕ)(１－ρ２) －１]∫Ｔｔ Ｙ２ｕｄｕ＋(１＋ ｉｕ)ρ∫

Ｔ

ｔ
ＹｕｄＺｕ( ) ＝

ｅｉｕ[ ｒ(Ｔ－ｔ)＋Ｘｔ]ＥＱ ｅ
１
２ (１＋ ｉｕ)[(１＋ ｉｕ)(１－ρ２) －１]∫Ｔｔ Ｙ２ｕｄｕ＋(１＋ ｉｕ)

ρ
２σ Ｙ２Ｔ－Ｙ２ｔ －σ２(Ｔ－ｔ) －２кθ∫Ｔｔ Ｙｕｄｕ＋２к∫

Ｔ

ｔ
Ｙ２ｕｄｕ( )( ) ＝

ｅｉｕ[ ｒ(Ｔ－ｔ)＋Ｘｔ]ＥＱ ｅ
１
２ (１＋ ｉｕ) (１＋ ｉｕ)(１－ρ２) －１＋２кρσ[ ] ∫Ｔｔ Ｙ２ｕｄｕ－(１＋ ｉｕ)

ρ
２σ(Ｙ

２ｔ ＋σ２(Ｔ－ｔ)) ＋(１＋ ｉｕ) ρ２σＹ
２Ｔ－(１＋ ｉｕ)

кθρ
σ ∫Ｔｔ Ｙｕｄｕ( ) ＝

ｅｉｕ[ ｒ(Ｔ－ｔ)＋Ｘｔ]－(１＋ｉｕ)
ρ
２σ(Ｙ

２ｔ ＋σ２(Ｔ－ｔ))ＥＱ ｅ －ｓ１∫
Ｔ

ｔ
Ｙ２ｕｄｕ－ｓ２∫Ｔｔ Ｙｕｄｕ＋ｓ３Ｙ２Ｔ( ) ꎬ

—７１—
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式中ꎬｓ１ ＝ － １
２
(１＋ｉｕ) ２(１－ρ２)＋ １

２
(１＋ｉｕ)(１－２кρσ－１)ꎬｓ２ ＝(１＋ｉｕ)кθρσ－１ꎬｓ３ ＝

１
２
(１＋ｉｕ)ρσ－１ .

下面计算期望值ꎬ记

ｙ(ＹꎬｔꎬＴ)＝ ＥＱ ｅ －ｓ１∫
Ｔ

ｔ
Ｙ２ｕｄｕ－ｓ２∫Ｔｔ Ｙｕｄｕ＋ｓ３Ｙ２Ｔ( ) ＝ＥＱ ｅ∫

Ｔ

ｔ
( －ｓ１Ｙ２ｕ－ｓ２Ｙｕ)ｄｕｅｓ３Ｙ２Ｔ( ) .

对于任意的复数 ｓ１ꎬｓ２ 和 ｓ３ꎬ－ｓ１Ｙ２
ｕ－ｓ２Ｙｕ 有下界ꎬ根据 Ｆｅｙｎｍａｎ￣Ｋａｃ 公式ꎬｙ 需满足下列带边界条件的

微分方程:
１
２
σ２ ∂２ｙ

∂Ｙ２＋к(θ－Ｙ)
∂ｙ
∂Ｙ

－( ｓ１Ｙ２＋ｓ２Ｙ)ｙ＋
∂ｙ
∂ｔ

＝ ０ꎬ

ｙ(ＹꎬＴꎬＴ)＝ ｅｓ３Ｙ２ .

ì

î

í

ïï

ïï

(１３)

且上述微分方程的解为:

ｙ(ＹꎬｔꎬＴ)＝ ｅ
１
２ Ａ( ｔꎬＴ)Ｙ

２ｔ ＋Ｂ( ｔꎬＴ)Ｙｔ＋Ｃ( ｔꎬＴ)＋ｓ３Ｙ２ｔ ＝ｅ
１
２ (Ａ( ｔꎬＴ)＋２ｓ３)Ｙ２ｔ ＋Ｂ( ｔꎬＴ)Ｙｔ＋Ｃ( ｔꎬＴ)＝ ｅ

１
２ Ｄ( ｔꎬＴ)Ｙ

２ｔ ＋Ｂ( ｔꎬＴ)Ｙｔ＋Ｃ( ｔꎬＴ)ꎬ (１４)
式中ꎬＤ( ｔꎬＴ)＝ Ａ( ｔꎬＴ)＋２ｓ３ .

将式(１４)代入上述微分方程式(１３)ꎬ我们可以得到决定 Ｄ( ｔꎬＴ)ꎬＢ( ｔꎬＴ)ꎬＣ( ｔꎬＴ)的 ３ 个常微分

方程:
Ｄｔ ＝ －σ２Ｄ２＋２кＤ＋２ｓ１ꎬ
Ｂ ｔ ＝(к－σ２Ｄ)Ｂ－кθＤ＋ｓ２ꎬ

Ｃ ｔ ＝ － １
２
σ２Ｂ２－кθＢ－ １

２
σ２Ｄꎬ

式中ꎬＤ(ＴꎬＴ)＝ ２ｓ３ꎬＢ(ＴꎬＴ)＝ Ｃ(ＴꎬＴ)＝ ０. 求解上述常微分方程组ꎬ我们有:

Ｄ( ｔꎬＴ)＝ １
σ２ к－γ１

ｓｉｎｈ[γ１(Ｔ－ｔ)]＋γ２ｃｏｓｈ[γ１(Ｔ－ｔ)]
ｃｏｓｈ[γ１(Ｔ－ｔ)]＋γ２ｓｉｎｈ[γ１(Ｔ－ｔ)]

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

Ｂ( ｔꎬＴ)＝ １
σ２γ１

(кθγ１－γ２γ３)＋γ３(ｓｉｎｈ[γ１(Ｔ－ｔ)]＋γ２ｃｏｓｈ[γ１(Ｔ－ｔ)])
ｃｏｓｈ[γ１(Ｔ－ｔ)]＋γ２ｓｉｎｈ[γ１(Ｔ－ｔ)]

－кθγ１
æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

Ｃ( ｔꎬＴ)＝ － １
２
ｌｏｇ(ｃｏｓｈ[γ１(Ｔ－ｔ)]＋γ２ｓｉｎｈ[γ１(Ｔ－ｔ)]＋

１
２
к(Ｔ－ｔ)＋

к２θ２γ２
１－γ２

３

２σ２γ３
１

ｓｉｎｈ[γ１(Ｔ－ｔ)]
ｃｏｓｈ[γ１(Ｔ－ｔ)]＋γ２ｓｉｎｈ[γ１(Ｔ－ｔ)]

－γ１(Ｔ－ｔ)
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

(кθγ１－γ２γ３)γ３

σ２γ３
１

ｃｏｓｈ[γ１(Ｔ－ｔ)]－１
ｃｏｓｈ[γ１(Ｔ－ｔ)]＋γ２ｓｉｎｈ[γ１(Ｔ－ｔ)]

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

式中ꎬγ１ ＝ ２σ２ｓ１＋к２ ꎬγ２ ＝
１
γ１

(к－２σ２ｓ３)ꎬγ３ ＝к２θ－ｓ２ σ２ .

得到了与时间独立的函数 Ｄ( ｔꎬＴ)ꎬＢ( ｔꎬＴ)ꎬＣ( ｔꎬＴ)ꎬ现在我们便可得到 ｆ１(ｕ)的闭解形式:

ｆ１(ｕ)＝ ｅｉｕ[ ｒ(Ｔ－ｔ)＋Ｘｔ]－
１
２ ρ(１＋ｉｕ)[σ

－１Ｙ２ｔ ＋σ(Ｔ－ｔ)]＋
１
２ Ｄ( ｔꎬＴꎻｓ１ꎬｓ３)Ｙ

２ｔ ＋Ｂ( ｔꎬＴꎻｓ１ꎬｓ２ꎬｓ３)Ｙｔ＋Ｃ( ｔꎬＴꎻｓ１ꎬｓ２ꎬｓ３) .
类似于 ｆ１(ｕ)的求解ꎬ同样地ꎬ我们可以得到 ｆ２(ｕ)的闭解形式:

ｆ２(ｕ)＝ ｅｉｕ[ ｒ(Ｔ－ｔ)＋Ｘｔ]－
１
２ ｉｕρ[σ－１Ｙ２ｔ ＋σ(Ｔ－ｔ)]＋

１
２ Ｄ( ｔꎬＴꎻｓ^１ꎬｓ^３)Ｙ

２ｔ ＋Ｂ( ｔꎬＴꎻｓ^１ꎬｓ^２ꎬｓ^３)Ｙｔ＋Ｃ( ｔꎬＴꎻｓ^１ꎬｓ^２ꎬｓ^３)ꎬ

式中ꎬｓ^１ ＝
１
２
ｕ２(１－ρ２)＋ １

２
ｉｕ(１－２кρσ－１)ꎬｓ^２ ＝ ｉｕкθρσ－１ꎬｓ^３ ＝

１
２
ｉｕρσ－１ .

由此ꎬ定理得证.
由上述定理 ２ꎬ我们分别得到了概率测度 Ｑ１ꎬＱ２ 的特征函数 ｆ１(ｕ)和 ｆ２(ｕ)的闭解形式ꎬ再根据傅里叶

逆变换公式ꎬ我们就可以计算出 Ｑ１ꎬＱ２ 的概率分布函数:

Ｆ ｊｌ ＝
１
２
＋ １
π ∫

∞

０
Ｒｅ ｆ ｊ(ｕ)

ｅ－ｉｕｌｏｇＫｌ

ｉｕ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｕꎬ　 ｊ＝ １ꎬ２ꎬ　 ｌ＝ １ꎬ２ꎬ３. (１５)

最后ꎬ只要将式(１５)代入式(９)ꎬ我们便可以得到:一个期日为 Ｔꎬ标的资产价格服从均值回复 Ｏ－Ｕ 随

机波动率模型式(７)ꎬ且收益函数 ｈ由式(１)给出的蝶式期权ꎬ它的定价公式可表示为:
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田　 凡ꎬ等:Ｏｒｎｓｔｅｉｎ￣Ｕｈｌｅｎｂｅｃｋ 随机波动率模型下蝶式期权的定价

ＣＯ( ｔꎬＳｔꎬＹｔ)＝ ＳｔＦ１１－ｅ
－ｒ(Ｔ－ｔ)Ｋ１Ｆ２１－２[ＳｔＦ１２－ｅ

－ｒ(Ｔ－ｔ)Ｋ２Ｆ２２]＋ＳｔＦ１３－ｅ
－ｒ(Ｔ－ｔ)Ｋ３Ｆ２３ . (１６)

由此ꎬ我们就通过鞅方法ꎬ结合特征函数ꎬ得到了均值回复 Ｏｒｎｓｔｅｉｎ￣Ｕｈｌｅｎｂｅｃｋ 随机波动率模型下ꎬ蝶
式期权价格的闭解形式.

２　 结论

在本文中ꎬ为了与实际更加贴合ꎬ从推广波动率为随机过程入手ꎬ考虑了标的资产价格满足均值回复

Ｏｒｎｓｔｅｉｎ￣Ｕｈｌｅｎｂｅｃｋ 随机过程下蝶式期权的定价公式. 利用随机偏微分方程方法定价ꎬ得到了蝶式期权价

格满足的微分方程ꎬ然后ꎬ根据鞅方法ꎬ结合特征函数以及傅里叶逆变换公式ꎬ求解出了蝶式期权价格的闭

解形式.
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