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传输密度的 Ｌｐꎬｑ 估计

陈　 平

(江苏第二师范学院数学与信息技术学院ꎬ江苏 南京 ２１００１３)

[摘要] 　 研究了与两个概率测度 μ和 ｖ之间的最优计划 γ有关的传输密度 σγ 的绝对连续性和 Ｌｐꎬｑ可和性. 更
确切地说ꎬ如果 μ∈Ｌｐꎬｑꎬ其中 １≤ｐ<＋∞ ꎬ１≤ｑ<＋∞以及 ｖ的支撑集合为有限点集ꎬ则有 σγ∈Ｌｐꎬｑ . 本文的证明主

要利用经由位移内插 μｔ 给出了 σγ 的等价定义公式ꎬσγ 与 μｔ 的关系不等式ꎬ以及对位移内插 μｔ 进行的 Ｌｐꎬｑ估计.
[关键词] 　 Ｌｐꎬｑ估计ꎬ传输密度ꎬ位移内插
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Ａｂｓｔｒａｃｔ:Ｔｈｅ ｐａｐｅｒ ｐｒｅｓｅｎｔｓ ｔｈｅ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙ ａｎｄ Ｌｐꎬｑ ｓｕｍｍａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ａ ｔｒａｎｓｐｏｒｔ ｄｅｎｓｉｔｙ σγ ａｓｓｏｃｉａｔｅｄ ｔｏ ａｎ ｏｐｔｉｍａｌ
ｔｒａｎｓｐｏｒｔ ｐｌａｎ γ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｗｏ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｍｅａｓｕｒｅｓ μ ａｎｄ ｖ. Ｍｏｒｅ ｐｒｅｃｉｓｅｌｙꎬσγ∈Ｌｐꎬｑ ｈｏｌｄｓ ｉｆ μ∈Ｌｐꎬｑ ｗｈｅｒｅ １≤ｐ<＋∞ꎬ
１≤ｑ<＋∞ ａｎｄ ｖ ｈａｓ ａ ｆｉｎｉｔｅ ｓｕｐｐｏｒｔ ｓｅｔ. Ｔｈｅ ｍａｉｎ ｍｅｔｈｏｄｓ ｗｅ ｕｓｅｄ ｉｎｃｌｕｄｅ ｔｈｅ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｒｅｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ｏｆ σγ ｂｙ ｄｉｓｐｌａｃｅ￣
ｍｅｎｔ ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎｓ μｔꎬｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ ｂｅｔｗｅｅｎ σγ ａｎｄ μｔꎬａｎｄ ｔｈｅ Ｌｐꎬｑ ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ ｏｆ ｓｕｃｈ ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎｓ μｔ .
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ:Ｌｐꎬｑ ｅｓｔｉｍａｔｅꎬｔｒａｎｓｐｏｒｔ ｄｅｎｓｉｔｙꎬｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎｓ

在欧氏空间中ꎬ与费用函数为欧氏范数 ｜ ｘ－ｙ ｜时的最优计划 γ有关的传输密度 σγꎬ其本质上可以视为

欧氏空间 Ｒｄ 上的测度. 可以证明作为测度ꎬσγ 关于 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ 测度是绝对连续的ꎬ从而其密度函数 α(ｘ):
Ｒｄ→[０ꎬ＋∞ )存在ꎬ此外关于 σγ 的正则性也就是 α(ｘ)的正则性的研究可参考文献[１－４] . 在实际应用问

题中ꎬ传输密度与图像处理有关ꎬ还可以用来描述和解决交通拥堵问题ꎬ上述研究结果可详见[１ꎬ５－６] . 本
文主要研究了与费用函数为严格凸范数‖ｘ－ｙ‖时的最优计划 γ有关的传输密度 σγꎬ首先建立了 σγ 的等

价定义公式以及 σγ 与位移内插 μｔ 的关系不等式ꎬ然后研究了位移内插 μｔ 的正则性ꎬ最后基于上述两个

结论得到了 σγ 的绝对连续性和 Ｌｐꎬｑ正则性ꎬ这里 ｐ∈[１ꎬ＋∞ )ꎬｑ∈[１ꎬ＋∞ ) . 由于欧氏范数 ｜ ｘ－ｙ ｜也是一种

严格凸范数ꎬ从而ꎬ我们的结果推广了[１ꎬ２ꎬ４]中的关于 σγ 的绝对连续性和正则性的结论.

１　 预备知识

在这一节中ꎬ我们将给出最优运输理论中的有关概念. 本文中ꎬ‖􀅰‖表示 Ｒｄ 中的任意严格凸范数ꎬ即由

该范数定义的单位圆{ｘ∈Ｒｄꎬ‖ｘ‖≤１}是 Ｒｄ 中的严格凸集. 例如欧氏范数 ｜􀅰｜是严格凸范数ꎬ但‖ｘ‖１ ＝

∑
ｎ

ｉ ＝ １
｜ ｘｉ ｜不是严格凸范数.

定义 １[５－６] 　 设 Ｘ为任意测度空间ꎬ对于给定的映射 Ｔ:Ｘ→Ｘ 以及 μ∈Ｐ(Ｘ)ꎬＴ＃μ 给出了 Ｘ 上的一个

概率测度ꎬ其定义为(Ｔ＃μ)(Ａ)＝ μ(Ｔ
－１(Ａ))ꎬ其中 Ａ⊂Ｘ为任意 Ｂｏｒｅｌ 集合.

定义 ２[５] 　 设Ω⊂Ｒｄ 为紧凸子集ꎬμꎬｖ为Ω上的概率测度ꎬ记为 μꎬｖ∈Ｐ(Ω)ꎬ对于给定的 ｃ(ｘꎬｙ):Ω×Ω→
[０ꎬ＋∞)ꎬ变分问题
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􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉



陈　 平:传输密度的 Ｌｐꎬｑ估计

ｍｉｎ
γ∈π(μꎬｖ) ∫

Ω×Ω

ｃ(ｘꎬｙ)ｄγ(ｘꎬｙ) (１)

的解 γ称为费用函数为 ｃ(ｘꎬｙ)时的最优计划ꎬ其中集合 π(μꎬｖ)中的元素 γ 称为运输计划ꎬ其定义为

π(μꎬｖ)＝ {γ∈Ｐ(Ω×Ω):(π１) ＃γ＝μꎬ(π２) ＃γ＝ ｖ}ꎬ这里 π１(ｘꎬｙ)＝ ｘꎬπ２(ｘꎬｙ)＝ ｙ 分别为对第一和第二变量

的典范投影.
定义 ３[５－６] 　 对于给定的费用函数 ｃ(ｘꎬｙ)ꎬ称Γ⊂Ｘ×Ｘ为 ｃ－循环单调集合ꎬ如果Γ中的任意 ｋ个点对

(ｘ１ꎬｙ１)ꎬ􀆺ꎬ(ｘｋꎬｙｋ)ꎬ有不等式 ∑
ｋ

ｉ ＝ １
ｃ(ｘｉꎬｙｉ)≤ ∑

ｋ

ｉ ＝ １
ｃ(ｘｉꎬｙｉ＋１)成立ꎬ其中 ｙｋ＋１ ＝ ｙ１ .

引理 １[５－６] 　 如果费用函数 ｃ(ｘꎬｙ)是下半连续的ꎬ且最优费用(１)是有限的ꎬ则 γ 是最优运输问题

(１)的解当且仅当 γ集中在 ｃ－循环单调集合 Γ⊂Ω×Ω上ꎬ即 γ(Ω×Ω ＼Γ)＝ ０.
定义 ４[３] 　 设 γ为费用函数为‖ｘ－ｙ‖时的最优计划ꎬ则可以如下定义 Ω上的一个测度 σγ:

‹σγꎬφ› ＝ ∫
Ω×Ω
∫１

０
φ(ωｘｙ( ｔ))‖ω′ｘｙ( ｔ)‖ｄｔｄγ(ｘꎬｙ)ꎬ∀φ∈Ｃ(Ω)ꎬ (２)

其称为由 γ诱导的传输密度. 其中 ωｘｙ( ｔ)ꎬｔ∈[０ꎬ１]为连接 ｘꎬｙ 的经由‖ｘ－ｙ‖定义的参数化测地线.
定义 ５[７] 　 设 μꎬｖ∈Ｐ(Ｒｄ)ꎬ如果对任意集合 Ａ⊂Ｒｄꎬ由 ｖ(Ａ)＝ ０ 可得 μ(Ａ)＝ ０ꎬ则称测度 μ关于测度 ｖ

绝对连续ꎬ并记为 μ≪ｖ. 特别地ꎬ当 μ 关于 ｄ 维( ｄ≥１ 为整数) Ｌｅｂｅｓｇｕｅ 测度 Lｄ 绝对连续时ꎬ ｆ( ｘ) ＝

ｌｉｍ
ｒ→０

ｓｕｐ μ(Ｂ(ｘꎬｒ))
Ｌｄ(Ｂ(ｘꎬｒ))

称为 μ关于 Ｌｄ 的密度函数ꎬ记为 μ＝ ｆ􀅰Lｄ . 此外 μ的正则性即指 ｆ的正则性ꎬ即 μ∈Ｌｐꎬｑ

是指 ｆ∈Ｌｐꎬｑꎬ此外如果‖ｆ‖Ｌｐꎬｑ存在ꎬ则称‖ｆ‖Ｌｐꎬｑ为测度 μ的 Ｌｐꎬｑ范数ꎬ记为‖μ‖Ｌｐꎬｑ .

２　 传输密度的 Ｌｐꎬｑ正则性

本节我们首先给出传输密度 σγ 的一个经由位移内插 μｔ 表示的等价定义公式ꎬ然后基于这一等价公

式ꎬ以及对位移内插 μｔ 的 Ｌｐꎬｑ正则性的估计ꎬ建立传输密度 σγ 的 Ｌｐꎬｑ正则性估计不等式. 在本文中 ｐ∈[１ꎬ
＋∞ )ꎬｑ∈[１ꎬ＋∞ ) .

我们首先给出 Ｌｏｒｅｎｔｚ 空间及其上 Ｌｐꎬｑ拟范数的定义ꎬ可以看出 Ｌｏｒｅｎｔｚ 空间是 Ｌｐ 空间的推广.
定义 ６[２] 　 Ω⊂Ｒｄ 上的 Ｌｏｒｅｎｔｚ 空间是指由 Ω上的 Ｌｐꎬｑ拟范数有限的全体可测函数ꎬ其中 Ｌｐꎬｑ拟范数定

义为

‖ｆ‖Ｌｐꎬｑ ＝ ｐ
１
ｑ ∫＋∞

０
ｔｑ－１ Ｌｄ {ｘ: ｜ ｆ ｜≥ ｔ}

ｑ
ｐ( )( ) ｄｔ( )

１
ｑ ꎬ ０ < ｐꎬｑ < ∞ꎬ

‖ｆ‖ｐ
Ｌｐꎬ∞ ＝ ｓｕｐ

ｔ > ０
( ｔｐＬｄ({ｘ: ｜ ｆ ｜≥ ｔ}))ꎬ ０ < ｐ < ∞ .

由定义可知 Ｌｐꎬ１(Ω)⊂Ｌｐꎬｐ(Ω)＝ Ｌｐ(Ω)⊂Ｌｐꎬ∞(Ω)以及如下的 Ｍｉｎｋｏｗｓｋｉ 不等式成立:

‖ｆ＋ｇ‖Ｌｐꎬｑ≤２
１
ｑ ｍａｘ １ꎬ２

１－ｑ
ｑ{ } (‖ｆ‖Ｌｐꎬｑ＋‖ｇ‖Ｌｐꎬｑ) .

定理 １　 设 γ费用函数取‖ｘ－ｙ‖时的最优计划ꎬ则由 γ诱导的传输密度 σγ 可以表示成

σγ ＝ ∫１
０
(πｔ) ＃(‖ｘ－ｙ‖γ)ｄｔꎬ (３)

该式指‹σγꎬφ› ＝ ∫１
０
∫
Ω

φ(ｚ)ｄ(πｔ) ＃(‖ｘ－ｙ‖γ)(ｚ)ｄｔꎬ∀φ∈Ｃ(Ω) . 其中 πｔ(ｘꎬｙ)＝ (１－ｔ)ｘ＋ｔｙꎬ∀ｘꎬｙ∈Ｒｄꎬ

ｔ∈[０ꎬ１] . 此外ꎬ有下述不等式成立:

σγ≤Ｃ ∫１
０
μｔｄｔꎬ (４)

这里 Ｃ＝ｍａｘ{‖ｘ－ｙ‖:ｘꎬｙ∈Ω}>０ 为常数ꎬμｔ ＝(πｔ) ＃γꎬｔ∈(０ꎬ１)称为由 γ诱导的从 μ０ ＝μ到 μ１ ＝ ｖ的位移

内插.
证明　 由‖􀅰‖的严格凸性可得式(２)中的 ωｘｙ( ｔ)＝ (１－ｔ)ｘ＋ｔｙꎬｔ∈[０ꎬ１]且‖ω′ｘｙ( ｔ)‖＝‖ｘ－ｙ‖. 因

此对任意的 Ｂｏｒｅｌ 集合 Ａ⊂Ω及其特征函数 χＡꎬ由式(２)可得

—９—
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σγ(Ａ)＝ σγꎬχＡ ＝ ∫
Ω×Ω
∫１

０
χ
Ａ(ωｘｙ( ｔ))‖ω′ｘｙ( ｔ)‖ｄｔｄγ(ｘꎬｙ)＝ ∫１

０
∫
Ω×Ω

χ
Ａ(ωｘｙ( ｔ))‖ｘ－ｙ‖ｄγ(ｘꎬｙ)ｄｔ＝

∫１
０
∫

π －１ｔ (Ａ)

‖ｘ－ｙ‖ｄγ(ｘꎬｙ)ｄｔ.

另一方面ꎬ

∫１
０
(πｔ) ＃(‖ｘ－ｙ‖γ)ｄｔ＝ ∫１

０
∫
Ω

χ
Ａ( ｚ)ｄ(πｔ) ＃(‖ｘ－ｙ‖γ)(ｚ)ｄｔ＝ ∫１

０
∫
Ａ

ｄ(πｔ) ＃(‖ｘ－ｙ‖γ)(ｚ)ｄｔ＝

∫１
０
∫

π －１ｔ (Ａ)

‖ｘ－ｙ‖ｄγ(ｘꎬｙ)ｄｔꎬ

从而式(３)成立.
最后ꎬ由于 Ω是紧集以及位移内插 μｔ 的定义ꎬ再由式(３)可以得到式(４) .
接下来我们讨论位移内插 μｔ 的正则性ꎬ可参阅[７－９] .
定理 ２　 设 μ≪Lｄꎬｖ∈Ｐ(Ω)且测度 ｖ的支撑集合为有限个点组成的集合ꎬγ为费用函数取‖ｘ－ｙ‖时

的最优计划ꎬ且 γ＝( ｉｄ×Ｔ) ＃μ. 则对于任意 ｔ∈(０ꎬ１)ꎬ内插 μｔ 具有绝对连续性质和如下 Ｌｐꎬｑ范数估计:
(１)μｔ≪Lｄ .
(２)如果还有 μ∈Ｌｐꎬｑꎬ则 μｔ∈Ｌｐꎬｑꎬ且

‖μｔ‖Ｌｐꎬｑ(Ω)≤(１－ｔ) －ｄ(ｐ－１)ｐ ‖μ‖Ｌｐꎬｑ(Ω) . (５)
证明　 由于 μ≪Lｄꎬ因此由[２]中的定理 １.１ 可知 γ＝( ｉｄ×Ｔ) ＃μ 是存在的. 设{ｙｉ} ｋｉ＝１为 ｖ的支撑集合ꎬ

Ωｉ ＝Ｔ
－１(ｙｉ)以及 Ωｉ( ｔ)＝ {(１－ｔ)ｘ＋ｔＴ(ｘ)ꎬｘ∈Ｔ－１(ｙｉ)ꎬｔ∈(０ꎬ１)}ꎬ则有 μｔ Ｒｄ － ∪

ｋ

ｉ ＝ １
Ωｉ( ｔ)( ) ＝ ０.

注意到利用反证法可以证明 Ωｉ(ｔ)∩Ωｊ(ｔ)＝ ⌀ꎬ∀ｉ≠ｊ. 事实上ꎬ假设该结论不成立ꎬ即存在 ｘ∈Ωｉ( ｔ)∩
Ωｊ(ｔ)ꎬ不妨设 ｘｉ∈Ωｉꎬｘｊ∈Ωｊꎬ则有 ｘ＝(１－ｔ)ｘｉ＋ｔｙｉ ＝(１－ｔ)ｘｊ＋ｔｙｊꎬ再由‖􀅰‖的严格凸性可得:

‖ｘｉ－ｙ ｊ‖＋‖ｘ ｊ－ｙｉ‖≤‖ｘｉ－ｘ‖＋‖ｘ－ｙ ｊ‖＋‖ｘ ｊ－ｘ‖＋‖ｘ－ｙｉ‖＝‖ｘｉ－(１－ｔ)ｘｉ－ｔｙｉ‖＋
‖(１－ｔ)ｘ ｊ＋ｔｙ ｊ－ｙ ｊ‖＋‖ｘ ｊ－(１－ｔ)ｘ ｊ－ｔｙ ｊ‖＋‖(１－ｔ)ｘｉ＋ｔｙｉ－ｙｉ‖＝‖ｘｉ－ｙｉ‖＋‖ｘ ｊ－ｙ ｊ‖.

该式与‖ｘ－ｙ‖－循环单调性(见定义 ３ 及引理 １)矛盾ꎬ从而结论得证.
由 Ωｉ( ｔ)∩Ωｊ( ｔ)＝ ⌀以及 μ≪Lｄ 可得ꎬ对任意满足 Lｄ(Ａ)＝ ０ 的集合 Ａ⊂Ｒｄꎬ有

Lｄ ∪
ｋ

ｉ ＝ １

Ａ∩ Ωｉ( ｔ)
１ － ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≤Lｄ(Ａ)

(１－ｔ) ｄ
＝ ０ꎬ

从而 μｔ(Ａ)＝ μｔ Ａ∩∪
ｋ

ｉ ＝ １
Ωｉ( ｔ)( ) ＝ μ ∪

ｋ

ｉ ＝ １

Ａ∩ Ωｉ( ｔ)
１ － ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０ꎬ即 μｔ≪Lｄ .

最后我们进行范数估计ꎬ由第一步结论可知 μｔ≪Lｄꎬ记 ｆｔꎬ ｆ分别为 μｔ 和 μ 关于 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ 测度的密度

函数ꎬ注意到 μｔ ＝[(１－ｔ) ｉｄ＋ｔＴ] ＃μꎬ因此ꎬ对于几乎处处的 ｚ∈Ωｉ( ｔ)ꎬ有如下关系成立

ｆｔ ｜ Ωｉ( ｔ)(ｚ)＝
ｆ

ｚ－ｔｙｉ
１－ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷

(１－ｔ) ｄ
ꎬ

从而‖μｔ‖Ｌｐꎬｑ(Ω)＝ ‖ｆｔ‖Ｌｐꎬｑ(Ω)≤(１－ｔ) －ｄ(ｐ－１)ｐ ‖μ‖Ｌｐꎬｑ(Ω)ꎬ更详细的证明可参阅[３－４] .
以下我们给出传输密度的正则性结论.
定理 ３　 设 μ≪Lｄꎬｖ∈Ｐ(Ω)且测度 ｖ 的支撑集合为有限点集ꎬγ 为费用函数取‖ｘ－ｙ‖时的最优计

划ꎬ且满足 γ＝( ｉｄ×Ｔ) ＃μꎬ则对于由该最优计划 γ诱导的传输密度 σγ 满足:
(１)σγ≪Lｄ .
(２)如果还有 μ∈Ｌｐꎬｑ(Ω)且 ｐ<ｄ / (ｄ－１)ꎬ则 σγ∈Ｌｐꎬｑ(Ω) .
证明　 由式(４)以及定理 ２ 的第一个结论可知 σγ≪Lｄ .
以下我们用记号 σγ≥ｔ表示 ｆ≥ｔꎬ这里 ｆ为 σγ 关于 Lｄ 的密度函数. 仍由式(４)可知

Lｄ({ｘ:σγ≥ｔ})≤Lｄ ｘ:∫１
０
μ ｔｄｔ≥

ｔ
Ｃ{ }æ

è
ç

ö

ø
÷ .
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陈　 平:传输密度的 Ｌｐꎬｑ估计

由该不等式ꎬＬｏｒｅｎｔｚ 空间中 Ｍｉｎｋｏｗｓｋｉ 不等式(见定义 ６)以及式(５)可得

‖σγ‖Ｌｐꎬｑ(Ω)≤Ｃ‖ ∫１
０
μｔｄｔ‖Ｌｐꎬｑ(Ω)≤Ｃ ∫１

０
‖μｔ‖Ｌｐꎬｑ(Ω)ｄｔ＝Ｃ‖μ‖Ｌｐꎬｑ(Ω)∫１

０
(１－ｔ) －ｄ(ｐ－１)ｐ ｄｔ<＋∞ .

３　 结论

针对以严格凸函数为费用函数时的最优计划所诱导的传输密度ꎬ本文给出了它的等价表达式ꎬ建立了

其与位移内插的关系不等式ꎬ这一系列工作的目的是为了进一步证明该传输密度的绝对连续性与正则

性. 这些结果将对与形状优化问题的 Ｍｏｎｇｅ￣Ｋａｎｔｏｒｏｖｉｃｈ 方程的研究产生影响.
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