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契比雪夫界限定理的改进

陈　 刚ꎬ吴　 彬

(南通职业大学公共教学部ꎬ江苏 南通 ２２６００７)

[摘要] 　 选用较传统更贴切的组合数以优化半长区间上素数连乘积的上界估计ꎬ然后通过构造半长区间的有

限序列来覆盖全区间上的素数ꎬ由此得到契比雪夫界限定理(Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ’ｓ Ｂｏｕｎｄ)中上界限(即控制函数)的若干

改进ꎬ并给出改进后估计式的关键参数的控制范围和具体算法.
[关键词] 　 契比雪夫界限定理ꎬ控制函数ꎬ改进ꎬ组合数ꎬ素数连乘积ꎬ向下整数序列
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契比雪夫界限定理[１－２]是研究素数分布的重要公式之一ꎬ在证明贝特朗(Ｂｅｒｔｒａｎｄ)假设[１ꎬ３－５]等数论结果

时起到了关键的作用. 该定理指出:对于任意正整数 ｎꎬ所有不大于 ｎ 的素数 ｐ 的连乘积满足∏
ｐ≤ｎ

ｐ<４ｎꎬ即 ４ｎ

是连乘积的一个控制函数ꎬ简称(上)界限. 该式又可表述为 θ(ｎ)<２ｎｌｎ ２ꎬ其中 θ(ｘ)＝ ∑
ｐ≤ｘ

ｌｎ ｐ 叫做契比雪夫

函数[５－６] . 本文将契比雪夫界限定理改进为

∏
ｐ≤ｎ

ｐ<δ(ｂ)４
ｎ

ｎ
(ｎ≥ｂ)或 θ(ｎ)<２ｎｌｎ ２－ｌｎ ｎ＋ｌｎ δ(ｂ)ꎬ

这里由 ｂ 唯一确定的 δ(ｂ)<１. 本文给出了 δ(ｂ)的可操作算法.
改进结果使估计的上界限缩小了[δ(ｂ)] －１ｎ 倍ꎬ在相关应用中将会取得更好的效果.

１　 预备知识

设某个确定的正数 ｂ>２ꎬ整数 ｎ≥ｂꎬ现构造正整数序列{ａｉ}:首项取 ａ０ ＝
ｎ
２
或 ａ０ ＝

ｎ＋１
２

ꎬ使得 ａ０ 为整

数ꎻ然后递推 ａｉ＋１ ＝
ａｉ

２
或 ａｉ＋１ ＝

ａｉ＋１
２

ꎬ使得 ａｉ＋１为整数( ｉ＝ ０ꎬ１ꎬ２ꎬ􀆺) . 显然有 ａｉ＋１≤
ａｉ＋１
２

≤ａｉꎬ特别地ꎬ有 ｎ≤

２ａ０≤ｎ＋１.

记
ｂ
２

é

ë
êê

ù

û
úú ＝ ｒ(下文通用)ꎬ这时序列{ａｉ}有下列主要性质:
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性质 １　 存在序号 ｓꎬｓ＋１＝ｍｉｎ{ ｉ ｜ ａｉ≤ｒ}ꎬ使得 ａｉ≥ｒ＋１( ｉ≤ｓ)ꎻ并且有

ｒ＋１≤ａｓ≤２ｒꎬ (１)
以及

２ｓ＋１≥ ｎ
２ｒ
. (２)

证明　 显然 ａ０≥
ｂ
２

＝ ｒ＋ ｂ
２{ } ꎬ而 ａ０ 是整数ꎬ所以 ａ０≥ｒ＋１. 假设所有的 ａｉ≥ｒ＋１>１ꎬ则 ａｉ＋１≤

ａｉ＋１
２

<ａｉꎬ

从而{ａｉ}严格递减ꎬ递减量 ａｉ－ａｉ＋１≥１ꎬ该式求和得

ｋ≤ ∑
ｋ－１

ｉ ＝ ０
(ａｉ－ａｉ＋１)＝ ａ０－ａｋꎬ

因为 ａ０ 随 ｎ 给定而确定ꎬ所以当 ｋ 足够大时必有 ａｋ≤ａ０－ｋ<ｒ＋１ꎬ这与假设矛盾. 因此存在某个 ｉꎬ使得

ａｉ≤ｒ. 设 ｓ＋１＝ｍｉｎ{ ｉ ｜ ａｉ≤ｒ}ꎬ这时 ａｓ＋１≤ｒ 与 ａｓ≥ｒ＋１ꎬ并且对所有的 ｉ<ｓꎬ也有 ａｉ≥ｒ＋１. 由{ａｉ}的构造知

ａｓ≤２ａｓ＋１ꎬ故有 ｒ＋１≤ａｓ≤２ｒ.

再由 ａｉ≤２ａｉ＋１递推得 ｎ≤２ａ０≤２２ａ１≤􀆺≤２ｓ＋１ａｓ≤２ｓ＋２ｒꎬ从而得到 ２ｓ＋１≥ ｎ
２ｒ

ꎬ并有 ｓ≥ｌｏｇ２
ｎ
ｒ
－２. 证毕.

性质 ２　 对于 ａｓ≥ｒ＋１ꎬａｓ＋１≤ｒꎬ有

∑
ｓ

ｉ ＝ ０
ａｉ≤ｎ－ａｓ＋ｓ＋２. (３)

证明　 由{ａｉ}的构造知 ２ａｉ＋１≤ａｉ＋１ꎬ求和得∑
ｓ

ｉ ＝ ０
ａｉ＋ｓ＋１≥２∑

ｓ

ｉ ＝ ０
ａｉ＋１ ＝２ ∑

ｓ

ｉ ＝ ０
ａｉ ＋ ａｓ＋１ － ａ０( ) ꎬ所以∑

ｓ

ｉ ＝ ０
ａｉ≤

２(ａ０－ａｓ＋１)＋ｓ＋１ꎬ结合 ２ａ０≤ｎ＋１ 与 ２ａｓ＋１≥ａｓ 即得式(３) .
性质 ３　 对于 ａｓ≥ｒ＋１ꎬａｓ＋１≤ｒꎬ有下列区间覆盖关系:

{ｐ ｜ ｐ≤ｎ}⊂{ｐ ｜ ｐ≤ａｓ}∪ ∪
ｓ

ｉ＝０
{ｐ ｜ ａｉ<ｐ≤２ａｉ}( ) . (４)

证明　 由{ａｉ}的定义及其单调性知 ａｉ＋１<ａｉ≤２ａｉ＋１<２ａｉ(０≤ｉ≤ｓ)ꎬ且因 ｎ≤２ａ０ꎬ故有(ａｓꎬｎ]⊂(ａｓꎬ２ａ０]⊂

∪
ｓ

ｉ＝０
(ａｉꎬ２ａｉ] . 因此有

{ｐ ｜ ｐ≤ｎ} ＝{ｐ ｜ ｐ≤ａｓ}∪{ａｓ<ｐ≤ｎ}⊂{ｐ ｜ ｐ≤ａｓ}∪ ∪
ｓ

ｉ＝０
{ｐ ｜ ａｉ<ｐ≤２ａｉ}( ) .

性质 ３ 得证.

２　 有关引理

本文约定字母 ｐꎬｐｉ 以及 ｑ 均表示素数ꎻ记组合数 Ｃｋ
２ｋ－１ ＝

(２ｋ－１)!
ｋ! (ｋ－１)!

＝Ｎｋꎬ半区间和全区间上素数的连

乘积分别记做 ∏
ｋ < ｐ≤２ｋ

ｐ＝Ｈｋ 和 ∏
ｐ≤ｎ

ｐ＝Ｐ(ｎ)ꎬ并定义算术函数 ｆ(ｋ)＝ Ｐ(ｋ)
４ｋ .

引理 １　 ｋ≥５ 时ꎬ有组合数的估计:Ｎｋ<２２ｋ－３ .
证明　 用数学归纳法. 当 ｋ＝ ５ꎬ易知 Ｎ５ ＝Ｃ５

９ ＝ ２×６３<２２×５－３ .
假设对某个 ｋ≥５ꎬＮｋ<２２ｋ－３成立ꎬ则

Ｎｋ＋１ ＝Ｃｋ＋１
２ｋ＋１ ＝

(２ｋ＋１)!
(ｋ＋１)! ｋ!

＝ ２(２ｋ＋１)
ｋ＋１

􀅰(２ｋ－１)!
ｋ! (ｋ－１)!

<４Ｎｋ<２２(ｋ＋１)－３ꎬ

根据数学归纳原理知ꎬ对所有的 ｋ≥５ꎬ均有 Ｎｋ<２２ｋ－３ . 证毕.
下面的引理 ２ 将用于本文主要结果的推导与证明.
引理 ２　 ｋ≥５ 时ꎬ有半区间上素数连乘积的估计:Ｈｋ<２２ｋ－３或 ｌｏｇ２Ｈｋ<２ｋ－３.
证明　 因为{ｐ ｜ ｋ<ｐ≤２ｋ} ＝{ｐ ｜ ｋ<ｐ≤２ｋ－１}⊂{ｋ＋１ꎬｋ＋２ꎬ􀆺ꎬ２ｋ－１}ꎬ所以 Ｈｋ 能够整除连续整数的乘

积(ｋ＋１)(ｋ＋２)􀆺(２ｋ－１)＝ Ｎｋ(ｋ－１)!. 由于 Ｈｋ 与(ｋ－１)! 互素ꎬ故 Ｈｋ 能整除 Ｎｋꎬ从而 Ｈｋ≤Ｎｋꎬ再由引理 １
得:ｋ≥５ 时 Ｈｋ<２２ｋ－３ . 证毕.
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引理 ３　 算术函数 ｆ(ｋ)具有如下性质:
设 ｐ１ꎬｐ２ 是两个相邻的素数ꎬ合数 ｍ１ 和 ｍ２ 满足 ｐ１ <ｍ１ <ｍ２≤ｐ２ －１<ｐ２ꎬ则有 ｆ(ｐ１) >ｆ(ｍ１) >ｆ(ｍ２)≥

ｆ(ｐ２－１)ꎻ当 ｐ２≥５ 时ꎬ有 ｆ(ｐ２－１)<ｆ(ｐ２) .
证明　 由于 Ｐ(ｍ１)＝ Ｐ(ｍ２)＝ Ｐ(ｐ２－１)＝ Ｐ(ｐ１)ꎬ而 ４ｐ２－１≥４ｍ２>４ｍ１>４ｐ１ꎬ所以由函数 ｆ 的定义知 ｆ(ｐ１)>

ｆ(ｍ１)>ｆ(ｍ２)≥ｆ(ｐ２－１) .

ｐ２≥５ꎬ所以
ｐ２

４
>１ꎬ故 ｆ(ｐ２)＝

ｐ２

４
􀅰
Ｐ(ｐ１)
４ｐ２－１

>ｆ(ｐ２－１) .

３　 主要结果及其证明

为了对契比雪夫界限定理的改进结果加以论证ꎬ首先采用归纳法证明一个预备定理.
３.１　 预备定理

命题 １　 设 ｎ 是正整数ꎬ则有

Ｐ(ｎ)＝ ∏
ｐ≤ｎ

ｐ<４
ｎ

２ｎ
. (５)

证明　 用数学归纳法. 由计算知当 ｎ≤８ 时命题均成立.
假设命题对所有小于 ｎ 的 ｋ(ｋ<ｎ)都成立ꎬ现对 ｎ(ｎ≥９)予以证明.

取 ａ０ ＝
ｎ
２
或 ａ０ ＝

ｎ＋１
２

ꎬ使得 ａ０ ＝
ｎ＋１
２

是正整数. 这样就存在如下区间覆盖关系:

{ｐ ｜ ｐ≤ｎ}⊂{ｐ ｜ ｐ≤ａ０}∪{ａ０<ｐ≤２ａ０}ꎬ
所以有 Ｐ(ｎ)≤Ｐ(ａ０)Ｈａ０ .

由于 ａ０≤
ｎ＋１
２

<ｎꎬ根据归纳假设ꎬＰ(ａ０)<
４ａ０

２ａ０
ꎻ又整数 ａ０≥

ｎ
２
≥４.５ꎬ所以 ａ０≥５ꎬ满足引理 ２ 条件ꎬ故有

Ｈａ０<２
２ａ０－３ . 于是

Ｐ(ｎ)< ４ａ０

２ａ０
􀅰２２ａ０－３ ＝ ４２ａ０－１

４ａ０
≤４ｎ

２ｎ
.

至此ꎬ命题的归纳法证明完成.
３.２　 主要定理

命题 ２　 设正整数 ｎ≥ｂ≥９ꎬ则有

Ｑ(ｎ)＝ ∏
ｐ≤ｎ

ｐ<δ(ｂ)􀅰４ｎ

ｎ
ꎬ (６)

其中 δ(ｂ)由 ｂ 唯一确定ꎬ其计算式为

δ(ｂ)＝ ２ｒ􀅰 ｍａｘ
ａｓ∈[ ｒ＋１ꎬ２ｒ]

ｆ(ａｓ) . (７)

证明　 利用式 ( ４) 对素数所在区间 { ｐ ｜ ｐ≤ ｎ} 进行的覆盖ꎬ得到 Ｐ ( ｎ) 的初步估计:Ｐ ( ｎ) ≤

Ｐ(ａｓ) ∏
ｓ

ｉ ＝ ０
Ｈａｉꎬ或 ｌｏｇ２Ｐ(ｎ)≤ｌｏｇ２Ｐ(ａｓ)＋ ∑

ｓ

ｉ ＝ ０
ｌｏｇ２Ｈａｉ .

首先考虑 ｂ≥９ 的情形ꎬ这时在序列{ａｉ}中ꎬ当 ｉ≤ｓ 时ꎬａｉ≥ｒ≥５.
由引理 ２ 知 ｌｏｇ２Ｈａｉ<２ａｉ－３( ｉ≤ｓ)ꎬ求和并运用式(３)得

∑
ｓ

ｉ ＝ ０
ｌｏｇ２Ｈａｉ<２ ∑

ｓ

ｉ ＝ ０
ａｉ－３ｓ－３≤２ｎ－２ａｓ－( ｓ＋１) .

所以有 ∏
ｓ

ｉ ＝ ０
Ｈａｉ<４

ｎ􀅰４－ａｓ􀅰２－( ｓ＋１) . 运用式(２)得 ２－( ｓ＋１)≤２ｒ
ｎ
ꎬ故 ∏

ｓ

ｉ ＝ ０
Ｈａｉ<

２ｒ
４ａｓ
􀅰４ｎ

ｎ
.

综上即得 Ｐ(ｎ)<２ｒ􀅰
Ｐ(ａｓ)
４ａｓ

􀅰４ｎ

ｎ
＝ ２ｒ􀅰ｆ(ａｓ)􀅰

４ｎ

ｎ
.

注意到整数 ａｓ∈[ ｒ＋１ꎬ２ｒ]是有限区间ꎬ可以求得式(６)ꎬ即 δ(ｂ)＝ ２ｒ􀅰 ｍａｘ
ａｓ∈[ ｒ＋１ꎬ２ｒ]

ｆ(ａｓ)ꎬ从而得到当 ｎ≥ｂ
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(ｂ≥９)时素数连乘积 Ｐ(ｎ)＝ ∏
ｐ≤ｎ

ｐ 上限的一个估计式:Ｐ(ｎ) <δ(ｂ)􀅰４ｎ

ｎ
. 式(５)得证. 又因为 ｒ ＝ ｂ

２
é

ë
êê

ù

û
úú ꎬ所

以式(６)由 ｂ 唯一确定. 命题 ２ 得证.
３.３　 δ(ｂ)的算法优化与应用

对于较小的 ｎꎬ素数连乘积 Ｐ(ｎ)可直接计算而无需估计. 式(５)的价值在于当 ｎ 较大(即 ｎ>ｂꎬｂ 较

大)且不特定时ꎬ给出对 Ｐ(ｎ)的动态估计ꎬ即给出对应的系数 δ(ｂ) . 整数 ａｓ 所在区间的有限性保证了算

式(６)的可操作性ꎬ进一步ꎬ我们希望从 ｆ 的特殊结构获得更多的信息ꎬ得到 δ(ｂ)的简化算法ꎬ以期提高估

计式(５)的应用效果.
命题 ３　 设正整数 ｎ≥ｂ≥９ꎬ记 Ｓｒ ＝{ｐｉ ｜ ｐｉ∈( ｒ＋１ꎬ２ｒ)}ꎬＴｒ ＝{ ｒ＋１}∪Ｓｒꎬ则

δ(ｂ)＝ ２ｒ ｍａｘ
ｋ∈Ｔｒ

{ ｆ(ｋ)} . (８)

若记 ｐ０ ＝ｍａｘ{ｐ ｜ ｐ≤ｒ＋１}ꎬｐｍ ＝ｍａｘ
ｐｉ∈Ｓｒ

{ｐｉ}ꎬ则有

δ(ｂ)＝ ２ｒｆ(ｋＭ)ꎬ (９)

其中 ｋＭ∈Ｔｒꎬ并对所有的 ｋ∈Ｔｒꎬ有 ４ｐｍ－ｋＭ
Ｐ(ｋＭ)
Ｐ(ｐ０)

≥４ｐｍ－ｋ Ｐ(ｋ)
Ｐ(ｐ０)

.

进一步ꎬ有 δ(ｂ)<１.
证明　 由引理 ３ 知ꎬ在区间[ｒ＋１ꎬ２ｒ]上凡是左侧有素数的合数处 ｆ 都不可能取到最大值ꎬ并且在连续的

合数处 ｆ 严格递减. 由贝特朗假设知ꎬＳｒ≠ϕꎬ所以其中最小的 ｐ１≤ｐｍ . 位于左端点 ｒ＋１ 右侧且在 ｐ１ 左侧的合

数 ｍꎬｒ＋１ 均有 ｆ(ｍ)<ｆ(ｒ＋１)ꎻ同样ꎬｐ１ 右侧的合数 ｍ 也有 ｆ(ｍ)<ｆ(ｐ１)ꎬ如此直到右端点 ２ｒꎬ但 ２ｒ 是合数. 且
ｐｍ<２ｒ. 所以 ｆ(２ｒ)<ｆ(ｐｍ) . 综上ꎬ算术函数 ｆ 在[ｒ＋１ꎬ２ｒ]上只能在有限素数集 Ｓｒ 上以及左端点 ｒ＋１ 处取最大

值ꎬ从而式(７)成立.
在式(７)中对等号右端的括号中各 ｆ(ｋ)的分子提取最大公因子 Ｐ(ｐ０)ꎬ分母提取最小公倍数 ４ｐｍꎬ即

得 δ(ｂ)＝
２ｒＰ(ｐ０)

４ｐｍ
ｍａｘ
ｋ∈Ｔｒ

４ｐｍ－ｋ Ｐ(ｋ)
Ｐ(ｐ０){ } ꎬ该式可确定 ｋＭꎬ从而得到式(８) .

下面证明 δ(ｂ)<１ꎬ这里 ｂ≥９.
分别在 Ｔｒ 中 ｒ＋１ 和 Ｓｒ 内的每个素数 ｐｉ 点处运用命题 １ 结论ꎬ得到

２ｒ􀅰ｆ( ｒ＋１)＝ ２ｒ􀅰Ｐ( ｒ＋１)
４ｒ＋１ <２( ｒ

＋１)􀅰Ｐ( ｒ＋１)
４ｒ＋１ <１ 和 ２ｒ􀅰ｆ(ｐｉ)＝

２ｒ􀅰Ｐ(ｐｉ)
４ｐｉ

<
２ｐｉ􀅰Ｐ(ｐｉ)

４ｐｉ
<１ꎬ

故 δ(ｂ)＝ ２ｒ ｍａｘ
ｋ∈Ｔｒ

{ ｆ(ｋ)}<１(ｂ≥９) . 命题 ３ 得证.

式(７)将 δ(ｂ)的计算和比较点从区间上的 ｒ 个整数缩减到至多
ｒ＋１
２

个素数的范围ꎬ并且基于素数分布

的总体稀疏性ꎬ对较大的 ｂꎬ这种简化相对于式(６)的优势将能够得到体现. 此外式(８)等号右端大括号中

参与比较的各项均为整数ꎬ从左到右依次比较ꎬ逐步剔除较小者即可遴选最大者ꎬ最终只需要做一次除法ꎬ
无论是手工还是计算机计算[７]ꎬ都能降低工作量.

作为应用ꎬ这里以 ｎ≥３４ 为例ꎬ运用式(８)求出 δ(３４) .
ｎ≥ｂ＝ ３４ꎬｒ＝ １７. 因左端点 １８ 是素数集 Ｓ１７中 １９ 的左邻数ꎬ据引理 ３ 应予剔除ꎬ故计算集缩至{１９ꎬ２３ꎬ

２９ꎬ３１＝ ｐｍ} . 由式(８)得 ｍａｘ
ｋ＝１９ꎬ２３ꎬ２９ꎬ３１

４３１－ｋ Ｐ(ｋ)
Ｐ(１７){ } ＝ ４３１－ｋ Ｐ(ｋ)

Ｐ(１７) ｋ＝１９
ꎬ所以 δ(３４) ＝ ３４ｆ(１７)ꎬ这里 ｆ(１７)＝

ｆ(１７)
４１７ < １

４１０ .

进一步ꎬ运用命题 ２ 和 ３ꎬ即本文的主要结果ꎬ可以得到如下估计ꎬ使契比雪夫界限定理得到改进.

推论　 设 ｎ 是任意正整数ꎬ则有估计式 Ｐ(ｎ)＝ ∏
ｐ≤ｎ
ｎ≥４

ｐ<１５
６４
􀅰４ｎ

ｎ
和 Ｐ(ｎ)＝ ∏

ｐ≤ｎ
ｐ<１９

６４
􀅰４ｎ

ｎ
.

证明　 首先考虑 ｎ≥９ꎬ由命题 ２ 知 Ｐ(ｎ)<δ(９)􀅰４ｎ

ｎ
. 这时 ｂ＝９ꎬｒ＝４ꎬ故仅需对区间[５ꎬ８)上仅有的素数 ５
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和 ７ 直接运用式(７)做计算和比较ꎬ得 δ(９)＝ ８ｍａｘ{ｆ(５)ꎬｆ(７)} ＝８ｆ(５)＝ １５
６４

ꎬ所以有 Ｐ(ｎ)＝ ∏
ｐ≤ｎ
ｎ≥９

ｐ<１５
６４
􀅰４ｎ

ｎ
.

再对 ４≤ｎ≤８ 逐一验证ꎬ∏
ｐ≤ｎ

ｐ<１５
６４
􀅰４ｎ

ｎ
也都成立ꎬＰ(ｎ)＝ ∏

ｐ≤ｎ
ｎ≥４

ｐ<１５
６４
􀅰４ｎ

ｎ
.

Ｐ(２)和 Ｐ(３)通过验证ꎬ而 ∏
ｐ≤ｎ
ｎ≥４

ｐ<１５
６４
􀅰４ｎ

ｎ
<１９
６４
􀅰４ｎ

ｎ
ꎬ所以全体不超过 ｎ 的素数的连乘积 Ｐ(ｎ)＝ ∏

ｐ≤ｎ
ｐ<

１９
６４
􀅰４ｎ

ｎ
.　

若以 Ｐ(３)＝ １８
６４

作为起点ꎬ在理论上有更细致的结果:Ｐ(ｎ)<１８
＋ε

６４
􀅰４ｎ

ｎ
ꎬ其中 ε 是任意正数. 证毕.

４　 结论

经典契比雪夫界限定理的证明中ꎬ组合数的估计 Ｎ ＝ Ｃｎ
２ｎ <４ｎ－１、半长区间上素数连乘积的估计 Ｈｎ ＝

∏
ｎ < ｐ≤２ｎ

ｐ<Ｃｎ
２ｎꎬ与定理的最终估计 Ｐ(ｎ)<４ｎ 有着形式上的相似性[８]ꎬ其中可能蕴含着某种内在联系. 基于这种

分析ꎬ本文通过构造一组递缩半长区间(ａｉꎬ２ａｉ](ａｉ 是正整数ꎬｉ＝０ꎬ１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｓ)来覆盖不超过 ｎ 的全体素数 ｐꎬ
并选用了异于传统的组合数 Ｎｋ ＝Ｃｋ

２ｋ－１(ｋ≥５)作为实现突破的关键节点ꎬ使 Ｈｎ 的估计式优化为 Ｈｎ<２２ｎ－３ꎬ从而

推导出较经典结论更强的契比雪夫界限定理ꎬ即对任意 ｎ≥ｂꎬＰ(ｎ)<δ(ｂ)４
ｎ

ｎ
. 进一步ꎬ给出了 δ(ｂ)的简化算

法并证明了整数 δ(ｂ)<１.
运用本文的改进结果ꎬ不仅能改善相关问题的估计效果[９]ꎬ也能使一些与素数分布的经典结论得到一定

的加强. 例如一般情形下的贝特朗假设(定理) [１０]指出:对于任意正整数 ｋꎬ存在 Ｎ>０ꎬ使得在区间(ｎꎬ２ｎ)内
至少含有 ｋ 个素数 ｐꎬ运用本文的估计式处理可以缩小 Ｎꎬ扩大定理的适用范围.
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