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不同的多个数据样本联合分析方法中

共振态显著性的差异

张敬庆

(南京师范大学物理科学与技术学院ꎬ江苏 南京 ２１００２３)

[摘要] 　 粒子物理实验中数据统计量影响着物理量的测量精度和显著性的大小. 为了尽可能的扩大统计量ꎬ减
小测量中的统计误差ꎬ提高显著性ꎬ同时采用多个数据样本进行同一分析一直是一个有效的方法. 在采用多个不

同样本时ꎬ通常有两种处理方式. 第一种是直接将不同的数据样本累加ꎬ然后作为一个总样本进行分析. 第二种

是不进行样本累加ꎬ而是在分析中采用联合拟合的方式同时提取出各个样本中信号的相关信息和显著性. 本文

对两种方法中共振态显著性的差异进行了研究和比较ꎬ研究结果可供使用多个数据样本开展的相关分析参考.
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量子色动力学(Ｑｕａｎｔｕｍ ＣｈｒｏｍｏｄｙｎａｍｉｃｓꎬＱＣＤ)是粒子物理标准模型中用来描述强相互作用的理

论. ＱＣＤ 理论中ꎬ强子可以分为两类ꎬ一种是由夸克反夸克组成的介子ꎬ自旋为整数ꎬ另一种是由 ３ 个夸克

(反夸克)组成的重子(反重子)ꎬ自旋为半整数[１－２] . ＱＣＤ 理论的有效性已经得到了粒子物理实验方面的

大量证明.
在 ＱＣＤ 理论中ꎬ除介子和重子这两类普通强子以外ꎬ也可能存在由 ３ 个以上的夸克和 /或反夸克组成

的奇异强子ꎬ比如由两个夸克和两个反夸克组成的四夸克态ꎬ这些奇异强子为研究强相互作用和禁闭机制

提供了独特的条件[３] . 在实验上对这些由多个夸克反夸克组成的奇异强子进行寻找ꎬ是对 ＱＣＤ 理论有效

性的重要验证ꎬ因此也一直是粒子物理实验中的一个前沿领域.
在新粒子的寻找中ꎬ统计显著性大于 ５ 倍标准差通常是实验物理学家认为观测到一个新粒子的标

准. 为了尽可能提高实验观测中信号的显著性ꎬ需要在寻找新粒子的实验中ꎬ在现有的实验条件下ꎬ尽量

扩大数据样本的统计量.
以 Ｘ(３８７２)粒子的发现作为例子[４]ꎬ在该文章中ꎬＸ(３８７２)粒子在 Ｂ介子衰变末态中的 π＋π－Ｊ / ψ不变质

—１２—
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量谱上被观测到ꎬ具体的衰变过程是 Ｂ＋ →Ｋ＋ Ｘ (３８７２)ꎬＸ (３８７２) →π＋ π－ Ｊ / ψ 和电荷共轭过程 Ｂ－ →
Ｋ－Ｘ(３８７２)ꎬＸ(３８７２)→π＋π－ Ｊ / ψꎬ在实验中 Ｊ / ψ 粒子通过电子或缪子末态重建ꎬ即 Ｊ / ψ→ｅ＋ ｅ－ 或 Ｊ / ψ→
μ＋μ－ . 在该文章中ꎬ为了扩大数据样本的统计量ꎬ进而提高 Ｘ(３８７２)粒子的显著性ꎬ作者同时采用了 Ｂ＋和 Ｂ－

的衰变事例ꎬ使得数据量比单独使用 Ｂ＋或者 Ｂ－的衰变事例提高了一倍. 另外ꎬＪ / ψ介子通过电子对或者缪子

对重建ꎬ数据量又比单独使用一种末态重建时增加了约一倍ꎬ即该文章的作者在研究中联合使用了 ４ 个数据

样本(Ｂ＋→Ｋ＋π＋π－Ｊ / ψ→Ｋ＋π＋π－ ｅ＋ ｅ－ꎬＢ＋→Ｋ＋π＋π－ Ｊ / ψ→Ｋ＋π＋π－ μ＋ μ－ 和 Ｂ－→Ｋ－π＋π－ Ｊ / ψ→Ｋ－π＋π－ｅ＋ｅ－ꎬ
Ｂ－→Ｋ－π＋π－Ｊ / ψ→Ｋ＋π＋π－μ＋μ－) . 通过联合使用这 ４ 个数据样本扩大统计量ꎬ该文章的作者最终在研究中确

定 Ｘ(３８７２)的统计显著性高达 １０ 倍标准差ꎬ远高于粒子物理实验中的发现标准(５ 倍标准差) .

１　 粒子物理实验中联合使用多个数据样本的两种方法

然而ꎬ我们注意到在不同的文章中ꎬ在联合使用多个数据样本时有两种不同的方法. 方法一是文献

[４]中所采用的方法ꎬ将多个数据样本简单的累加到一起ꎬ作为一个样本来使用ꎬ即将 ４ 个数据样本的不

变质量谱 Ｍ(π＋π－Ｊ / ψ)叠加到一起ꎬ然后对总的 Ｍ(π＋π－Ｊ / ψ)谱进行拟合ꎬ得到 Ｘ(３８７２)的质量、宽度等

共振态参数ꎬ并根据似然值和拟合参数个数相对于使用纯本底拟合时的变化估计 Ｘ(３８７２)的显著性.
方法二是在联合使用多个数据样本时采用联合拟合( ｓｉｍｕｌｔａｎｅｏｕｓ ｆｉｔ)的方法对各个数据样本所含的

信号信息进行提取ꎬ并根据似然值和拟合参数个数相对于使用纯本底拟合时的变化估计信号的显著

性. 方法二不需要将多个数据样本叠加到一起. 文献[５]是使用方法二的一个例子. 在文献[５]中ꎬ为了对

Ｘ(１８３５)的性质进行研究ꎬ文章作者使用了 Ｊ / ψ→γπ＋π－η′ꎬη′→π＋π－η 和 Ｊ / ψ→γπ＋π－η′ꎬη′→γπ＋π－两

个数据样本ꎬ在研究中使用联合拟合对两个样本的 π＋π－η′不变质量谱进行同时拟合.
方法一将多个数据样本叠加到一起构成一个总样本ꎬ在分析这个总数据样本时ꎬ共振态信号质量谱的

分辨率和效率随质量谱的变化(效率曲线)以及本底形状反应了各个样本叠加后的综合效应ꎬ在拟合中也

只能考虑总样本的共振态信号的分辨率、效率曲线和本底形状.
方法二对多个数据样本进行联合拟合ꎬ在联合拟合中ꎬ各个数据样本共享共振态信号的参数(质量、

宽度等)ꎬ同时采用不同的共振态信号的分辨率、效率曲线以及本底形状.

２　 用蒙特卡洛样本研究两种方法在共振态显著性估计上的差异

考虑到方法一和方法二在描述数据样本中的共振态信号和本底时的差别ꎬ我们认为这可能会对共振

态信号的统计显著性产生影响ꎬ并使用蒙特卡洛方法[６] 对二者在共振态显著性上的差别进行了研究ꎬ具
体研究方法和结论如下所述.

我们以 Ｘ(３８７２)粒子的衰变为例. Ｘ(３８７２)衰变到 π＋π－Ｊ / ψꎬ而 Ｊ / ψ又有多种衰变末态存在. 我们用

蒙特卡洛方法产生了两种含有 Ｘ(３８７２)信号和本底的 Ｍ(π＋π－ Ｊ / ψ)不变质量分布ꎬ一种代表 Ｊ / ψ→μ＋μ－

的数据样本ꎬ另一种代表 Ｊ / ψ→π＋π－π０ 的数据样本. 这两种样本中 Ｘ(３８７２)的质量一样ꎬ但是宽度、
Ｘ(３８７２)事例数、本底形状和本底事例数不一样ꎬ用来表示两种数据样本中不同的分辨率、效率、本底形状

和本底水平.
两种数据样本的蒙特卡洛样本中ꎬＸ(３８７２)信号形状和本底形状分别由高斯函数(函数(１))和一阶

车比雪夫多项式描述(函数(２)) .

ｆ(ｘꎬμꎬσ)＝ ｅｘｐ －(ｘ－μ)
２

２σ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ (１)

ｆ(ｘꎬｐ０ꎬｐ１)＝ ｐ０＋ｐ１􀅰(ｘ－０.５􀅰(３.８２２＋３.９２２)) / (０.５􀅰(３.９２２－３.８２２)) . (２)
蒙特卡洛样本中ꎬ两种样本的信号、本底参数以及信号事例数(Ｎｓ)、本底事例数(Ｎｂ)设置如表 １

所示.
在设置两种样本的信号事例数 Ｎｓ 时ꎬ我们假设 Ｊ / ψ→μ＋μ－的分支比是 ０.０６[７]ꎬ该衰变模式下Ｘ(３８７２)

的探测效率是 ０.３ꎬＪ / ψ→π＋π－π０ 的分支比是 ０.０２[７]ꎬ该模式下的探测效率是 ０.３.
我们使用舍选法产生了 １ ０００ 组蒙特卡洛样本ꎬ每组样本包含一个代表 Ｊ / ψ→μ＋μ－模式的 Ｍ(π＋π－Ｊ / ψ)

分布和一个代表 Ｊ / ψ→π＋π－π０ 模式的 Ｍ(π＋π－Ｊ / ψ) .
—２２—
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表 １　 蒙特卡洛样本的产生参数

Ｔａｂｌｅ １　 Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｆｏｒ Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ ｓａｍｐｌｅ ｇｅｎｅｒａｔｉｏｎ

样本类型 Ｎｓ Ｎｂ μ(ＧｅＶ / ｃ２) σ(ＧｅＶ / ｃ２) ｐ０ ｐ１
Ｊ / ψ→μ＋μ－ ３００ ４ ０００ ３.８７２ ０.００３ １.０ －０.３
Ｊ / ψ→π＋π－π０ １００ ３ ０００ ３.８７２ ０.００３ ２ １.０ ０.５

　 　 为了比较方法一和方法二中 Ｘ(３８７２)显著性的差别ꎬ我们对这 １ ０００ 组蒙特卡洛样本分别使用方法

一和方法二对 Ｊ / ψ→μ＋μ－样本和 Ｊ / ψ→π＋π－π０ 进行联合分析ꎬ在分析中使用最大似然法对数据样本进行

拟合ꎬ并估计 Ｘ(３８７２)的统计显著性. 拟合中ꎬ所有拟合参数都是自由变化的ꎬ初始值设为蒙特卡洛样本

产生时的设定值.
在估计 Ｘ(３８７２)显著性时ꎬ我们先用信号加本底的函数(高斯函数加一阶车比雪夫多项式)拟合数据

样本ꎬ得到对应的似然值的对数( ｌｎ Ｌｓ＋ｂ) . 图 １ꎬ图 ２ 和图 ３ 分别是采用方法一和方法二对第一组蒙特卡洛

样本的拟合结果ꎬ总体拟合曲线和蒙特卡洛样本符合得很好.

　 　 图中黑色圆点是产生的蒙特卡洛样本(既包含 Ｊ / ψ→μ＋ μ－

的样本ꎬ也包含 Ｊ / ψ→μ＋ μ－的样本)ꎬ红色曲线是 Ｘ(３８７２)的信

号形状ꎬ蓝色部分是总体拟合曲线ꎬ绿色虚线是本底贡献.
图 １　 采用方法一时对蒙特卡洛样本的拟合结果

Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｆｉｔ ｒｅｓｕｌｔ ｕｓｉｎｇ ａｐｐｒｏａｃｈ １

　 　 图中的黑色圆点是产生的蒙特卡洛样本(Ｊ / ψ→μ＋ μ－)ꎬ红色曲线

是 Ｘ(３８７２)的信号形状ꎬ蓝色部分是总体拟合曲线ꎬ绿色虚线是本底

贡献.
图 ２　 采用方法二时对蒙特卡洛样本联合拟合结果在Ｍ(Ｘμ＋μ－)的投影

Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｆｉｔ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ ｉｎ Ｍ(Ｘμ＋μ－) ｕｓｉｎｇ ａｐｐｒｏａｃｈ ２

　 　 图中的黑色圆点是产生的蒙特卡洛样本( Ｊ / ψ→π＋π－π０ )ꎬ红
色曲线是 Ｘ(３８７２)的信号形状ꎬ蓝色部分是总体拟合曲线ꎬ绿色虚

线是本底贡献.
图 ３　 采用方法二时对蒙特卡洛样本联合拟合结果

在 Ｍ(Ｘπ＋π－π０)的投影

Ｆｉｇ􀆰 ３　 Ｆｉｔ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ ｉｎ Ｍ(Ｘπ＋π－π０) ｕｓｉｎｇ ａｐｐｒｏａｃｈ ２

　 　 图中黑色圆点是产生的蒙特卡洛样本(既包含 Ｊ / ψ→μ＋ μ－

的样本ꎬ也包含 Ｊ / ψ→π＋π－π０ 的样本)ꎬ蓝色部分是总体拟合曲

线ꎬ绿色虚线是本底贡献.
图 ４　 采用方法一时对蒙特卡洛样本的拟合结果(不含信号)

Ｆｉｇ􀆰 ４ Ｆｉｔ ｒｅｓｕｌｔ ｕｓｉｎｇ ａｐｐｒｏａｃｈ １(ｂａｃｋｇｒｏｕｎｄ ｏｎｌｙ ｆｉｔ)

图 １ 展示了对于第一组的 Ｊ / ψ→μ＋μ－和 Ｊ / ψ→π＋π－π０ 样本采用方法一的拟合结果.
图 ２ 和图 ３ 展示了对于第一组 Ｊ / ψ→μ＋μ－和 Ｊ / ψ→π＋π－π０ 样本采用方法二的联合拟合的结果.
为估计 Ｘ(３８７２)的显著性ꎬ我们还要对相应的蒙特卡洛样本只用代表本底形状的一阶车比雪夫多项

式进行拟合ꎬ得到对应的似然值的对数( ｌｎ Ｌｂ) . 图 ４、图 ５ 和图 ６ 分别是采用方法一和方法二对第一组蒙

特卡洛样本不含信号的拟合结果.
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　 　 图中黑色圆点是产生的蒙特卡洛样本(Ｊ / ψ→π＋π－π０)ꎬ
蓝色部分是总体拟合曲线ꎬ绿色虚线是本底贡献.

图 ６　 采用方法二时对蒙特卡洛样本联合拟合结果

在 Ｍ(Ｘπ＋π－π０)的投影(不含信号)

Ｆｉｇ􀆰 ６　 Ｆｉｔ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ ｉｎ Ｍ(Ｘπ＋π－π０)ｕｓｉｎｇ ａｐｐｒｏａｃｈ ２

(ｂａｃｋｇｒｏｕｎｄ ｏｎｌｙ ｆｉｔ)

　 　 图中黑色圆点是产生的蒙特卡洛样本( Ｊ / ψ→μ＋ μ－ )ꎬ蓝
色部分是总体拟合曲线ꎬ绿色虚线是本底贡献.

图 ５　 采用方法二时对蒙特卡洛样本联合拟合结果

在 Ｍ(Ｘμ＋μ－)的投影(不含信号)

Ｆｉｇ􀆰 ５　 Ｆｉｔ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ ｉｎ Ｍ(Ｘμ＋μ－) ｕｓｉｎｇ ａｐｐｒｏａｃｈ ２

(ｂａｃｋｇｒｏｕｎｄ ｏｎｌｙ ｆｉｔ)

在考虑了似然值变化(Δｌｎ Ｌ＝ ｌｎ Ｌｓ＋ｂ－ｌｎ Ｌｂ)以及自由度个数的变化(Δｎｄｆꎬ即拟合中自由参数数目的

变化)后ꎬ我们可以利用高能物理实验领域通用的数据分析软件 ＲＯＯＴ[８－９]提供的函数计算出 Ｘ(３８７２)的
显著性ꎬ显著性为 ｍ＝ＲｏｏＳｔａｔｓ ∶ ∶ＰＶａｌｕｅＴｏＳｉｇｎｉｆｉｃａｎｃｅ(ＴＭａｔｈ ∶ ∶Ｐｒｏｂ(Δｌｎ ＬꎬΔｎｄｆ) / ２.０)倍标准差ꎬ即显著性

为 ｍσ.
图 ７ 展示了 １ ０００ 组蒙特卡洛样本分别采用方法一和方法二得到的 Ｘ(３８７２)的显著性ꎬ以及它们之

间的差别. 从图中可以看出ꎬ多数情况下ꎬ方法二得到的显著性更高. 这是因为方法二在联合拟合中能够

更精细的考虑不同样本中信号的分辨率、效率曲线和本底形状ꎬ因此对信号更灵敏.

图 ７　 采用方法一(Ｓｕｍ ｆｉｔꎬ蓝色三角形)和方法二(Ｓｉｍｕｌｔａｎｅｏｕｓ ｆｉｔꎬ红色圆圈)得到的 Ｘ(３８７２)的显著性ꎬ
以及方法二的显著性与方法一的显著性的差别(方法二显著性减方法一显著性ꎬ黑色实心点) .

Ｆｉｇ􀆰 ７　 Ｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅ Ｘ(３８７２) ｉｎ ａｐｐｒｏａｃｈ １(Ｓｕｍ ｆｉｔꎬｂｌｕｅ ｔｒｉａｎｇｌｅｓ)ａｎｄ ａｐｐｒｏａｃｈ ２(Ｓｉｍｕｌｔａｎｅｏｕｓ ｆｉｔꎬｒｅｄ ｃｉｒｃｌｅｓ)ꎬ
ａｎｄ ｔｈｅ ｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｃｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｉｎ ｔｗｏ ａｐｐｒｏａｃｈｅｓ(ｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｃｅ ｉｎ ａｐｐｒｏａｃｈ ２ ｍｉｎｕｓ ｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｃｅ ｉｎ ａｐｐｒｏａｃｈ １ꎬｂｌａｃｋ ｄｏｔｓ) .

３　 两种方法的时间成本

两种方法在分析样本数据时ꎬ差异主要体现在对效率、分辨率的具体处理方式上ꎬ因此所耗费的时间

略有差异ꎬ但是这点用时差异相对于粒子物理实验中一个完整的数据分析来说并不显著.
在粒子物理实验中信号的探测效率和分辨率一般用产生的蒙特卡洛样本进行估计. 虽然两种方法对

效率和分辨率的具体处理方式有差异ꎬ但都需要对各个子样本产生对应的信号蒙特卡洛样本ꎬ如果要保持

相同的精度ꎬ那么两种方式产生的蒙特卡洛样本的数目和样本大小是一致的ꎬ耗费的时间也是相同的. 另

一方面ꎬ在一般的数据分析中ꎬ蒙特卡洛样本产生所需要的时间只占整个分析中的很小一部分ꎬ由此导致
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的两种方法时间成本的差异可以忽略.
在具体处理效率和分辨率时ꎬ在第一种方法中ꎬ只需要用按比例混合后的蒙特卡洛样本提取总样本的

效率和分辨率ꎬ在第二种方法中ꎬ则需要对各个蒙特卡洛样本分别提取效率和分辨率ꎬ因此所需时间也略

多于第一种方法. 但是ꎬ相比于一个完整的数据分析的时间尺度ꎬ两种方法在这一步上时间成本的差异并

不显著.

４　 结论

本文讨论了粒子物理实验中联合使用多个数据样本的两种方法在共振态显著性估计上的差异. 方法

一是将多个数据样本直接叠加ꎬ操作简单ꎬ但是在对共振态信号的拟合中只能包含叠加后的总样本的分辨

率、效率曲线和本底形状. 方法二不需要将多个数据样本直接累加ꎬ而是对多个数据样本进行联合拟合

(ｓｉｍｕｌｔａｎｅｏｕｓ ｆｉｔ)ꎬ在联合拟合中可针对不同的数据样本采用不同的分辨率、效率曲线和本底形状. 方法二

能够更精细地考虑不同样本中的分辨率、效率曲线和本底形状ꎬ因此对共振态信号更灵敏. 我们的蒙特卡

洛研究结果显示ꎬ使用方法二时得到的信号显著性要比使用方法一时得到的信号显著性更高. 同时ꎬ两种

方法由于对效率和分辨率采用不同的处理方式所造成的时间成本的差别相对于粒子物理实验中一个完整

的数据分析来说并不显著. 因此ꎬ在两种方法都可以使用的实验中ꎬ我们推荐优先使用方法二(联合拟合)
对实验数据进行分析.
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