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基于 Ｌ１－范数和弹性网约束的鲁棒稀疏块 ＰＣＡ
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[摘要] 　 块主成份分析(ｂｌｏｃｋ ｐｒｉｎｃｉｐａｌ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ ａｎａｌｙｓｉｓꎬＢＰＣＡ)是一种重要的子空间学习方法ꎬ能充分利用图

像矩阵的部分关联. 基于 Ｌ１－范数的 ＢＰＣＡ 是近年来发展起来的鲁棒降维的有效方法. 本研究提出了一种新的

鲁棒稀疏 ＢＰＣＡ 方法ꎬ称之为 ＢＰＣＡＬ１￣Ｓ. 该方法相对于传统的基于 Ｌ２－范数的 ＰＣＡ 对噪声更加鲁棒. 为了建立

稀疏模型ꎬ优化过程中引入弹性网ꎬ联合使用 Ｌａｓｓｏ 与 Ｒｉｄｇｅ 惩罚因子进行约束. 提出了一种贪心算法逐个提取

特征向量ꎬ对迭代过程的收敛性做了理论证明. 将 ＢＰＣＡＬ１￣Ｓ 应用于图像分类与图像重构ꎬ实验结果验证了该方

法的有效性.
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主成份分析(ＰＣＡ) [１]是降维和特征提取的经典方法ꎬ广泛应用于机器学习与计算机视觉领域. 传统

的 ＰＣＡ 方法需要把二维矩阵转化为一维向量ꎬ这会破坏原始图像的内在结构. ＰＣＡ 方法需要构造图像库

协方差矩阵并求取特征向量和特征值ꎬ当样本数量不断增加时ꎬ容易出现协方差矩阵过大的维度灾难问

题. 文献[２]提出了二维主成份分析方法ꎬ可以直接利用图像矩阵ꎬ保留了原始图像的空间结构ꎬ并避免协

方差矩阵过大的问题.
传统的 ＰＣＡ / ２ＤＰＣＡ 并未考虑鲁棒性的问题ꎬ在目标函数中采用 Ｌ２－范数ꎬ对噪声比较敏感. 近年来ꎬ

作为鲁棒的替代方案ꎬ基于 Ｌ１－范数的方法得到了快速发展. Ｌ１￣ＰＣＡ[３]和 Ｒ１￣ＰＣＡ[４]通过线性的或二次规

划的方法来求得优化的特征基ꎬ缺点是计算复杂度高. 文献[５]提出一种简单直观的基于 Ｌ１－范数的 ＰＣＡ
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(ＰＣＡ￣Ｌ１) . 文献[６]提出一种基于 Ｌ１－范数的鲁棒 ２ＤＰＣＡ(２ＤＰＣＡ￣Ｌ１) . 文献[７]提出了基于 Ｌ１－范数的

非贪心 ＰＣＡ(ＰＣＡＬ１￣ｎｏｎｇｒｅｅｄｙ)ꎬ文献[８]提出了基于 Ｌ１－范数的非贪心 ２ＤＰＣＡ(２ＤＰＣＡＬ１￣ｎｏｎｇｒｅｅｄｙ)ꎬ非
贪心算法可以同时提取各个方向上的特征. 因为 Ｌ２－范数和 Ｌ１－范数都是 Ｌｐ－范数(０<ｐ≤２)的特例ꎬ文献

[９]很自然地将 ＰＣＡ 方法推广到 Ｌｐ－范数(ＰＣＡ￣Ｌｐ) .
如果把矩阵行向量看成一个计算单元ꎬ２ＤＰＣＡ 与 ＰＣＡ 本质上是等价的[１０] . 更一般地ꎬ块 ＰＣＡ

(ＢＰＣＡ) [１１－１２]将每一个图像矩阵分成若干个具有相同数量像素的块ꎬ把每一个块向量化并作为一个计算

单元应用于 ＰＣＡ 框架. 基于这一视角ꎬ２ＤＰＣＡ 和 ＰＣＡ 都是 ＢＰＣＡ 的特例. 众所周知ꎬＬ１－范数比 Ｌ２－范数

更加鲁棒ꎬ基于 Ｌ１－范数的鲁棒 ＢＰＣＡ(ＢＰＣＡ￣Ｌ１) [１３]及其非贪心版本(ＢＰＣＡ￣Ｌ１ ｎｏｎ￣ｇｒｅｅｄｙ) [１４]也相继被

提出.
以上方法获取的特征向量还存在大量非零元ꎬ这样可能存在冗余信息并很难解释. 稀疏性通常有助

于算法的高效执行[１５]ꎬ稀疏表示也往往对应着数据的局部线性结构[１６]ꎬ从大量特征中寻找最相关或者最

突出的元素是非常有意义的. 文献[１７]提出了一种基于 Ｌ１－范数的鲁棒稀疏的 ２ＤＰＣＡ 模型(２ＤＰＣＡＬ１￣Ｓ) .
随后ꎬ文献[１８]提出一种基于 Ｌｐ－范数的通用 ２ＤＰＣＡ 稀疏模型(Ｇ２ＤＰＣＡ) . 文献[１９]和文献[２０]分别提

出了基于 Ｌ２ꎬｐ－范数和 Ｒ１－范数的 Ｌ２ꎬｐ￣ＰＣＡ 和 Ｒ１￣２￣ＤＰＣＡ 方法.
受以上文献启发ꎬ考虑到 ＢＰＣＡ 能充分利用近邻像素间的逻辑关联ꎬ本文提出一种基于 Ｌ１－范数和弹

性网约束的鲁棒稀疏的块 ＰＣＡ 方法ꎬ将其命名为 ＢＰＣＡＬ１￣Ｓ(ＢＰＣＡ￣Ｌ１ ｗｉｔｈ ｓｐａｒｓｉｔｙ) . ＢＰＣＡＬ１￣Ｓ 有以下

优点:
(１)计算单元为更加一般的块ꎬ块中包含行和列的像素ꎬ该方法能充分利用图像的部分关联ꎻ
(２)用 Ｌ１－范数代替 Ｌ２－范数ꎬ所提取的特征更加鲁棒ꎻ
(３)所提取的特征是稀疏的ꎬ有更好的语义解释性ꎬ也有助于提升性能.

１　 相关方法

１.１　 ＰＣＡ￣Ｌ１
将图像集表示为 Ｘ＝{ｘ１ꎬ􀆺ꎬｘｎ}∈Ｒｄ

×ｎꎬ其中 ｎ 为样本数ꎬｄ 为图像矩阵向量化后的维数. 假设样本

ｘｉ( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ)已做去均值化处理. ＰＣＡ￣Ｌ１ 寻求最优的投影向量 ｕ∗ꎬ使得基于 Ｌ１－范数的目标函数最大

化ꎬ即:

ｕ∗ ＝ａｒｇ ｍａｘ
ｕ

‖ＸＴｕ‖１ ＝ａｒｇ ｍａｘ
ｕ
∑
ｎ

ｉ ＝ １
｜ ｕＴｘｉ ｜ . (１)

式中ꎬ‖ｕ‖２ ＝ １ꎬ‖􀅰‖１ 表示 Ｌ１－范数.
ＰＣＡ￣Ｌ１ 采用迭代过程来解决基于 Ｌ１－范数的非线性优化问题ꎬ由此求出投影向量 ｕ∗ . 投影向量迭代

公式如(２)所示:

ｕ( ｔ＋１)＝
∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｐｉ( ｔ)ｘｉ

∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｐｉ( ｔ)ｘｉ ２

. (２)

式中ꎬ极性函数 ｐｉ( ｔ)定义如下:

ｐｉ( ｔ)＝
１ꎬ ｕＴ( ｔ)ｘｉ≥０
－１ꎬ ｕＴ( ｔ)ｘｉ<０{ (３)

式中ꎬｕ( ｔ)为第 ｔ轮迭代的投影向量.
１.２　 ２ＤＰＣＡ￣Ｌ１

令 Ｘ＝{Ｘ１ꎬ􀆺ꎬＸｎ}表示 ｎ个图像矩阵. Ｘ ｉ( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ)的行列数为 ｈ×ｖ. 不失一般性ꎬＸ ｉ 已做去均值

化处理. ２ＤＰＣＡ￣Ｌ１ 寻求最优的投影向量 ｕ∗ꎬ使得基于 Ｌ１－范数的目标函数值取最大ꎬ即:

ｕ∗ ＝ａｒｇ ｍａｘ
ｕ
∑
ｎ

ｉ ＝ １
‖Ｘ ｉｕ‖１ ＝ａｒｇ ｍａｘ

ｕ
∑
ｎ

ｉ ＝ １
∑
ｈ

ｊ ＝ １
｜ ｕＴｘｉｊ ｜ (４)

式中ꎬ‖ｕ‖２ ＝ １ꎬｘｉｊ为列向量ꎬ由第 ｉ个图像矩阵的第 ｊ行转置而成.

—３０１—
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２ＤＰＣＡ￣Ｌ１ 也采用类似于 ＰＣＡ￣Ｌ１ 的迭代过程ꎬ迭代公式如(５)所示:

ｕ( ｔ＋１)＝
∑
ｎ

ｉ ＝ １
∑
ｈ

ｊ ＝ １
ｐｉｊ( ｔ)ｘｉｊ

∑
ｎ

ｉ ＝ １
∑
ｈ

ｊ ＝ １
ｐｉｊ( ｔ)ｘｉｊ ２

. (５)

式中ꎬｐｉｊ( ｔ)为极性函数.
１.３　 ＢＰＣＡ￣Ｌ１

式(２)和式(５)表明ꎬ２ＤＰＣＡ￣Ｌ１ 相当于把 ＰＣＡ￣Ｌ１ 的过程应用到图像的行. 如果在 ２ＤＰＣＡ￣Ｌ１ 的迭代

公式中用更加一般的像素块(包含行和列)代替图像的行ꎬ则把 ２ＤＰＣＡ￣Ｌ１ 推广到了 ＢＰＣＡ￣Ｌ１.
令 Ｘ＝{Ｘ１ꎬ􀆺ꎬＸｎ}表示 ｎ个去均值的图像矩阵. ＢＰＣＡ￣Ｌ１ 把每一个矩阵分成 ｍ个具有相同行列数的

小块ꎬ即 Ｘｉ ＝{Ｘ( ｉ)
１ ꎬ􀆺ꎬＸ( ｉ)

ｍ }ꎬＸ( ｉ)
ｊ 为第 ｉ个图像中的第 ｊ个小块. 容易理解ꎬ每个小块中的像素之间因距离

较近而有很强的信息关联. Ｘｉ 划分为 ２×３ 的小块并完成向量化ꎬ过程如图 １ 所示ꎬｘ( ｉ)ｊ 为块 Ｘ( ｉ)
ｊ 向量化再

转置而成的列向量.

图 １　 图像矩阵划分为 ３×３ 的小块并完成向量化

Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｔｒａｎｓｆｏｒｍｉｎｇ ｏｒｉｇｉｎａｌ ｉｍａｇｅ ｍａｔｒｉｘ ｔｏ ｖｅｃｔｏｒｅｄ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎ ｏｆ ３×３ ｂｌｏｃｋ

ＢＰＣＡ￣Ｌ１ 寻求最优的投影向量 ｕ∗ꎬ以最大化基于 Ｌ１－范数的目标函数ꎬ即:

ｕ∗ ＝ａｒｇ ｍａｘ
ｕ
∑
ｎ

ｉ ＝ １
∑
ｍ

ｊ ＝ １
｜ ｕＴｘ( ｉ)ｊ ｜ . (６)

为解决 Ｌ１－范数优化问题ꎬ特征向量 ｕ( ｔ＋１)的迭代公式如(７):

ｕ( ｔ＋１)＝
∑
ｎ

ｉ ＝ １
∑
ｍ

ｊ ＝ １
ｐｉｊ( ｔ)ｘ( ｉ)ｊ

∑
ｎ

ｉ ＝ １
∑
ｍ

ｊ ＝ １
ｐｉｊ( ｔ)ｘ( ｉ)ｊ ２

(７)

式中ꎬｐｉｊ( ｔ)为极性函数.

２　 ＢＰＣＡＬ１￣Ｓ
２. １　 基本思路

图像通常拥有很多特征ꎬ其中有些是相关或者冗余的. 抽取稀疏特征有重要的意义ꎬ稀疏特征中的非

零元可能对应了诸如人脸图像中的嘴巴或眼睛等的显著区域. 稀疏特征更加典型ꎬ解释性更好ꎬ对于分类

也更为有效. 弹性网(Ｅｌａｓｔｉｃ Ｎｅｔ)联合使用 Ｌａｓｓｏ 和 Ｒｉｄｇｅ 惩罚因子ꎬ可以规避单纯使用 Ｌａｓｓｏ 惩罚因子的

潜在限制[１７ꎬ２１] . 目标函数中引入弹性网约束可用于稀疏特征提取ꎬ如式(８):

Ｈ(ｕ)＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
∑
ｍ

ｊ ＝ １
｜ ｕＴｘ( ｉ)ｊ ｜ － η

２
‖ｕ‖２－λ‖ｕ‖１ . (８)

提出的 ＢＰＣＡＬ１￣Ｓ 通过最大化 Ｈ(ｕ)求得稀疏特征 ｕ∗ꎬ如式(９):

ｕ∗ ＝ａｒｇ ｍａｘ
ｕ
Ｈ(ｕ)＝ ａｒｇ ｍａｘ

ｕ
∑
ｎ

ｉ ＝ １
∑
ｍ

ｊ ＝ １
｜ ｕＴｘ( ｉ)ｊ ｜ － η

２
‖ｕ‖２－λ‖ｕ‖１ . (９)

２.２　 特征提取

众所周知ꎬ同时提取多个稀疏特征是非常困难的. 本研究采用贪心策略ꎬ先获取一个特征ꎬ然后逐个

提取其余特征. 第 ｔ轮迭代目标函数如式(１０):
—４０１—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉
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Ｈ(ｕ( ｔ))＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
∑
ｍ

ｊ ＝ １
｜ ｕＴ( ｔ)ｘ( ｉ)ｊ ｜ － η

２
‖ｕ( ｔ)‖２－λ‖ｕ( ｔ)‖１ ＝ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
∑
ｍ

ｊ ＝ １
ｐｉｊ( ｔ)ｕＴ( ｔ)ｘ( ｉ)ｊ －

η
２
‖ｕ( ｔ)‖２－λ‖ｕ( ｔ)‖１ . (１０)

式中ꎬｕＴｕ＝ １ꎬｐｉｊ为极性函数.
试图寻找 ｕ( ｔ＋１)单调递增的迭代公式ꎬ即 ｕ( ｔ＋１)≥ｕ( ｔ) . 考虑到 ｕ( ｔ)的稀疏性ꎬｕ( ｔ)中的一些元素

为零. 将 ｕ( ｔ)中的零元素移除并表示为 􀭵ｕ( ｔ)ꎬ把 ｘ( ｉ)ｊ 中与 ｕ( ｔ)位置对应的零元素移除并表示为 􀭰ｘ( ｉ)ｊ . 例
如:ｕ( ｔ)＝ (７ꎬ０ꎬ４ꎬ０ꎬ２) Ｔꎬｘ( ｉ)ｊ ＝ (２１ꎬ２２ꎬ２３ꎬ２４ꎬ２５) Ｔꎬ那么 􀭵ｕ( ｔ)＝ (７ꎬ４ꎬ２) Ｔꎬ􀭰ｘ( ｉ)ｊ ＝ (２１ꎬ２３ꎬ２５) Ｔ . 因此式

(１０)转换为:

Ｈ(ｕ( ｔ))＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
∑
ｍ

ｊ ＝ １
ｐｉｊ( ｔ)􀭵ｕＴ( ｔ)􀭰ｘ( ｉ)ｊ － η

２
‖􀭵ｕ( ｔ)‖２－λ‖􀭵ｕ( ｔ)‖１ . (１１)

式(１１)可以写成:

Ｈ(ｕ( ｔ))＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
∑
ｍ

ｊ ＝ １
ｐｉｊ( ｔ)􀭵ｕＴ( ｔ)􀭰ｘ( ｉ)ｊ － η

２
‖􀭵ｕ( ｔ)‖２－

λ
２
(􀭵ｕＴ( ｔ)􀭵Ｒ( ｔ)􀭵ｕ( ｔ)＋‖􀭵ｕ( ｔ)‖１) . (１２)

式中ꎬ对角矩阵 􀭺Ｒ( ｔ)＝ ｄｉａｇ( ｜􀭵ｕ１( ｔ) ｜ －１ꎬ􀆺ꎬ ｜􀭵ｕ􀭵ｈ( ｔ) ｜ －１)ꎬ其中 􀭵ｕ１( ｔ)ꎬ􀭵ｕ２( ｔ)ꎬ􀆺ꎬ􀭵ｕ􀭵ｈ( ｔ)为向量 􀭵ｕ( ｔ)的分量.
优化分析中引入替代函数是一种传统的方法ꎬ将替代函数 Ｑ(ｕ ｜􀭵ｕ( ｔ))定义如下:

Ｑ(ｕ ｜􀭵ｕ( ｔ))＝ ｕＴ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
∑
ｍ

ｊ ＝ １
ｐｉｊ( ｔ)􀭵ｘ( ｉ)ｊ( ) － η

２
‖ｕ‖２－

λ
２
(ｕＴ􀭵Ｒ( ｔ)ｕ＋‖􀭵ｕ( ｔ)‖１) . (１３)

Ｑ(ｕ ｜􀭵ｕ( ｔ))为 ｕ的函数ꎬ而 􀭵ｕ( ｔ)为固定参数. 对 ｕ求偏导数并置为零以求得函数 Ｑ的最大值:
∂Ｑ(ｕ ｜􀭵ｕ( ｔ))

∂ｕ
＝ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
∑
ｍ

ｊ ＝ １
ｐｉｊ( ｔ)􀭰ｘ( ｉ)ｊ －ηｕ－λ􀭵Ｒ( ｔ)ｕ＝ ０. (１４)

由此得到ꎬ

􀭵ｕ∗ ＝ａｒｇ ｍａｘ
ｕ
Ｑ(ｕ ｜􀭵ｕ( ｔ))＝ (ηＩ􀭵ｈ＋λ􀭵Ｒ( ｔ))

－１ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
∑
ｍ

ｊ ＝ １
ｐｉｊ( ｔ)􀭵ｘ( ｉ)ｊ( ) ꎬ (１５)

式中ꎬＩ􀭵ｈ为 􀭵ｈ维单位矩阵.
令 􀭵ｕ( ｔ＋１)＝ 􀭵ｕ∗ꎬ因此得到:

Ｑ(􀭵ｕ( ｔ＋１) ｜􀭵ｕ( ｔ))＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
∑
ｍ

ｊ ＝ １
ｐｉｊ( ｔ)􀭵ｕＴ( ｔ＋１)􀭰ｘ( ｉ)ｊ － η

２
‖􀭵ｕ( ｔ＋１)‖２

２－
λ
２
(􀭵ｕＴ( ｔ＋１)􀭵Ｒ( ｔ)􀭵ｕ( ｔ＋１)＋

‖􀭵ｕ( ｔ)‖１)≥Ｑ(􀭵ｕ( ｔ) ｜􀭵ｕ( ｔ))＝ Ｈ(ｕ( ｔ))ꎬ (１６)
将零元素放回 􀭵ｕ( ｔ＋１)ꎬ得到 ｕ( ｔ＋１)为:

ｕ( ｔ＋１)＝ (ηＩ＋λＲ( ｔ)) －１ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
∑
ｍ

ｊ ＝ １
ｐｉｊ( ｔ)ｘ( ｉ)ｊ( ) ꎬ (１７)

显然ꎬ(ηＩ＋λＲ( ｔ)) －１为对角矩阵ꎬ式(１７)转换为

ｕ( ｔ＋１)＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
∑
ｍ

ｊ ＝ １
ｐｉｊ( ｔ)ｘ( ｉ)ｊ 􀅰

｜ ｕ１( ｔ) ｜
λ＋η ｜ ｕ１( ｔ) ｜

ꎬ
｜ ｕ２( ｔ) ｜

λ＋η ｜ ｕ２( ｔ) ｜
ꎬ􀆺ꎬ

｜ ｕｈ( ｔ) ｜
λ＋η ｜ ｕｈ( ｔ) ｜

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｔ

. (１８)

式中ꎬ运算符 􀳱表示向量点乘.
算法　 ｒ( ｒ>０)个特征抽取的 ＢＰＣＡＬ１￣Ｓ 算法.
输入:样本矩阵的块向量 ｘ( ｉ)ｊ :ｘ( ｉ)ｊ 表示为第 ｉ 个图像中的第 ｊ 个块转化而来的列向量( ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ３ꎬ􀆺ꎬ

ｎꎻｊ＝ １ꎬ２ꎬ３ꎬ􀆺ꎬｍ) .
输出:特征向量 ｕ ( ＝ １ꎬ２ꎬ３ꎬ􀆺ꎬｒ) .
１. 令 ＝ １.
２. 计算特征向量 ｕ 
(１)初始化:ｔ＝ ０ꎬ随机生成 ｕ( ｔ)ꎬ使得 ｕＴ( ｔ)ｕ( ｔ)＝ １

(２)计算 ａ( ｔ)＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
∑
ｍ

ｊ ＝ １
ｐｉｊ( ｔ)ｘ( ｉ)ｊ

—５０１—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉
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(３)计算 ｂ( ｔ)＝
｜ ｕ１( ｔ) ｜

λ＋η ｜ ｕ１( ｔ) ｜
ꎬ

｜ ｕ２( ｔ) ｜
λ＋η ｜ ｕ２( ｔ) ｜

ꎬ􀆺ꎬ
｜ ｕｈ( ｔ) ｜

λ＋η ｜ ｕｈ( ｔ) ｜
æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｔ

.

(４)ｕ( ｔ＋１)＝ ａ( ｔ) 􀳱ｂ( ｔ)
(５)ｕ( ｔ＋１)＝ ｕ( ｔ＋１) /‖ｕ( ｔ＋１)‖２

(６)收敛条件:如果‖ｕ( ｔ＋１)－ｕ( ｔ)‖２>ε则转到(２)

３. 使用贪心策略更新样本:ｘ( ｉ)＝ ｘ( ｉ) － ∑
 

ｋ ＝ １
ｕｋ(ｕＴｋ ｘ( ｉ))

４. 如果 <ｒꎬ则 ＝ ＋１ 并转到 ２
２.３　 收敛性证明

定理　 在 ＢＰＣＡＬ１￣Ｓ 过程中ꎬ每一轮迭代ꎬ目标函数是单调递增的. 即:
Ｈ(ｕ( ｔ＋１))≥Ｈ(ｕ( ｔ)) (１９)

证明:

Ｈ(ｕ( ｔ＋１))＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
∑
ｍ

ｊ ＝ １
ｐｉｊ( ｔ＋１)ｕＴ( ｔ＋１)ｘ( ｉ)ｊ － η

２
‖ｕ( ｔ＋１)‖２－λ‖ｕ( ｔ＋１)‖１ (２０)

上式中ꎬ第 １ 项为

∑
ｎ

ｉ ＝ １
∑
ｍ

ｊ ＝ １
ｐｉｊ( ｔ＋１)ｕＴ( ｔ＋１)ｘ( ｉ)ｊ ＝ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
∑
ｍ

ｊ ＝ １
｜ ｕＴ( ｔ＋１)ｘ( ｉ)ｊ ｜≥ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
∑
ｍ

ｊ ＝ １
ｐｉｊ( ｔ)ｕＴ( ｔ＋１)ｘ( ｉ)ｊ ＝

∑
ｎ

ｉ ＝ １
∑
ｍ

ｊ ＝ １
ｐｉｊ( ｔ)􀭵ｕＴ( ｔ＋１)􀭰ｘ( ｉ)ｊ ꎬ (２１)

第 ２ 项为

－ η
２
‖ｕ( ｔ＋１)‖２ ＝ － η

２
‖􀭵ｕ( ｔ＋１)‖２ꎬ (２２)

我们注意到式(１６)Ｑ(􀭵ｕ( ｔ＋１) ｜􀭵ｕ( ｔ))的第 ３ 项中:

􀭵ｕＴ( ｔ＋１)􀭵Ｒ( ｔ)􀭵ｕ( ｔ＋１)＋‖􀭵ｕ( ｔ)‖１ ＝ ∑
􀭵ｈ

ｉ ＝ １

􀭵ｕ２ｉ( ｔ＋１)

｜􀭵ｕｉ( ｔ) ｜
＋‖􀭵ｕ( ｔ)‖１≥ ∑

􀭵ｈ

ｉ ＝ １

􀭵ｕ２ｉ( ｔ＋１)

｜􀭵ｕｉ( ｔ＋１) ｜
＋‖􀭵ｕ( ｔ＋１)‖１ ＝

２‖􀭵ｕ( ｔ＋１)‖１ ＝ ２‖􀭵ｕ( ｔ＋１)‖１ (２３)
即

－λ‖ｕ( ｔ＋１)‖１ ＝ －λ‖􀭵ｕ( ｔ＋１)‖１≥－ λ
２
(􀭵ｕＴ( ｔ＋１)􀭵Ｒ( ｔ)􀭵ｕ( ｔ＋１)＋‖􀭵ｕ( ｔ)‖１) (２４)

式(２３)中的不等性ꎬ是由于如下引理[２２]:对于任意向量 ｖ∈Ｒｐꎬ有

‖ｖ‖１ ＝ｍｉｎ
ｚ∈Ｒｐ＋

１
２ ∑

ｐ

ｊ ＝ １

ｖ２ｊ
ｚ ｊ
＋ １
２
‖ｚ‖１ (２５)

当 ｚ ｊ ＝ ｜ ｖｊ ｜ ( ｊ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｐ)时ꎬ １
２ ∑

ｐ

ｊ ＝ １

ｖ２ｊ
ｚ ｊ
＋ １
２
‖ｚ‖１ 取得最小值‖ｖ‖１ .

式(１６)与式(２０)均可看成三项之和. 联合式(２０)、(２１)、(２２)、(２４)以及(１６)ꎬ可以看到ꎬＨ(ｕ( ｔ＋
１))的每一项均大于等于 Ｑ(􀭵ｕ( ｔ＋１) ｜􀭵ｕ( ｔ))的对应项ꎬ可以得到:

Ｈ(ｕ( ｔ＋１))≥Ｑ(􀭵ｕ( ｔ＋１) ｜􀭵ｕ( ｔ))≥Ｈ(ｕ( ｔ)) (２６)

３　 实验与结果

为了评价 ＢＰＣＡＬ１￣Ｓ 的性能表现ꎬ设计了图像分类与重构实验ꎬ使用了 ３ 个基准图像集:ＯＲＬ、 Ｙａｌｅ 和

Ｆｅｒｅｔ 库. 在 ＢＰＣＡＬ１￣Ｓ 中ꎬ有两个可调参数 η 和 λ. 式(１８)表明ꎬ单位特征向量 ｕ的提取实际上依赖于 η / λ.
定义 ρ＝ｌｏｇ１０η / λꎬ实验中从 ρ＝－２ꎬ－１ꎬ􀆺ꎬ１ꎬ２ 中找出最优的 ρ.
３.１　 图像分类

在分类实验中ꎬ将 ＢＰＣＡＬ１￣Ｓ 应用于 ＯＲＬ 和 Ｙａｌｅ 库. 基于不同的 ρ 值ꎬ比较 ＢＰＣＡＬ１￣Ｓ 与 ２ＤＰＣＡ、
２ＤＰＣＡ￣Ｌ１、ＢＰＣＡ 及 ＢＰＣＡ￣Ｌ１ 的分类性能.

—６０１—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉
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图 ２ 左边部分的结果显示ꎬρ的不同取值对 ＢＰＣＡＬ１￣Ｓ 算法性能影响很大ꎬ在 ＯＲＬ 库实验中ꎬρ＝ －１ 是

较好的选择. 图 ３ 左边部分也显示了 Ｙａｌｅ 实验中存在相似的情况ꎬ但 ρ的较优取值为－２.

图 ２　 基于 ＯＲＬ 库ꎬＢＰＣＡＬ１￣Ｓ 的分类准确率及其与 ２ＤＰＣＡꎬ２ＤＰＣＡ￣Ｌ１ꎬＢＰＣＡꎬＢＰＣＡ￣Ｌ１ 的对比

Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｃｌａｓｓｉｆｉｃａｔｉｏｎ ａｃｃｕｒａｃｉｅｓ ｏｆ ＢＰＣＡＬ１￣Ｓ ｕｐｏｎ ＯＲＬ ａｎｄ ｃｏｍｐａｒｅ ｗｉｔｈ ２ＤＰＣＡꎬ２ＤＰＣＡ￣Ｌ１ꎬＢＰＣＡꎬＢＰＣＡＬ１

图 ３　 基于 Ｙａｌｅ 库ꎬＢＰＣＡＬ１￣Ｓ 的分类准确率及其与 ２ＤＰＣＡꎬ２ＤＰＣＡ￣Ｌ１ꎬＢＰＣＡꎬＢＰＣＡ￣Ｌ１ 的对比

Ｆｉｇ􀆰 ３　 Ｃｌａｓｓｉｆｉｃａｔｉｏｎ ａｃｃｕｒａｃｉｅｓ ｏｆ ＢＰＣＡＬ１￣Ｓ ｕｐｏｎ Ｙａｌｅ ａｎｄ ｃｏｍｐａｒｅ ｗｉｔｈ ２ＤＰＣＡꎬ２ＤＰＣＡ￣Ｌ１ꎬＢＰＣＡꎬＢＰＣＡ￣Ｌ１

图 ２ 和图 ３ 还显示ꎬ分类准确率基于最初的几个特征就达到了最大值ꎬ这说明最初的几个特征足以完

成分类. 当特征数量继续增加时ꎬ准确率逐步开始下降ꎬ这说明过多的特征会相互影响ꎬ反而可能造成算

法性能下降. 在分类性能比较中ꎬ对于 ＯＲＬ 库和 Ｙａｌｅ 库ꎬ分别选择 ρ＝ －１ 和 ρ＝ －２ꎬ图 ２、图 ３ 的右边部分

显示 ＢＰＣＡＬ１￣Ｓ 有较好的性能.
３.２　 图像重构

图 ４ 和图 ５ 展示了图像重构在 Ｙａｌｅ 库和 Ｆｅｒｅｔ 库上运行的实验结果. 实验中随机选择 ２０％的图像样

本添加随机矩形噪声ꎬ作为原始带噪声样本. 结果显示ꎬ当特征数量从 １ 开始增加时ꎬ各种方法的重构误差

图 ４　 Ｙａｌｅ 库平均重构误差

Ｆｉｇ􀆰 ４　 Ａｖｅｒａｇｅ ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ ｅｒｒｏｒｓ ｆｏｒ Ｙａｌｅ ｄａｔａｂａｓｅ

图 ５　 Ｆｅｒｅｔ 库平均重构误差

Ｆｉｇ􀆰 ５　 Ａｖｅｒａｇｅ ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ ｅｒｒｏｒｓ ｆｏｒ Ｆｅｒｅｔ ｄａｔａｂａｓｅ
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都在下降ꎬ但随着特征数量不断增加ꎬ重构误差反而开始上升ꎬ这与分类性能表现类似. 综合来说ꎬ相比所

列举的其他方法ꎬＢＰＣＡＬ１￣Ｓ 表现出了更好的性能.
３.３　 带噪声的图像重构

实验基于 Ｆｅｒｅｔ 库ꎬ图 ６ 为带噪声人脸图像用 ５ 个投影向量做图像重构的效果. 直观上看ꎬ与 ２ＤＰＣＡ、
２ＤＰＣＡ￣Ｌ１ 相比ꎬ块 ＰＣＡ(ＢＰＣＡꎬＢＰＣＡ￣Ｌ１ꎬＢＰＣＡＬ１￣Ｓ)重构图像更加接近于原始带噪声的样本ꎬ这与图 ４、
图 ５ 的平均重构误差曲线图显示的情况一致.

图 ６　 原始带噪声人脸图像和重构图像

Ｆｉｇ􀆰 ６　 Ｆａｃｅ ｉｍａｇｅｓ ｗｉｔｈ ｏｃｃｌｕｓｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄ ｆａｃｅｓ

４　 结论

本文提出的 ＢＰＣＡＬ１￣Ｓ 基于块计算单元ꎬ能更好地利用原始数据的部分关联. 目标函数中使用 Ｌ１－范
数并整合了稀疏约束的弹性网ꎬ提出了 ＢＰＣＡＬ１￣Ｓ 特征抽取算法ꎬ所抽取的特征对噪声更加鲁棒且具有稀

疏性ꎬ有更好的解释性与性能表现. 对算法过程做了理论分析ꎬ并证明了迭代过程的收敛性. 通过 ＯＲＬ、
Ｙａｌｅ 和 Ｆｅｒｅｔ 库的图像分类、图像重构实验ꎬ验证了该方法的有效性.
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