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半群的 ｎ 维区间值模糊子半群

宋爱丽ꎬ王丰效

(喀什大学数学与统计学院ꎬ新疆 喀什 ８４４０００)

[摘要] 　 半群的模糊子半群是半群模糊理论的一个重要研究领域. 结合 ｎ 维模糊集和区间值模糊集的概念引

入了 ｎ维区间值模糊集的概念ꎬ并应用于半群ꎬ引入了半群的 ｎ维区间值模糊子半群的概念. 讨论了半群的 ｎ维
区间值模糊子半群的基本性质. 给出了半群的 ｎ维区间值模糊子半群与区间值模糊子半群及半群的子半群的关

系. 证明了半群的 ｎ维区间值模糊子半群的交和直积仍然是 ｎ维区间值模糊子半群.
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作为经典模糊集的推广ꎬ双极值模糊集、直觉模糊集和区间值模糊集的概念被提出ꎬ丰富了模糊集的

相关理论. 随后ꎬ双极值模糊集、区间值模糊集、直觉模糊集等理论被广泛应用于代数系统ꎬ如群、半群、
环、坡代数、Ｎ(２ꎬ２ꎬ０)代数、Ｂ－代数等代数系统[１－６] . 文献[７]引入了 ｎ 维模糊集的概念ꎬ讨论了它的相关

性质和运算. 文献[８]将模糊集应用于半群ꎬ研究了半群的几类模糊理想的特征. 文献[９]详细介绍了模

糊半群理论. 文献[１０－１３]分别讨论了半群的区间值模糊子半群、区间值直觉模糊子半群、区间值模糊理

想、区间值直觉模糊理想的相关特性. 作为模糊子半群和模糊理想的推广ꎬ带限度(λꎬμ)的模糊子半群和

模糊理想被应用于半群等代数系统[１４－１５] . 本文结合 ｎ维模糊集和区间值模糊集的概念ꎬ给出了 ｎ 维区间

值模糊集的概念ꎬ并将 ｎ维区间值模糊集的概念应用于半群ꎬ引入了半群的 ｎ 维区间值模糊子半群的概

念ꎬ并讨论了它的相关特性.

１　 预备知识

为了讨论方便ꎬ先给出双极值模糊集等的相关概念.
非空集 Ｘ的区间值模糊集记为 ＭＡ(ｘ)＝ [ＭＬＡꎬＭＵＡ ]ꎬＭＡ:Ｘ→Ｄ[０ꎬ１]ꎬ其中 Ｄ[０ꎬ１]是区间[０ꎬ１]的子区

间. 对于任意 Ｄ１ ＝[ａ１ꎬｂ１]⊂[０ꎬ１]ꎬＤ２ ＝[ａ２ꎬｂ２]⊂[０ꎬ１]ꎬ规定
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Ｄ１∧ｒＤ２ ＝[ｍｉｎ(ａ１ꎬａ２)ꎬｍｉｎ(ｂ１ꎬｂ２)]ꎬＤ１∨ｒＤ２ ＝[ｍａｘ(ａ１ꎬａ２)ꎬｍａｘ(ｂ１ꎬｂ２)]ꎬ
Ｄ１≥Ｄ２ 当且仅当 ａ１≥ａ２ꎬｂ１≥ｂ２ .

定义 １[８] 　 假设 Ｘ是非空集合ꎬ令 Ｌｎ ＝{(ａ１ꎬａ２ꎬ􀆺ꎬａｎ) ｜ ０≤ａ１≤ａ２≤􀆺≤ａｎ≤１}ꎬ称 λ:Ｘ→Ｌｎ 为 Ｘ 上

的 ｎ维模糊集.
定义 ２[３] 　 半群 Ｓ上的模糊集 μ称为模糊子半群ꎬ如果对任意 ｘꎬｙ∈Ｓ有 μ(ｘｙ)≥ｍｉｎ(μ(ｘ)ꎬμ(ｙ)) .
定义 ３[３] 　 半群 Ｓ上的模糊集 ＭＡ 称为区间值模糊子半群ꎬ如果对任意 ｘꎬｙ∈Ｓ有

ＭＡ(ｘｙ)≥ＭＡ(ｘ)∧ｒＭＡ(ｙ) .
定义 ４[８] 　 半群 Ｓ 上的 ｎ 维模糊集 λ ＝ (ａ１ꎬａ２ꎬ􀆺ꎬａｎ)称为 ｎ 维模糊子半群ꎬ如果对任意 ｘꎬｙ∈Ｓ 有

λ(ｘｙ)≥λ(ｘ)∧λ(ｙ)ꎬ即就是 ａｉ(ｘｙ)≥ａｉ(ｘ)∧ａｉ(ｙ)ꎬｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ.

２　 半群的 ｎ－维区间值模糊子半群

定义 ５　 假设 Ｘ是非空集ꎬ集合 ＩＶｎ ＝{(Ａ１ꎬＡ２ꎬ􀆺ꎬＡｎ) ｜ [０ꎬ０]≤Ａ１≤Ａ２≤􀆺≤Ａｎ≤[１ꎬ１]}ꎬ其中 Ａｉ⊆
[０ꎬ１]ꎬｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ. 称 􀭸Ａ:Ｘ→ＩＶｎ 为非空集 Ｘ上的 ｎ维区间值模糊集.

由定义 １ 可知ꎬ１－维区间值模糊集就是通常的区间值模糊集. 如果区间 Ａｉ( ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ)退化成一个

数ꎬ则 ｎ维区间值模糊集就是 ｎ维区间值模糊集. 因此 ｎ维区间值模糊集既是区间值模糊集的推广ꎬ又是

ｎ维模糊集的推广.
为了方便起见ꎬ用􀭸Ａ＝(Ａ１ꎬＡ２ꎬ􀆺ꎬＡｎ)表示 ｎ维区间值模糊集ꎬ并规定 ｎ维区间值模糊集的基本运算如下:
假设 􀭸Ａ＝(Ａ１ꎬＡ２ꎬ􀆺ꎬＡｎ)和 􀭸Ｂ＝(Ｂ１ꎬＢ２ꎬ􀆺ꎬＢｎ) 是非空集 Ｘ上的 ｎ维区间值模糊集ꎬ规定:
(１)􀭸Ａ≤􀭸Ｂ⇔Ａｉ≤Ｂ ｉꎬｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ.
(２)􀭸Ａ∧􀭸Ｂ＝(Ａ１∧ｒＢ１ꎬＡ２∧ｒＢ２ꎬ􀆺ꎬＡｎ∧ｒＢｎ)ꎬ􀭸Ａ∨􀭸Ｂ＝(Ａ１∨ｒＢ１ꎬＡ２∨ｒＢ２ꎬ􀆺ꎬＡｎ∨ｒＢｎ) .
定义 ６　 假设 􀭸Ａ＝(Ａ１ꎬＡ２ꎬ􀆺ꎬＡｎ)是半群 Ｓ上的 ｎ维区间值模糊集ꎬ如果对任意 ｘꎬｙ∈Ｓ有

􀭸Ａ(ｘ∗ｙ)≥􀭸Ａ(ｘ)∧􀭸Ａ(ｙ)ꎬ即就是 Ａｉ(ｘｙ)≥Ａｉ(ｘ)∧ｒＡｉ(ｙ)ꎬｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎꎬ
则称 􀭸Ａ＝(Ａ１ꎬＡ２ꎬ􀆺ꎬＡｎ)是半群 Ｓ的 ｎ维区间值模糊子半群.

由定义 ３ 可知ꎬ如果 􀭸Ａ＝(Ａ１ꎬＡ２ꎬ􀆺ꎬＡｎ)是半群 Ｓ的 ｎ维区间值模糊子半群ꎬ则 Ａｉꎬｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ 都是半

群 Ｓ的区间值模糊子半群.
定理 １　 假设 Ａ１ꎬＡ２ꎬ􀆺ꎬＡｎ 都是半群 Ｓ的区间值模糊子半群ꎬ且 Ａ１≤Ａ２≤􀆺≤Ａｎꎬ则 ｎ 维区间值模糊

集 􀭸Ａ＝(Ａ１ꎬＡ２ꎬ􀆺ꎬＡｎ)是半群 Ｓ的 ｎ维区间值模糊子半群.
例 １　 假设 Ｓ＝{０ꎬ１ꎬ２ꎬ３}ꎬＳ的二元运算􀅰如下表:

􀅰 ０ １ ２ ３

０ ０ ０ ０ ０
１ ０ １ ２ ３
２ ０ ２ ２ ０
３ ０ ３ ０ ３

则(Ｓꎬ􀅰)是半群. 定义 Ｓ的 ４－维区间值模糊 􀭸Ａ为
􀭸Ａ(０)＝ ([０.６２ꎬ０.６３]ꎬ[０.６３ꎬ０.６７]ꎬ[０.６７ꎬ０.７０]ꎬ[０.７０ꎬ０.９０])ꎬ
􀭸Ａ(１)＝ ([０.４０ꎬ０.４２]ꎬ[０.４３ꎬ０.４７]ꎬ[０.４７ꎬ０.４８]ꎬ[０.４８ꎬ０.５０])ꎬ
􀭸Ａ(２)＝ ([０.５０ꎬ０.５２]ꎬ[０.５３ꎬ０.５７]ꎬ[０.５７ꎬ０.６７]ꎬ[０.６７ꎬ０.７０])ꎬ
􀭸Ａ(３)＝ ([０.４０ꎬ０.４２]ꎬ[０.４３ꎬ０.４７]ꎬ[０.４７ꎬ０.４８]ꎬ[０.４８ꎬ０.５０]) .

通过简单计算验证可知ꎬ􀭸Ａ为 Ｓ上的 ４－维区间值模糊子半群.
定义 Ｓ的 ４－维区间值模糊集 􀭸Ｂ为

􀭸Ｂ(０)＝ ([０.２２ꎬ０.２３]ꎬ[０.２３ꎬ０.２７]ꎬ[０.２７ꎬ０.３０]ꎬ[０.３０ꎬ０.４０])ꎬ
􀭸Ｂ(１)＝ ([０.４０ꎬ０.４２]ꎬ[０.４３ꎬ０.４７]ꎬ[０.４７ꎬ０.４８]ꎬ[０.４８ꎬ０.５０])ꎬ
􀭸Ｂ(２)＝ ([０.３０ꎬ０.３５]ꎬ[０.３３ꎬ０.３７]ꎬ[０.３７ꎬ０.４７]ꎬ[０.４７ꎬ０.６０])ꎬ
􀭸Ｂ(３)＝ ([０.４０ꎬ０.４２]ꎬ[０.４３ꎬ０.４７]ꎬ[０.４７ꎬ０.４８]ꎬ[０.５０ꎬ０.６０]) .

—７—
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则 􀭸Ｂ不是 Ｓ的 ４－维区间值模糊子半群ꎬ这是由于 􀭸Ｂ(２∗３)<􀭸Ｂ(２)∧􀭸Ｂ(３) .
定理 ２　 假设􀭸Ａ＝(Ａ１ꎬＡ２ꎬ􀆺ꎬＡｎ)是半群 Ｓ上的 ｎ维区间值模糊集ꎬ则􀭸Ａ＝(Ａ１ꎬＡ２ꎬ􀆺ꎬＡｎ)是半群 Ｓ的 ｎ

维区间值模糊子半群的充分必要条件是 􀭸ＡＬ ＝(ＡＬ１ꎬＡＬ２ꎬ􀆺ꎬＡＬｎ)和 􀭸ＡＵ ＝ (ＡＵ１ ꎬＡＵ２ ꎬ􀆺ꎬＡＵｎ )都是半群 Ｓ 的 ｎ 维模

糊子半群. 这里 Ａｉ ＝[ＡＬｉ ꎬＡＵｉ ]ꎬｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ.

证明　 若 􀭸Ａ是半群 Ｓ的 ｎ维区间值模糊子半群ꎬ则对于任意 ｘꎬｙ∈Ｓ 有 􀭸Ａ(ｘ∗ｙ)≥􀭸Ａ(ｘ)∧􀭸Ａ(ｙ)ꎬ也
就是

[ＡＬｉ(ｘｙ)ꎬＡＵｉ (ｘｙ)] ＝Ａｉ(ｘｙ)≥Ａｉ(ｘ)∧Ａｉ(ｙ)＝ [ＡＬｉ(ｘ)ꎬＡＵｉ (ｘ)]∧[ＡＬｉ(ｙ)ꎬＡＵｉ (ｙ)] .
从而对任意 ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ有 ＡＬｉ(ｘｙ)≥ＡＬｉ(ｘ)∧ＡＬｉ(ｙ)ꎬＡＵｉ (ｘｙ)≥ＡＵｉ (ｘ)∧ＡＵｉ (ｙ)ꎬ

ＡＬ１≤ＡＬ２≤􀆺≤ＡＬｎꎬＡＵ１ ≤ＡＵ２ ≤􀆺≤ＡＵｎ ꎬ
因此 􀭸ＡＬ ＝(ＡＬ１ꎬＡＬ２ꎬ􀆺ꎬＡＬｎ)和 􀭸ＡＵ ＝(ＡＵ１ ꎬＡＵ２ ꎬ􀆺ꎬＡＵｎ )都是半群 Ｓ的 ｎ维模糊子半群.

反过来ꎬ如果 􀭸ＡＬ ＝(ＡＬ１ꎬＡＬ２ꎬ􀆺ꎬＡＬｎ)和 􀭸ＡＵ ＝(ＡＵ１ ꎬＡＵ２ ꎬ􀆺ꎬＡＵｎ )都是半群 Ｓ 的 ｎ 维模糊子半群ꎬ则对于任意

ｘꎬｙ∈Ｓꎬ有 ＡＬｉ(ｘｙ)≥ＡＬｉ(ｘ)∧ＡＬｉ(ｙ)ꎬＡＵｉ (ｘｙ)≥ＡＵｉ (ｘ)∧ＡＵｉ (ｙ) . 因此 􀭸Ａ(ｘ∗ｙ)≥􀭸Ａ(ｘ)∧􀭸Ａ(ｙ) .

又由于 ＡＬ１≤ＡＬ２≤􀆺≤ＡＬｎꎬＡＵ１ ≤ＡＵ２ ≤􀆺≤ＡＵｎ ꎬ从而 􀭸Ａ ＝ (Ａ１ꎬＡ２ꎬ􀆺ꎬＡｎ)是半群 Ｓ 上的 ｎ 维区间值模糊

集. 故 􀭸Ａ＝(Ａ１ꎬＡ２ꎬ􀆺ꎬＡｎ)是半群 Ｓ上的 ｎ维区间值模糊子半群.
命题 １　 设 􀭸Ａ＝(Ａ１ꎬＡ２ꎬ􀆺ꎬＡｎ)＝ ([ＡＬ１ꎬＡＵ１ ]ꎬ[ＡＬ２ꎬＡＵ２ ]ꎬ􀆺ꎬ[ＡＬｎꎬＡＵｎ ])是半群 Ｓ 上的 ｎ 维区间值模糊子

半群. 记 ０≤ε≤１－ＡＵｎ ꎬ０≤δ≤ＡＬ１ꎬ则半群 Ｓ上的 ｎ维区间值模糊集

􀭸Ａ(－δꎬε)＝ ([ＡＬ１－δꎬＡＵ１ ＋ε]ꎬ[ＡＬ２－δꎬＡＵ２ ＋ε]ꎬ􀆺ꎬ[ＡＬｎ－δꎬＡＵｎ ＋ε])ꎬ
􀭸Ａε ＝([ＡＬ１＋εꎬＡＵ１ ＋ε]ꎬ[ＡＬ２＋εꎬＡＵ２ ＋ε]ꎬ􀆺ꎬ[ＡＬｎ＋εꎬＡＵｎ ＋ε])

也是半群 Ｓ上的 ｎ维区间值模糊子半群.
命题 ２　 假设 􀭸Ａ＝(Ａ１ꎬＡ２ꎬ􀆺ꎬＡｎ)是半群 Ｓ上的 ｎ维区间值模糊子半群ꎬ则 􀭸Ａ＝(Ａｉ１ꎬＡｉ２ꎬ􀆺ꎬＡｉｋ)是半群

Ｓ的 ｋ维区间值模糊子半群(２≤ｋ≤ｎ－１) . 这里 Ａｉ１ꎬＡｉ２ꎬ􀆺ꎬＡｉｋ是 Ａ１ꎬＡ２ꎬ􀆺ꎬＡｎ 中按顺序任选的 ｋ个.
定理 ３　 半群 Ｓ上的 ｎ维区间值模糊集 􀭸Ａ＝(Ａ１ꎬＡ２ꎬ􀆺ꎬＡｎ)是 ｎ维区间值模糊子半群的充分必要条件

是对任意 Ｔ∈ＩＶｎꎬ非空集 Ｕ(􀭸ＡꎬＴ)＝ {ｘ∈Ｓ ｜􀭸Ａ(ｘ)≥Ｔ}是半群 Ｓ的子半群.
证明(必要性) 　 如果 􀭸Ａ＝(Ａ１ꎬＡ２ꎬ􀆺ꎬＡｎ)是半群 Ｓ的 ｎ维区间值模糊子半群ꎬ对任意的 ｘꎬｙ∈Ｓ有 􀭸Ａ(ｘ

∗ｙ)≥􀭸Ａ(ｘ)∧􀭸Ａ(ｙ) . 若 ｘꎬｙ∈Ｕ(􀭸ＡꎬＴ)ꎬ则 􀭸Ａ(ｘ)≥Ｔꎬ􀭸Ａ(ｙ)≥Ｔꎬ从而 􀭸Ａ(ｘ∗ｙ)≥􀭸Ａ(ｘ)∧􀭸Ａ(ｙ)≥Ｔ. 即就是

ｘ∗ｙ∈Ｕ(􀭸ＡꎬＴ) . 故非空集 Ｕ(􀭸ＡꎬＴ)＝ {ｘ∈Ｓ ｜􀭸Ａ(ｘ)≥Ｔ}是半群 Ｓ的子半群.
(充分性)设非空集 Ｕ(􀭸ＡꎬＴ)是半群 Ｓ的子半群. 如果存在 ａꎬｂ∈Ｓꎬ使得 􀭸Ａ(ａｂ)<􀭸Ａ(ａ)∧􀭸Ａ(ｂ) .
选择 Ｔ１∈ＩＶｎ使得 􀭸Ａ(ａｂ)<Ｔ１≤􀭸Ａ(ａ)∧􀭸Ａ(ｂ) . 从而 ａꎬｂ∈Ｕ(􀭸ＡꎬＴ１)ꎬ但是 ａ∗ｂ∉Ｕ(􀭸ＡꎬＴ１)ꎬ这与非空集

Ｕ(􀭸ＡꎬＴ１)是 Ｓ的子半群矛盾. 因此ꎬ对任意 ｘꎬｙ∈Ｓꎬ都有 􀭸Ａ(ｘｙ)≥􀭸Ａ(ｘ)∧􀭸Ａ(ｙ) . 所以 􀭸Ａ是半群 Ｓ 的 ｎ 维区

间值模糊子半群.
定理 ４　 若 􀭸Ａ和 􀭸Ｂ都是半群 Ｓ的 ｎ维区间值模糊子半群ꎬ则 􀭸Ａ和 􀭸Ｂ的交 􀭸Ａ∩􀭸Ｂ也是半群 Ｓ的 ｎ维区间

值模糊子半群. 这里(􀭸Ａ∩􀭸Ｂ)(ｘ)＝ 􀭸Ａ(ｘ)∧􀭸Ｂ(ｘ) .
证明　 由 􀭸Ａ和 􀭸Ｂ的交 􀭸Ａ∩􀭸Ｂ的定义可知ꎬ两个 ｎ维区间值模糊集的交仍然是 ｎ维区间值模糊集. 如果

􀭸Ａ和 􀭸Ｂ都是半群 Ｓ的 ｎ维区间值模糊子半群ꎬ则对于任意的 ｘꎬｙ∈Ｓꎬ有
􀭸Ａ(ｘ∗ｙ)≥􀭸Ａ(ｘ)∧􀭸Ａ(ｙ)ꎬ􀭸Ｂ(ｘ∗ｙ)≥􀭸Ｂ(ｘ)∧􀭸Ｂ(ｙ)ꎬ

因此

(􀭸Ａ∩􀭸Ｂ)(ｘ∗ｙ)＝ 􀭸Ａ(ｘ∗ｙ)∧􀭸Ｂ(ｘ∗ｙ)≥(􀭸Ａ(ｘ)∧􀭸Ａ(ｙ))∧(􀭸Ｂ(ｘ)∧􀭸Ｂ(ｙ))＝
(􀭸Ａ(ｘ)∧􀭸Ｂ(ｘ))∧(􀭸Ａ(ｙ)∧􀭸Ｂ(ｙ))＝ (􀭸Ａ∩􀭸Ｂ)(ｘ)∧(􀭸Ａ∩􀭸Ｂ)(ｙ) .

因此 􀭸Ａ∩􀭸Ｂ也是半群 Ｓ的 ｎ维区间值模糊子半群.
设 Ｉ是半群 Ｓ的非空子集ꎬ定义半群 Ｓ的 ｎ维区间值模糊集 􀭸Ｃ为

􀭸Ｃ(ｘ)＝ Ｔ∈ＩＶｎꎬ(ｘ∈Ｉ)ꎻ􀭸Ｃ(ｘ)＝ ([０ꎬ０]ꎬ[０ꎬ０]ꎬ􀆺ꎬ[０ꎬ０])ꎬ(ｘ∉Ｉ) .
定理 ５　 设 Ｉ是半群 Ｓ的非空子集ꎬ则 􀭸Ｃ为半群 Ｓ的 ｎ维区间值模糊子半群的充分必要条件是非空集

—８—
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Ｉ是半群 Ｓ的子半群.
证明　 若 􀭸Ｃ为半群 Ｓ的 ｎ维区间值模糊子半群ꎬ则对于任意的 ｘꎬｙ∈Ｓꎬ􀭸Ｃ(ｘ∗ｙ)≥􀭸Ｃ(ｘ)∧􀭸Ｃ(ｙ) .
对于任意的 ｘꎬｙ∈Ｉꎬ有 􀭸Ｃ(ｘ)＝ Ｔꎬ􀭸Ｃ(ｙ)＝ Ｔ. 从而 􀭸Ｃ(ｘ∗ｙ)≥􀭸Ｃ(ｘ)∧􀭸Ｃ(ｙ)＝ Ｔ∧Ｔ＝Ｔꎬ也就是说

􀭸Ｃ(ｘ∗ｙ)＝ Ｔꎬ即 ｘ∗ｙ∈Ｉ. 故 Ｉ是半群 Ｓ的子半群.
反过来ꎬ若 Ｉ是半群 Ｓ的非空子集. 如果 ｘꎬｙ∈Ｉꎬ则 ｘ∗ｙ∈Ｉꎬ从而 􀭸Ｃ(ｘ∗ｙ)＝ 􀭸Ｃ(ｘ)∧􀭸Ｃ(ｙ)＝ Ｔ. 如果 ｘ

∉Ｉ或者 ｙ∉Ｉꎬ则 􀭸Ｃ(ｘ)＝ ([０ꎬ０]ꎬ[０ꎬ０]ꎬ􀆺ꎬ[０ꎬ０])或者 􀭸Ｃ(ｙ)＝ ([０ꎬ０]ꎬ[０ꎬ０]ꎬ􀆺ꎬ[０ꎬ０]) . 因此
􀭸Ｃ(ｘ∗ｙ)≥([０ꎬ０]ꎬ[０ꎬ０]ꎬ􀆺ꎬ[０ꎬ０])＝ 􀭸Ｃ(ｘ)∧􀭸Ｃ(ｙ) .

因此 􀭸Ｃ为半群 Ｓ的 ｎ维区间值模糊子半群.
命题 ３　 设 Ｉ是半群 Ｓ的子半群ꎬ则一定存在半群 Ｓ 的 ｎ 维区间值模糊子半群 􀭽Ｄꎬ它的水平截集满足

Ｕ(􀭸Ａꎬ[１ꎬ１])＝ {ｘ∈Ｓ ｜􀭸Ａ(ｘ)＝ [１ꎬ１]} ＝ Ｉ.
下面ꎬ我们讨论半群的 ｎ维区间值模糊子半群直积的性质. 假设 Ｓ和 Ｒ是两个半群ꎬ定义 Ｓ×Ｒ上的二

元运算(ｘ１ꎬｘ２)(ｙ１ꎬｙ２)＝ (ｘ１ｙ１ꎬｘ２ｙ２)ꎬ(ｘ１ꎬｘ２)ꎬ(ｙ１ꎬｙ２)∈Ｓ×Ｒꎬ则 Ｓ×Ｒ 也是半群. 如果 􀭸Ａ和 􀭸Ｂ 分别是 Ｓ 和

Ｒ上的 ｎ维区间值模糊集ꎬ定义 Ｓ×Ｒ上的 ｎ维区间值模糊集 􀭸Ａ×􀭸Ｂ为

(􀭸Ａ×􀭸Ｂ)(ｘꎬｙ)＝ 􀭸Ａ(ｘ)∧􀭸Ｂ(ｙ)ꎬ(ｘꎬｙ)∈Ｓ×Ｒ.
定理 ６　 假设 􀭸Ａ和 􀭸Ｂ分别是半群 Ｓ和 Ｒ上的 ｎ维区间值模糊子半群ꎬ则 􀭸Ａ×􀭸Ｂ是半群 Ｓ×Ｒ的 ｎ维区间

值模糊子半群.
证明　 对于任意的(ｘ１ꎬｙ１)ꎬ(ｘ２ꎬｙ２)∈Ｓ×Ｒꎬ有(􀭸Ａ×􀭸Ｂ)((ｘ１ꎬｙ１)(ｘ２ꎬｙ２))＝ (􀭸Ａ×􀭸Ｂ)(ｘ１ｘ２ꎬｙ１ｙ２) .
由于 􀭸Ａ和 􀭸Ｂ分别是半群 Ｓ和 Ｒ上的 ｎ维区间值模糊子半群ꎬ因此

􀭸Ａ(ｘ１ｘ２)≥􀭸Ａ(ｘ１)∧􀭸Ａ(ｘ２)ꎬ􀭸Ｂ(ｙ１ｙ２)≥􀭸Ｂ(ｙ１)∧􀭸Ｂ(ｙ２)ꎬ
(􀭸Ａ×􀭸Ｂ)((ｘ１ꎬｙ１)(ｘ２ꎬｙ２))＝ (􀭸Ａ×􀭸Ｂ)(ｘ１ｘ２ꎬｙ１ｙ２)≥(􀭸Ａ(ｘ１)∧􀭸Ａ(ｘ２))∧(􀭸Ｂ(ｙ１)∧􀭸Ｂ(ｙ２))＝

(􀭸Ａ(ｘ１)∧􀭸Ｂ(ｙ１))∧(􀭸Ａ(ｘ２)∧􀭸Ｂ(ｙ２))＝ (􀭸Ａ×􀭸Ｂ)(ｘ１ꎬｙ１)∧(􀭸Ａ×􀭸Ｂ)(ｘ２ꎬｙ２) .
因此 􀭸Ａ×􀭸Ｂ是半群 Ｓ×Ｒ的 ｎ维区间值模糊子半群.
命题 ４　 假设 􀭸Ａ和 􀭸Ｂ是半群 Ｓ的 ｎ维区间值模糊子半群ꎬ则 􀭸Ａ×􀭸Ｂ 是半群 Ｓ×Ｓ 的 ｎ 维区间值模糊子

半群.
定理 ７　 假设 􀭸Ａ×􀭸Ｂ是半群 Ｓ×Ｒ的 ｎ维区间值模糊子半群ꎬ则 􀭹Ａ和 􀭹Ｂ分别是半群的 Ｓ和 Ｒ的 ｎ维区间

值模糊子半群. 这里
􀭹Ａ(ｘ)＝ ｍａｘ{(􀭸Ａ×􀭸Ｂ)(ｘꎬｚ) ｜ ｚ∈Ｒ}ꎬ􀭹Ｂ(ｙ)＝ ｍａｘ{(􀭸Ａ×􀭸Ｂ)( ｚꎬｙ) ｜ ｚ∈Ｓ} .

证明　 假设 􀭸Ａ×􀭸Ｂ是半群 Ｓ×Ｒ的 ｎ维区间值模糊子半群ꎬ则对于任意(ｘ１ꎬｙ１)ꎬ(ｘ２ꎬｙ２)∈Ｓ×Ｒꎬ有
(􀭸Ａ×􀭸Ｂ)((ｘ１ꎬｙ１)∗(ｘ２ꎬｙ２))≥(􀭸Ａ×􀭸Ｂ)(ｘ１ꎬｙ１)∧(􀭸Ａ×􀭸Ｂ)(ｘ２ꎬｙ２) .

因此
􀭹Ａ(ｘ１ｘ２)＝ ｍａｘ{(􀭸Ａ×􀭸Ｂ)(ｘ１ｘ２ꎬｚ) ｜ ｚ∈Ｒ} ＝ｍａｘ{(􀭸Ａ×􀭸Ｂ)(ｘ１ｘ２ꎬｚ１ｚ２) ｜ ｚ１ꎬｚ２∈Ｒ} ＝

ｍａｘ{(􀭸Ａ×􀭸Ｂ)((ｘ１ꎬｚ１)∗(ｘ２ꎬｚ２)) ｜ ｚ１ꎬｚ２∈Ｒ}≥
ｍａｘ{􀭸Ａ(ｘ１ꎬｚ１)∧􀭸Ｂ(ｘ２ꎬｚ２) ｜ ｚ１ꎬｚ２∈Ｒ} ＝ｍａｘ{􀭸Ａ(ｘ１ꎬｚ１) ｜ ｚ１∈Ｒ}∧ｍａｘ{􀭸Ｂ(ｘ２ꎬｚ２) ｜ ｚ２∈Ｒ} ＝􀭹Ａ(ｘ１)∧􀭹Ａ(ｘ２)ꎬ

􀭹Ｂ(ｙ１ｙ２)＝ ｍａｘ{(􀭸Ａ×􀭸Ｂ)( ｚꎬｙ１ｙ２) ｜ ｚ∈Ｓ} ＝ｍａｘ{(􀭸Ａ×􀭸Ｂ)( ｚ１ｚ２ꎬｙ１ｙ２) ｜ ｚ１ꎬｚ２∈Ｓ} ＝

ｍａｘ{(􀭸Ａ×􀭸Ｂ)(( ｚ１ꎬｙ１)∗( ｚ２ꎬｙ２)) ｜ ｚ１ꎬｚ２∈Ｓ}≥
ｍａｘ{􀭸Ａ( ｚ１ꎬｙ１)∧􀭸Ｂ( ｚ２ꎬｙ２) ｜ ｚ１ꎬｚ２∈Ｓ} ＝ｍａｘ{􀭸Ａ( ｚ１ꎬｙ１) ｜ ｚ１∈Ｓ}∧ｍａｘ{􀭸Ｂ( ｚ２ꎬｙ２) ｜ ｚ２∈Ｓ} ＝􀭹Ｂ(ｙ１)∧􀭹Ｂ(ｙ２) .

因此 􀭹Ａ和 􀭹Ｂ分别是半群的 Ｓ和 Ｒ的 ｎ维区间值模糊子半群.
定理 ８　 假设 ｆ是半群 Ｓ的自同态ꎬ􀭸Ａ是半群 Ｓ的 ｎ维区间值模糊子半群ꎬ则 􀭸Ａｆ 也是半群 Ｓ 的 ｎ 维区

间值模糊子半群. 这里 􀭸Ａｆ(ｘ)＝ 􀭸Ａ( ｆ(ｘ)) .
证明　 设 ｆ是半群 Ｓ的自同态ꎬ则对于任意 ｘꎬｙ∈Ｓ有 ｆ(ｘ∗ｙ)＝ ｆ(ｘ)∗ｆ(ｙ) . 􀭸Ａ 是半群 Ｓ 的 ｎ 维区间

值模糊子半群ꎬ从而
􀭸Ａｆ(ｘ∗ｙ)＝ 􀭸Ａ( ｆ(ｘ∗ｙ))＝ 􀭸Ａ( ｆ(ｘ)∗ｆ(ｙ))≥􀭸Ａ( ｆ(ｘ))∧􀭸Ａ( ｆ(ｙ))＝ 􀭸Ａｆ(ｘ)∧􀭸Ａｆ(ｙ) .

由定义 ３ 可知 􀭸Ａｆ 也是半群 Ｓ的 ｎ维区间值模糊子半群.
—９—
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定理 ９　 假设 ｆ:Ｓ→Ｒ是半群 Ｓ到 Ｒ的满同态. 如果 􀭸Ｂ是半群 Ｒ的 ｎ维区间值模糊集. 则 􀭸Ｂ ｆ 是半群 Ｓ
的 ｎ维区间值模糊子半群的充分必要条件是 􀭸Ｂ是半群 Ｒ的 ｎ维区间值模糊子半群.

证明　 对于任意的 ｙ１ꎬｙ２∈Ｒꎬ存在 ｘ１ꎬｘ２∈Ｓ使得 ｆ(ｘ１)＝ ｙ１ꎬｆ(ｘ２)＝ ｙ２ . 假设 􀭸Ｂ ｆ 是半群 Ｓ 的 ｎ 维区间

值模糊子半群ꎬ则 􀭸Ｂ ｆ(ｘｙ)≥􀭸Ｂ ｆ(ｘ)∧􀭸Ｂ ｆ(ｙ)ꎬｘꎬｙ∈Ｓ. 因此
􀭸Ｂ(ｙ１∗ｙ２)＝ 􀭸Ｂ( ｆ(ｘ１)∗ｆ(ｘ２))＝ 􀭸Ｂ( ｆ(ｘ１∗ｘ２))＝ 􀭸Ｂ ｆ(ｘ１∗ｘ２)≥

􀭸Ｂ ｆ(ｘ１)∧􀭸Ｂ ｆ(ｘ２)＝ 􀭸Ｂ( ｆ(ｘ１))∧􀭸Ｂ( ｆ(ｘ２))＝ 􀭸Ｂ(ｙ１)∧􀭸Ｂ(ｙ２) .
故 􀭸Ｂ是半群 Ｒ的 ｎ维区间值模糊子半群.
反过来ꎬ对于任意的 ｙ１ꎬｙ２∈Ｒꎬ存在 ｘ１ꎬｘ２∈Ｓ使得 ｆ(ｘ１)＝ ｙ１ꎬｆ(ｘ２)＝ ｙ２ . 假设 􀭸Ｂ是半群 Ｒ 的 ｎ 维区间

值模糊子半群ꎬ则 􀭸Ｂ(ｙ１∗ｙ２)≥􀭸Ｂ(ｙ１)∧􀭸Ｂ(ｙ２) . 因此

􀭸Ｂ ｆ(ｘ１∗ｘ２)＝ 􀭸Ｂ( ｆ(ｘ１∗ｘ２))＝ 􀭸Ｂ( ｆ(ｘ１)∗ｆ(ｘ２))＝ 􀭸Ｂ(ｙ１∗ｙ２)≥
􀭸Ｂ(ｙ１)∧􀭸Ｂ(ｙ２)＝ 􀭸Ｂ( ｆ(ｘ１))∧􀭸Ｂ( ｆ(ｘ２))＝ 􀭸Ｂ ｆ(ｘ１)∧􀭸Ｂ ｆ(ｘ２)ꎬ

所以 􀭸Ｂ ｆ 是半群 Ｓ的 ｎ维区间值模糊子半群.
定理 １０　 假设 ｆ:Ｓ→Ｒ是半群 Ｓ到 Ｒ的满同态. 如果 􀭸Ａ是半群 Ｓ的 ｎ维区间值模糊子半群ꎬ则 ｆ(􀭸Ａ)是

半群 Ｒ的 ｎ维区间值模糊子半群. 这里 ｆ(􀭸Ａ)(ｙ)＝ ｓｕｐ{􀭸Ａ(ｘ) ｜ ｆ(ｘ)＝ ｙ} .
证明　 假设 ｆ:Ｓ→Ｒ是半群 Ｓ到 Ｒ的满同态ꎬ则对于 ｙ１ꎬｙ２∈Ｒꎬ存在 ｘ１ꎬｘ２∈Ｓ 使得 ｆ(ｘ１)＝ ｙ１ꎬｆ(ｘ２)＝

ｙ２ . 由于 􀭸Ａ是半群 Ｓ的 ｎ维区间值模糊子半群ꎬ因此

ｆ(􀭸Ａ)(ｙ１∗ｙ２)＝ ｓｕｐ{􀭸Ａ(ｘ１∗ｘ２) ｜ ｆ(ｘ１∗ｘ２)＝ ｙ１∗ｙ２} ＝ｓｕｐ{􀭸Ａ(ｘ１∗ｘ２) ｜ ｆ(ｘ１)∗ｆ(ｘ２)＝ ｙ１∗ｙ２} ＝

ｓｕｐ{􀭸Ａ(ｘ１∗ｘ２) ｜ ｆ(ｘ１)＝ ｙ１ꎬｆ(ｘ２)＝ ｙ２}≥
ｓｕｐ{􀭸Ａ(ｘ１)∧􀭸Ａ(ｘ２) ｜ ｆ(ｘ１)＝ ｙ１ꎬｆ(ｘ２)＝ ｙ２} ＝(ｓｕｐ{􀭸Ａ(ｘ１) ｜ ｆ(ｘ１)＝ ｙ１})∧(ｓｕｐ{􀭸Ａ(ｘ２) ｜ ｆ(ｘ２)＝ ｙ２})＝

ｆ(􀭸Ａ)(ｙ１)∧ｆ(􀭸Ａ)(ｙ２)ꎬ
所以 ｆ(􀭸Ａ)是半群 Ｒ的 ｎ维区间值模糊子半群.

３　 结论

本文引入了半群的 ｎ维区间值模糊子半群的概念ꎬ并研究了它的一些重要性质. 这些定义和主要结

果可以类似地推广到其他一些代数系统ꎬ如 ＢＧ 代数、Ｂ－代数和李代数. 本文的研究工作能为进一步研究

半群理论奠定基础.
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