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[摘要] 　 在一些宽泛条件下ꎬ研究 ｍ－宽象限相依序列(ｍ￣ＷＯＤ)随机加权和的完全收敛性ꎬ该结果将现有文献

中宽象限相依(ＷＯＤ)序列的相关结论拓展到 ｍ￣ＷＯＤ 序列的情形.
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经典的概率极限理论往往假定随机变量序列相互独立ꎬ并在此基础上讨论随机变量序列的部分序列

或部分和最大值序列的渐近理论ꎬ这些理论在统计中有着重要的应用. 但实际问题中该假定往往过于严

格ꎬ如在经济、金融、流行病等数据分析中ꎬ数据中常表现出一定的相依性. 因此近年来对不同相依结构随

机变量序列的极限理论研究引起众多学者的研究兴趣. 如文献[１－４]分别提出负相协(简记为 ＮＡ)、负象

限相依(简记为 ＮＯＤ)、扩展负相依(简记为 ＥＮＤ)和宽象限相依(简记为 ＷＯＤ)随机变量序列概念并对其

极限理论展开研究. 为进一步拓展相依性ꎬ文献[５]提出更广泛的 ｍ－拓展负相依(简写为 ｍ￣ＥＮＤ)随机变

量序列ꎬ而文献[６]提出 ｍ－宽象限相依(简写为 ｍ￣ＷＯＤ)随机变量序列的概念ꎬ并且对其诸如部分和序列

或部分和的最大序列的渐近理论展开研究. 已有研究表明 ＮＡ、ＮＯＤ、ＥＮＤ、ＷＯＤ 这几类序列后者依次包含

前者ꎬ参见文[７] . 当 ｍ＝ １ꎬｍ￣ＥＮＤ 和 ｍ￣ＷＯＤ 退化为 ＥＮＤ 和 ＷＯＤ 随机序列ꎬ所以 ｍ￣ＥＮＤ 和 ｍ￣ＷＯＤ 随

机序列分别是 ＥＮＤ 和 ＷＯＤ 随机序列概念的推广. 因此ꎬｍ￣ＷＯＤ 是一种比 ＮＡ、ＮＯＤ、ＥＮＤ、ＷＯＤ 和 ｍ￣
ＥＮＤ 随机变量序列更宽泛的相依结构ꎬ其极限理论研究也具有重要理论和应用意义.

对于 ＷＯＤ 随机变量序列ꎬ文献[８]给出了 ＷＯＤ 随机变量序列的完全收敛性及非参数回归模型中加

权估计量的完全相合性ꎻ文献[９]给出了线性回归模型中 Ｍ 估计的强相合性ꎻ文献[１０]给出了 ＷＯＤ 随机

变量序列随机加权和的收敛性和在线性时不变系统中的应用. 对于 ｍ￣ＷＯＤ 随机变量序列ꎬ文献[１１]给出

了 ｍ￣ＷＯＤ 随机变量序列密度函数和失效率函数核估计的强相合性ꎻ文献[６]给出了 ｍ￣ＷＯＤ 随机变量序

列误差下非线性回归模型 ＬＳ 估计的收敛性ꎻ文献[１２]给出 ｍ￣ＷＯＤ 随机变量序列移动平均过程的完全收

敛性. 但据我们所知ꎬ目前针对 ｍ￣ＷＯＤ 随机变量序列的随机权和相关结果尚未建立ꎬ本文将对其展开

研究.
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贺　 婕ꎬ等:ｍ￣ＷＯＤ 序列随机加权和的完全收敛性

１　 预备知识及引理

为讨论本文的主要结果ꎬ我们介绍一些准备知识:
首先是文献[８]引入了下面的 ＷＯＤ 的概念.
定义 １　 对于随机变量序列{Ｘｎꎬｎ≥１}ꎬ对每个 ｎ≥１ꎬ若存在正数 ｇＵ(ｎ)和 ｇＬ(ｎ)ꎬ使对所有的 Ｘ ｉ∈

Ｒꎬ１≤ｉ≤ｎꎬ有

Ｐ(Ｘ１>ｘ１ꎬＸ２>ｘ２ꎬ􀆺ꎬＸｎ>ｘｎ)≤ｇＵ(ｎ) ∏
ｎ

ｉ ＝ １
Ｐ(Ｘ ｉ>ｘｉ)

和

Ｐ(Ｘ１≤ｘ１ꎬＸ２≤ｘ２ꎬ􀆺ꎬＸｎ≤ｘｎ)≤ｇＬ(ｎ) ∏
ｎ

ｉ ＝ １
Ｐ(Ｘ ｉ≤ｘｉ) .

则称随机变量序列{Ｘｎꎬｎ≥１}是 ＷＯＤ(ｗｉｄｅｌｙ ｏｒｔｈａｎｔ ｄｅｐｅｎｄｅｎｔ)的ꎬ其控制系数为 ｇ(ｎ)＝ ｍａｘ{ｇＵ(ｎ)ꎬ
ｇＬ(ｎ)} .　

在 ＷＯＤ 定义给出的基础上ꎬ由文献[６]给出了如下的 ｍ￣ＷＯＤ 的定义.
定义 ２　 如果对某个固定的正整数 ｍꎬ对任意的 ｎ≥２ 和 ｉ１ꎬｉ２ꎬ􀆺ꎬｉｎꎬ当 ｜ ｉｋ－ｉ ｊ ｜ ≥ｍꎬ１≤ｋ≠ｊ≤ｎ 时ꎬ有

Ｘ ｉ１ꎬＸ ｉ２ꎬ􀆺ꎬＸ ｉｎ为 ＷＯＤ 的ꎬ则称随机变量序列{Ｘｎꎬｎ≥１}为 ｍ￣ＷＯＤ(ｍ￣ｗｉｄｅｌｙ ｏｒｔｈａｎｔ ｄｅｐｅｎｄｅｎｔ) .
引理 １[１３] 　 假设{Ｘｎꎬｎ≥１}为 ｍ￣ＷＯＤ 随机变量序列ꎬ其控制系数为{ ｇ( ｎ)ꎬｎ≥１}ꎬ其中 ｇ( ｎ) ＝

ｍａｘ{ｇｕ(ｎ)ꎬｇＬ(ｎ)}ꎬ若{ ｆｎ(Ｘｎ)ꎬｎ≥１}为非降或非增函数ꎬ则{ ｆｎ(Ｘｎ)ꎬｎ≥１}仍为 ｍ￣ＷＯＤ 随机变量序列ꎬ
其中控制系数仍为{ｇ(ｎ)ꎬｎ≥１} .

引理 ２[７] 　 设{Ｘｎꎬｎ≥１}为 ＷＯＤ 随机序列ꎬ且 ＥＸｎ ＝ ０ꎬＥ ｜ Ｘｎ ｜ ｐ<∞ ꎬｎ≥１ꎬｐ≥２ꎬ则存在仅与 ｐ 有关的

常数 Ｃ１(ｐ)和 Ｃ２(ｐ)使得

Ｅ ｍａｘ
１≤ｊ≤ｎ

∑
ｊ

ｉ ＝ １
Ｘ ｉ

ｐ
( ) ≤Ｃ１(ｐ)( ｌｏｇ ｎ) ｐ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
Ｅ ｜Ｘ ｉ ｜ ｐ＋Ｃ２(ｐ)ｇ(ｎ)( ｌｏｇ ｎ) ｐ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
ＥＸ２

ｉ( )
ｐ / ２
.

引理 ３　 设{Ｘｎꎬｎ≥１}为 ｍ￣ＷＯＤ 随机序列ꎬ且 ＥＸｎ ＝ ０ꎬＥ ｜ Ｘｎ ｜ ｐ<∞ ꎬｎ≥１ꎬｐ≥２.则存在仅与 ｍ 和 ｐ 有
关的常数 Ｃ１(ｍꎬｐ)和 Ｃ２(ｍꎬｐ)使得:

Ｅ ｍａｘ
１≤ｊ≤ｎ

∑
ｊ

ｉ ＝ １
Ｘ ｉ

ｐ
( ) ≤Ｃ１(ｍꎬｐ)( ｌｏｇ ｎ) ｐ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
Ｅ ｜Ｘ ｉ ｜ ｐ＋Ｃ２(ｍꎬｐ)ｇ(ｎ)( ｌｏｇ ｎ) ｐ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
ＥＸ２

ｉ( )
ｐ / ２
.

证明　 对于任意充分大的正整数 ｎꎬ都存在正整数 ｉ′和 ℓ′ꎬ１≤ℓ′≤ｍꎬ满足 ｎ＝ｍｉ′＋ℓ′ꎬ对于任意的 １≤
ｊ≤ｎꎬ都存在 ｉ与 ℓ使得 ｊ＝ｍｉ＋ℓꎬ１≤ℓ≤ｍꎬ所以

根据 Ｃｒ 不等式

Ｅ ｍａｘ
１≤ｊ≤ｎ

∑
ｊ

ｉ ＝ １
Ｘ ｉ

ｐ
( ) ＝ Ｅ ｍａｘ

１≤ｍｉ＋ℓ≤ｎ
∑
ｍｉ＋ℓ

ｉ ＝ １
Ｘ ｉ

ｐ
( ) ≤ Ｅ ｍａｘ

１≤ｍｉ＋ℓ≤ｎ
∑
ℓ

ｋ ＝ １
∑
ｉ ＋１

ｔ ＝ １
Ｘｍｋ＋ｔ ＋ ｍａｘ

１≤ｍｉ＋ℓ≤ｎ
∑
ｍ

ｋ ＝ ℓ＋１
∑
ｉ

ｔ ＝ １
Ｘｍｋ＋ｔ( )

ｐ
≤

２ｐ－１ Ｅ ｍａｘ
１≤ｍｉ＋ℓ≤ｎ

∑
ℓ

ｋ ＝ １
∑
ｉ ＋１

ｔ ＝ １
Ｘｍｋ＋ｔ( )

ｐ ＋ Ｅ ｍａｘ
１≤ｍｉ＋ℓ≤ｎ

∑
ｍ

ｋ ＝ ℓ＋１
∑
ｉ

ｔ ＝ １
Ｘｍｋ＋ｔ( )

ｐ
{ } ＝

２ｐ－１ Ｅ ｍａｘ
１≤ｕ≤ℓꎬ１≤ｖ≤ｉ′＋１

∑
ｕ

ｋ ＝ １
∑
ｖ

ｔ ＝ １
Ｘｍｋ＋ｔ( )

ｐ ＋ Ｅ ｍａｘ
ℓ＋１≤ｕ≤ｍꎬ１≤ｖ≤ｉ′

∑
ｍ

ｋ ＝ ｕ＋１
∑
ｖ

ｔ ＝ １
Ｘｍｋ＋ｔ( )

ｐ
{ } ꎬ

而

Ｅ ｍａｘ
１≤ｕ≤ℓꎬ１≤ｖ≤ｉ′＋１

∑
ｕ

ｋ ＝ １
∑
ｖ

ｔ ＝ １
Ｘｍｋ＋ｔ( )

ｐ
≤ Ｅ ∑

ｍ

ｋ ＝ １
ｍａｘ

１≤ｖ≤ｉ′＋１
∑
ｖ

ｔ ＝ １
Ｘｍｋ＋ｔ( )

ｐ
≤ ｍｐ－１∑

ｍ

ｋ ＝ １
Ｅ ｍａｘ

１≤ｖ≤ｉ′＋１
∑
ｖ

ｔ ＝ １
Ｘｍｋ＋ｔ( )

ｐ
.

同理可证

Ｅ ｍａｘ
ℓ＋１≤ｕ≤ｍꎬ１≤ｖ≤ｉ′

∑
ｍ

ｋ ＝ ｕ＋１
∑
ｖ

ｔ ＝ １
Ｘｍｋ＋ｔ( )

ｐ
≤ ｍｐ－１∑

ｍ

ｋ ＝ １
Ｅ ｍａｘ

１≤ｖ≤ｉ′＋１
∑
ｖ

ｔ ＝ １
Ｘｍｋ＋ｔ( )

ｐ
.

因此

２ｐ－１ Ｅ∑ ｍａｘ
１≤ｕ≤ℓꎬ１≤ｖ≤ｉ′＋１

∑
ｕ

ｋ ＝ １
∑
ｖ

ｔ ＝ １
Ｘｍｋ＋ｔ( )

ｐ ＋ Ｅ ｍａｘ
ℓ＋１≤ｕ≤ｍꎬ１≤ｖ≤ｉ′

∑
ｍ

ｋ ＝ ｕ＋１
∑
ｖ

ｔ ＝ １
Ｘｍｋ＋ｔ( )

ｐ
{ } ≤

２ｐｍｐ－１∑
ｍ

ｋ ＝ １
Ｅ ｍａｘ

１≤ｖ≤ｉ′＋１
∑
ｖ

ｔ ＝ １
Ｘｍｋ＋ｔ( )

ｐ
.
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根据 ｍ￣ＷＯＤ 的定义和引理 ２. 可得

２ｐｍｐ－１∑
ｍ

ｋ ＝ １
Ｅ ｍａｘ

１≤ｖ≤ｉ′＋１
∑
ｖ

ｔ ＝ １
Ｘｍｋ＋ｔ( )

ｐ
≤

Ｃ１(ｐ)２ｐｍｐ
－１( ｌｏｇ( ｉ′＋１)) ｐ ∑

ｍ

ｋ ＝ １
∑
ｉ′＋１

ｔ ＝ １
Ｅ ｜Ｘｍｋ＋ｔ ｜ ｐ＋Ｃ２(ｐ)２ｐｍｐ

－１ｇ( ｊ)( ｌｏｇ( ｉ′＋１)) ｐ ∑
ｍ

ｋ ＝ １
∑
ｉ′＋１

ｔ ＝ １
ＥＸ２

ｍｋ＋ｔ( )
ｐ / ２

≤

Ｃ１(ｐ)２ｐｍｐ
－１( ｌｏｇ ｎ) ｐ ∑

ｍ

ｋ ＝ １
∑
ｉ′＋１

ｔ ＝ １
Ｅ ｜ Ｘｍｋ＋ｔ ｜ ｐ ＋ Ｃ２(ｐ)２ｐｍｐ

－１ｇ(ｎ)( ｌｏｇ ｎ) ｐ ∑
ｍ

ｋ ＝ １
∑
ｉ′＋１

ｔ ＝ １
ＥＸ２

ｍｋ＋ｔ( )
ｐ / ２ ＝:

Ｃ１(ｍꎬｐ)( ｌｏｇ ｎ) ｐ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
Ｅ ｜Ｘ ｉ ｜ ｐ＋Ｃ２(ｍꎬｐ)ｇ(ｎ)( ｌｏｇ ｎ) ｐ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
ＥＸ２

ｉ( )
ｐ / ２
.

至此完成引理 ３ 的证明.
引理 ４[１０] 　 设{Ｘｎꎬｎ≥１}为非负独立随机变量序列ꎬ{Ｙｎꎬｎ≥１}为 ＷＯＤ 随机变量序列.假设{Ｘｎꎬｎ≥１}

独立于{Ｙｎꎬｎ≥１}ꎬ则{ＸｎＹｎꎬｎ≥１}仍为 ＷＯＤ 随机变量ꎬ且与{Ｙｎꎬｎ≥１}具有相同的控制系数.
引理 ５　 设{Ｘｎꎬｎ≥１}为非负独立随机变量序列ꎬ且{Ｙｎꎬｎ≥１}为 ｍ￣ＷＯＤ 随机变量.假设{Ｘｎꎬｎ≥１}

独立于{Ｙｎꎬｎ≥１}ꎬ则{ＸｎＹｎꎬｎ≥１}仍为 ｍ￣ＷＯＤ 随机变量ꎬ且与{Ｙｎꎬｎ≥１}具有相同的控制系数.
证明　 由于{Ｙｎꎬｎ≥１}为 ｍ￣ＷＯＤ 随机变量ꎬ所以由定义 ２ 可知ꎬ{Ｙｎꎬｎ≥１}可以分解为 ｍ个 ＷＯＤ 序

列ꎬ即
{Ｙ１ꎬＹ１＋ｍꎬＹ１＋２ｍꎬ􀆺}ꎬ{Ｙ２ꎬＹ２＋ｍꎬＹ２＋２ｍꎬ􀆺}ꎬ􀆺ꎬ{ＹｍꎬＹ２ｍꎬＹ３ｍꎬ􀆺} .

结合引理 ４ꎬ可得ꎬ
{ｘ１Ｙ１ꎬｘ１＋ｍＹ１＋ｍꎬ􀆺}ꎬ{ｘ２Ｙ２ꎬｘ２＋ｍＹ２＋ｍꎬ􀆺}ꎬ􀆺ꎬ{ｘｍＹｍꎬｘ２ｍＹ２ｍꎬ􀆺}ꎬ

仍为与{Ｙｎꎬｎ≥１}具有相同的控制系数的 ＷＯＤ 随机变量序列ꎬ结合 ｍ￣ＷＯＤ 的定义ꎬ易得引理 ５. 至此完

成引理 ５ 的证明.
引理 ６[１０] 　 设{Ｘｎꎬｎ≥１}为 Ｘ随机控制的随机变量序列ꎬ则对于所有的 ｎ≥１ꎬα>０ꎬβ>０ꎬ有

Ｅ[ ｜Ｘｎ ｜ αＩ( ｜Ｘｎ ｜≤β)]≤Ｃ１{Ｅ[ ｜Ｘ ｜ αＩ( ｜Ｘ ｜≤β)]＋βαＰ( ｜Ｘ ｜ >β)}ꎬ

Ｅ[ ｜Ｘｎ ｜ αＩ( ｜Ｘｎ ｜ >β)]≤Ｃ２Ｅ[ ｜Ｘ ｜ αＩ( ｜Ｘ ｜ >β)] .
此外ꎬ对于所有的 ｎ≥１ꎬ有 Ｅ ｜Ｘｎ ｜ α≤Ｃ３Ｅ ｜Ｘ ｜ αꎬ其中 Ｃ１ꎬＣ２ꎬＣ３ 是不依赖于 ｎ的正常数.
引理 ７[１４] 　 若 ℓ为无限慢变化函数ꎬ则

(１) ∑
ｍ

ｎ ＝ １
ｎｓℓ(ｎ)≤Ｃｍｓ＋１ℓ(ｍ)ꎬ其中 ｓ>－１ꎬｍ为正整数.

(２) ∑
∞

ｎ ＝ ｍ
ｎｓℓ(ｎ)≤Ｃｍｓ＋１ℓ(ｍ)ꎬ其中 ｓ<－１ꎬｍ为正整数.

引理 ８[１４] 　 若 ℓ为无限慢变化函数ꎬ则

(１) ｌｉｍ
ｘ→∞

ℓ(ｘ＋ｕ)
ℓ(ｘ)

＝ １ꎬ对于每个 ｕ>０.

(２) ｌｉｍ
ｘ→∞
ｘδℓ(ｘ)＝ ∞ ꎬｌｉｍ

ｘ→∞
ｘ－δℓ(ｘ)＝ ０ 对于每个 δ>０.

引理 ９　 若 ℓ１ 和 ℓ２ 都为无限慢变化函数ꎬｈ＝ℓ１ℓ２ꎬ则 ｈ为无限慢变化函数.
证明　 由于 ℓ１ 和 ℓ２ 都为无限慢变化函数ꎬ根据慢变化函数定义可得

ｌｉｍ
ｘ→∞

ℓ１( ｔｘ)
ℓ１(ｘ)

＝ １ꎬｌｉｍ
ｘ→∞

ℓ２( ｔｘ)
ℓ２(ｘ)

＝ １ꎬ　 ｔ>０.

而 ｈ＝ℓ１􀅰ℓ２ꎬ所以

ｌｉｍ
ｘ→∞

ｈ( ｔｘ)
ｈ(ｘ)

＝ ｌｉｍ
ｘ→∞

ℓ１( ｔｘ)ℓ２( ｔｘ)
ℓ１(ｘ)ℓ２(ｘ)

＝ ｌｉｍ
ｘ→∞

ℓ１( ｔｘ)
ℓ１(ｘ)

ｌｉｍ
ｘ→∞

ℓ２( ｔｘ)
ℓ２(ｘ)

＝ １ꎬ　 ｔ>０.

因此引理 ９ 成立. 至此完成引理 ９ 的证明.
注　 对于常数 ｑꎬ很容易得到 ℓ(ｎ)＝ ( ｌｏｇ(ｎ)) ｑ 为无限慢变化函数.
引理 １０　 若 ℓ为无限慢变化函数ꎬ对于任意的 β<－１ꎬ有:

∑
∞

ｎ ＝ １
ｎβℓ(ｎ)<∞ .

—０２—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉
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证明　 对于任意的 β<－１ꎬ存在 δ>０ꎬ使 β′≜β＋δ<－１.根据引理 ８ 的(２)ꎬ有
ｌｉｍ
ｎ→∞
ｎδℓ(ｎ)＝ ∞ ꎬ ｌｉｍ

ｎ→∞
ｎ－δℓ(ｎ)＝ ０.

所以

∑
∞

ｎ ＝ １
ｎβℓ(ｎ)＝ ∑

∞

ｎ ＝ １
ｎβ′(ｎ－δℓ(ｎ))<∞ .

２　 主要定理及证明

本小节将给出主要结果及其证明.
定理 １　 设{Ｘｎꎬｎ≥１}为 Ｘ随机控制的 ｍ￣ＷＯＤ 随机变量序列ꎬ其中ꎬ控制系数满足 ｇ(ｎ)＝ Ｏ(ｎλ)ꎬ

λ≥０ꎬＥ ｜Ｘ ｜ ｐ－
ｋ１
α ℓ ｜Ｘ ｜

１
α( ) <∞ .{Ａｎｋꎬ１≤ｋ≤ｎ}是与{Ｘｎꎬｎ≥１}行独立的随机变量序列ꎬ满足

∑
ｎ

ｋ ＝ １
ＥＡ２

ｎｋ ＝Ｏ(ｎ
－ｒ)ꎬ (１)

ｍａｘ
１≤ｋ≤ｎ

｜Ａｎｋ ｜ ＝ ｏ(ｎ
－α)ꎬ (２)

且

α(ｐ－２)<ｋ１<αｐꎬｋ１≥０ꎬ

ｍａｘ α－１ꎬα－ｒ
＋１
２

ꎬα－
αｐ－ｋ１－ｒ

２{ } <ｋ２≤１ꎬ

则对于任意的 ε>０ꎬ有

∑
∞

ｎ ＝ １
ｎαｐ－２－ｋ１ℓ(ｎ)Ｐ ｍａｘ

１≤ｊ≤ｎ
∑
ｊ

ｋ ＝ １
ＡｎｋＸｋ ≥ εｎｋ２( ) < ∞ . (３)

备注　 定理 １ 将文献[１０]中的 ＷＯＤ 随机变量序列的相关结果推广到 ｍ￣ＷＯＤ 序列情形.
证明　 由于 ＡｎｋＸｋ ＝Ａ

＋
ｎｋＸｋ－Ａ

－
ｎｋＸｋꎬ因此

∑
∞

ｎ ＝ １
ｎαｐ－２－ｋ１ℓ(ｎ)Ｐ ｍａｘ

１≤ｊ≤ｎ
∑
ｊ

ｋ ＝ １
ＡｎｋＸｋ ≥ εｎｋ２( ) ≤

∑
∞

ｎ ＝ １
ｎαｐ－２－ｋ１ℓ(ｎ)Ｐ ｍａｘ

１≤ｊ≤ｎ
∑
ｊ

ｋ ＝ １
Ａ ＋ｎｋＸｋ ≥ εｎｋ２( ) ＋∑

∞

ｎ ＝ １
ｎαｐ－２－ｋ１ℓ(ｎ)Ｐ ｍａｘ

１≤ｊ≤ｎ
∑
ｊ

ｋ ＝ １
ＡｎｋＸ

－
ｋ ≥ εｎｋ２( ) .

不失一般性ꎬ令 Ａｎｋ≥０. 对于任意固定的 ｎꎬ和 １≤ｋ≤ｎꎬ令
Ｘｎｋ(１)＝ －ｎαＩ(Ｘｋ<－ｎα)＋ＸｋＩ( ｜Ｘｋ ｜≤ｎα)＋ｎαＩ(Ｘｋ>ｎα)ꎬ

Ｘｎｋ(２)＝ (Ｘｋ＋ｎα) Ｉ(Ｘｋ<－ｎα)＋(Ｘｋ－ｎα) Ｉ(Ｘｋ>ｎα)ꎬ
则 Ｘｋ ＝Ｘｎｋ(１)＋Ｘｎｋ(２)ꎬ根据引理 １ 知{Ｘｎｋ(１)ꎬ１≤ｋ≤ｎ}和{Ｘｎｋ(２)ꎬ１≤ｋ≤ｎ}都是 ｍ￣ＷＯＤ 的ꎬ因此

∑
∞

ｎ ＝ １
ｎαｐ－２－ｋ１ℓ(ｎ)Ｐ ｍａｘ

１≤ｊ≤ｎ
∑
ｊ

ｋ ＝ １
ＡｎｋＸｋ ≥ εｎｋ２( ) ≤

∑
∞

ｎ ＝ １
ｎαｐ－２－ｋ１ℓ(ｎ)Ｐ ∪

ｎ

ｋ ＝ １
( ｜ Ｘｋ ｜≥ ｎα)( ) ＋∑

∞

ｎ ＝ １
ｎαｐ－２－ｋ１ℓ(ｎ)Ｐ ｍａｘ

１≤ｊ≤ｎ
∑
ｊ

ｋ ＝ １
ＡｎｋＸｎｋ(１) ≥ εｎｋ２( ) ≤

∑
∞

ｎ ＝ １
ｎαｐ－２－ｋ１ℓ(ｎ)∑

ｎ

ｋ ＝ １
Ｐ( ｜ Ｘｋ ｜≥ ｎα) ＋∑

∞

ｎ ＝ １
ｎαｐ－２－ｋ１ℓ(ｎ)Ｐ ｍａｘ

１≤ｊ≤ｎ
∑
ｊ

ｋ ＝ １
ＡｎｋＸｎｋ(１) ≥ εｎｋ２( ) ＝:Ｈ１＋Ｈ２ .

因此ꎬ要证明(３)ꎬ只要证明 Ｈ１<∞和 Ｈ２<∞ .
首先ꎬ证明 Ｈ１<∞ . 根据引理 ６ 和引理 ７ꎬ有

Ｈ１≤Ｃ∑
∞

ｎ ＝ １
ｎαｐ－１－ｋ１ℓ(ｎ)Ｐ( ｜Ｘ ｜≥ｎα)＝ Ｃ∑

∞

ｎ ＝ １
ｎαｐ－１－ｋ１ℓ(ｎ)∑

∞

ｋ＝ｎ
ＥＩ(ｋα< ｜Ｘ ｜≤(ｋ＋１) α)＝

Ｃ∑
∞

ｋ ＝ １
ＥＩ(ｋα< ｜Ｘ ｜≤(ｋ＋１) α)∑

ｋ

ｎ＝１
ｎαｐ－１－ｋ１ℓ(ｎ)≤Ｃ∑

∞

ｋ ＝ １
ｋαｐ－ｋ１ℓ(ｋ)ＥＩ(ｋα< ｜Ｘ ｜≤(ｋ＋１) α)≤

Ｃ∑
∞

ｋ ＝ １
Ｅ ｜Ｘ ｜ ｐ－

ｋ１
α ℓ ｜Ｘ ｜

１
α( ) Ｉ(ｋα< ｜Ｘ ｜≤(ｋ＋１) α)≤ＣＥ ｜Ｘ ｜ ｐ－

ｋ１
α ℓ ｜Ｘ ｜

１
α( ) <∞ .

下面证明 Ｈ２<∞ .

—１２—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉
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Ｈ２≤ ∑
∞

ｎ ＝ １
ｎαｐ－２－ｋ１ℓ(ｎ)Ｐ ｍａｘ

１≤ｊ≤ｎ
∑
ｊ

ｋ ＝ １
ＡｎｋＸｎｋ(１) ≥ εｎｋ２( ) ＋

∑
∞

ｎ ＝ １
ｎαｐ－２－ｋ１ℓ(ｎ)Ｐ ｍａｘ

１≤ｊ≤ｎ
∑
ｊ

ｋ ＝ １
ＡｎｋＸｎｋ(１) － ＥＡｎｋＸｎｋ(１) ≥ εｎｋ２( ) ＝:Ｈ２１＋Ｈ２２ꎬ

由(１)和 Ｈöｌｄｅｒ 不等式有:

∑
ｎ

ｋ ＝ １
Ｅ ｜Ａｎｋ ｜≤ ∑

ｎ

ｋ ＝ １
ＥＡ２

ｎｋ( )
１ / ２ ∑

ｎ

ｋ ＝ １
１( )

１ / ２
≤Ｃｎ

１－ｒ
２ . (４)

由于对于固定的 ｎꎬ有{Ａｎｋꎬ１≤ｋ≤ｎ}与{Ｘｎꎬｎ≥１}相互独立ꎬ因此根据Ｍａｒｋｏｖ 不等式、引理 ４ 及 ＥＸｎ ＝０ꎬ

引理 ６、引理 ７ꎬ(４)ꎬα－２－ｋ２＋
１－ｒ
２

<－１ 有ꎬ

Ｈ２１≤Ｃ∑
∞

ｎ ＝ １
ｎαｐ－２－ｋ１－ｋ２ℓ(ｎ)Ｅ ｍａｘ

１≤ｊ≤ｎ
∑
ｊ

ｋ ＝ １
ＡｎｋＥＸｎｋ(１)( ) ≤

Ｃ∑
∞

ｎ ＝ １
ｎαｐ－２－ｋ１－ｋ２ℓ(ｎ) ∑

ｎ

ｋ ＝ １
Ｅ[Ａｎｋ ｜ －ｎαＰ(Ｘｋ<－ｎα)＋ＥＸｋＩ( ｜Ｘｋ ｜≤ｎα)＋ｎαＰ(Ｘｋ>ｎα) ｜ ]≤

Ｃ∑
∞

ｎ ＝ １
ｎαｐ－２－ｋ１－ｋ２ℓ(ｎ) ∑

ｎ

ｋ ＝ １
ＥＡｎｋ[ｎαＰ( ｜Ｘｋ ｜ >ｎα)＋Ｅ ｜Ｘｋ ｜ Ｉ( ｜Ｘｋ ｜ >ｎα)]≤

Ｃ∑
∞

ｎ ＝ １
ｎαｐ－２－ｋ１－ｋ２ℓ(ｎ) ∑

ｎ

ｋ ＝ １
ＥＡｎｋＥ ｜Ｘｋ ｜ Ｉ( ｜Ｘｋ ｜ >ｎα)≤ Ｃ∑

∞

ｎ ＝ １
ｎα－２－ｋ２ℓ(ｎ) ∑

ｎ

ｋ ＝ １
ＥＡｎｋＥ ｜Ｘ ｜ ｐ

－
ｋ１
α Ｉ( ｜Ｘ ｜ >ｎα)≤

Ｃ∑
∞

ｎ ＝ １
ｎα－２－ｋ２＋

１－ｒ
２ Ｅ ｜Ｘ ｜ ｐ－

ｋ１
α ℓ ｜Ｘ ｜

１
α( ) Ｉ( ｜Ｘ ｜ >ｎα)≤ Ｃ∑

∞

ｎ ＝ １
ｎα－２－ｋ２＋

１－ 
２ <∞ .

下证 Ｈ２２<∞ .
对于任意固定的 ｎꎬ由引理 ４ 可知{ＡｎｋＸｎｋ(１)－ＥＡｎｋＸｎｋ(１)ꎬ１≤ｋ≤ｎ}仍为 ｍ￣ＷＯＤ 序列. 取 ｑ>ｍａｘ{２ꎬ

(２α－２ｋ１－ｒ－１) / ｋ２}ꎬ由 Ｍａｒｋｏｖ 不等式和引理 ３ꎬ可得

Ｈ２２≤ Ｃ∑
∞

ｎ ＝ １
ｎαｐ－２－ｋ１－ｋ２ｑℓ(ｎ)Ｅ ｍａｘ

１≤ｊ≤ｎ
∑
ｊ

ｋ ＝ １
ＡｎｋＸｎｋ(１) － ＥＡｎｋＸｎｋ(１)( )

ｑ
≤

Ｃ∑
∞

ｎ ＝ １
ｎαｐ－２－ｋ１－ｋ２ｑℓ(ｎ)( ｌｏｇ ｎ) ｑ ∑

ｎ

ｋ ＝ １
Ｅ ｜ＡｎｋＸｎｋ(１)－ＥＡｎｋＸｎｋ(１) ｜ ｑ ＝:Ｈ３＋Ｈ４ .

根据(１)和(２)有
Ｅ ｜Ａｎｋ ｜ ｑ≤ＥＡ２

ｎｋ ｍａｘ
１≤ｋ≤ｎ

｜Ａｎｋ ｜( ) ｑ－２≤Ｃｎ－α(ｑ－２)ＥＡ２
ｎｋ .

根据 ｑ>ｍａｘ{２ꎬ(２α－２ｋ１－ｒ－１＋β) / ｋ２ꎬ２(αｐ－２－ｋ１＋λ) / (２α－ｐα＋ｋ１－２ｋ２－ｒ＋β)}有－ｋ２ｑ＋２(α－ｋ１－１)－ｒ<－１
根据引理 ６ꎬ引理 ７ꎬ引理 ９ꎬ可得

Ｈ３≤Ｃ∑
∞

ｎ ＝ １
ｎαｐ－２－ｋ１－ｋ２ｑℓ(ｎ)( ｌｏｇ ｎ) ｑ ∑

ｎ

ｋ ＝ １
Ｅ ｜Ａｎｋ ｜ ｑＥ ｜Ｘｎｋ(１) ｜ ｑ≤

Ｃ∑
∞

ｎ ＝ １
ｎαｐ－２－ｋ１－ｋ２ｑℓ(ｎ)( ｌｏｇ ｎ) ｑ ∑

ｎ

ｋ ＝ １
Ｅ ｜Ａｎｋ ｜ ｑ[Ｅ ｜Ｘｋ ｜ ｑＩ( ｜Ｘｋ ｜≤ｎα)＋ｎαｑＰ( ｜Ｘｋ ｜ >ｎα)]≤

Ｃ∑
∞

ｎ ＝ １
ｎαｐ－２－ｋ１－ｋ２ｑℓ(ｎ)( ｌｏｇ ｎ) ｑ ∑

ｎ

ｋ ＝ １
ｎ－α(ｑ－２)ＥＡ２

ｎｋ[Ｅ ｜Ｘｋ ｜ ｑＩ( ｜Ｘｋ ｜≤ｎα)＋ｎαｑＰ( ｜Ｘｋ ｜ >ｎα)]≤

Ｃ∑
∞

ｎ ＝ １
ｎαｐ－２－ｋ１－ｋ２ｑℓ(ｎ)( ｌｏｇ ｎ) ｑ ∑

ｎ

ｋ ＝ １
ｎ－α(ｑ－２)＋α(ｑ－ｐ)－ｋ１ＥＡ２

ｎｋ Ｅ ｜Ｘｋ ｜ ｐ
－
ｋ１
α Ｉ( ｜Ｘｋ ｜≤ｎα)[ ] ＋

Ｅ ｜Ｘｋ ｜ ｐ
－
ｋ１
α Ｉ( ｜Ｘｋ ｜≥ｎα)≤ Ｃ∑

∞

ｎ ＝ １
ｎ－ｋ２ｑ＋２(α－ｋ１－１)ℓ(ｎ)( ｌｏｇ ｎ) ｑ ∑

ｎ

ｋ ＝ １
ＥＡ２

ｎｋＥ ｜Ｘ ｜ ｐ
－
ｋ１
α≤

Ｃ∑
∞

ｎ ＝ １
ｎ－ｋ２ｑ＋２(α－ｋ１－１)－ｒℓ(ｎ)( ｌｏｇ ｎ) ｑ<∞ .

根据

ｑ>ｍａｘ{２ꎬ(２α－２ｋ１－ｒ－１＋β) / ｋ２ꎬ２(αｐ－２－ｋ１＋λ) / (２α－ｐα＋ｋ１－２ｋ２－ｒ＋β)}
可得

αｐ－２－ｋ１＋λ＋
ｑ
２
(２α－ｐα＋ｋ１－２ｋ２－ｒ＋β)<－１ꎬ

—２２—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉
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因此

Ｈ４ ＝ ∑
∞

ｎ ＝ １
ｎαｐ－２－ｋ１－ｋ２ｑℓ(ｎ)( ｌｏｇ ｎ) ｑｇ(ｎ) ∑

ｎ

ｋ ＝ １
Ｅ ｜ ＡｎｋＸｎｋ(１) － ＥＡｎｋＸｎｋ(１) ｜ ２( )

ｑ
２ ≤

Ｃ∑
∞

ｎ ＝ １
ｎαｐ－２－ｋ１－ｋ２ｑ＋λℓ(ｎ)( ｌｏｇ ｎ) ｑ ∑

ｎ

ｋ ＝ １
ＥＡ２

ｎｋＥＸ２
ｎｋ(１)[ ]

ｑ / ２
≤

Ｃ∑
∞

ｎ ＝ １
ｎαｐ－２－ｋ１－ｋ２ｑ＋λℓ(ｎ)( ｌｏｇ ｎ) ｑ ∑

ｎ

ｋ ＝ １
ＥＡ２

ｎｋ(ＥＸ２
ｋ Ｉ( ｜ Ｘｋ ｜≤ ｎα) ＋ ｎ２αＰ( ｜ Ｘｋ ｜ > ｎα))[ ]

ｑ / ２
≤

Ｃ∑
∞

ｎ ＝ １
ｎαｐ－２－ｋ１－ｋ２ｑ＋λℓ(ｎ)( ｌｏｇ ｎ) ｑ ∑

ｎ

ｋ ＝ １
ｎ２α－ｐα＋ｋ１ＥＡ２

ｎｋＥ ｜ Ｘ ｜ ｐ
－
ｋ１
α[ ]

ｑ / ２
≤

Ｃ∑
∞

ｎ ＝ １
ｎαｐ－２－ｋ１＋λ＋

ｑ
２ (２α－ｐα＋ｋ１－２ｋ－２－ｒ)ℓ(ｎ)( ｌｏｇ ｎ) ｑ≤ Ｃ∑

∞

ｎ ＝ １
ｎαｐ－２－ｋ１＋λ＋

ｑ
２ (２α－ｐα＋ｋ１－２ｋ２－ｒ＋β) <∞ .

至此完成定理 １ 的证明.

３　 结论

就现有研究而言ꎬｍ￣ＷＯＤ 是一种相当宽泛的相依结构ꎬ其包含常见的 ＮＡ、ＮＯＤ、ＥＮＤ、ＷＯＤ 和 ｍ￣ＥＮＤ
相依结构随机变量序列. 本文在较宽泛的条件下ꎬ建立 ｍ￣ＷＯＤ 的随机权和序列渐近性质进行讨论ꎬ该结

果将 ＷＯＤ 序列的相关结果推广到 ｍ￣ＷＯＤ 的情形. 但有关结果在统计分析中的应用ꎬ如应用统计模型的

参数估计的大样本性质讨论尚需进一步研究.
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