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一类含对数非线性项的分数阶
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[摘要] 　 通过对对数项精细的估计来证明紧性条件的成立ꎬ借助山路引理ꎬ研究带有对数非线性项的分数阶基

尔霍夫型方程

(ａ＋ｂ[ｕ] ｐｓꎬｐ)(－Δ) ｓｐｕ＝ ｜ ｕ ｜ ｑ－２ｕｌｎ ｜ ｕ ｜ ２ 在 Ω中ꎬ

ｕ＝ ０ 在 ＲＮ ＼Ω中.{
在一定条件下解的存在性.
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ｌｏｇａｒｉｔｈｍｉｃ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｔｅｒｍ

(ａ＋ｂ[ｕ] ｐｓꎬｐ)(－Δ) ｓｐｕ＝ ｜ ｕ ｜ ｑ－２ｕｌｎ ｜ ｕ ｜ ２ ｉｎ Ωꎬ

ｕ＝ ０ ｉｎ ＲＮ ＼Ω.{
ｕｎｄｅｒ ｃｅｒｔａｉｎ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ.
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ:ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ ｅｑｕａｔｉｏｎꎬｌｏｇａｒｉｔｈｍｉｃ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙꎬｃｏｍｐａｃｔｎｅｓｓ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎꎬｍｏｕｎｔａｉｎ ｐａｓｓ ｌｅｍｍａ

１　 引言及主要结论

本文主要研究如下形式的带有对数非线性项和 ｐ￣Ｌａｐｌａｃｉａｎ 算子的分数阶基尔霍夫型方程解的存在性:
(ａ＋ｂ[ｕ] ｐｓꎬｐ)(－Δ) ｓｐｕ＝ ｜ ｕ ｜ ｑ－２ｕｌｎ ｜ ｕ ｜ ２ 在 Ω中ꎬ

ｕ＝ ０ 在 ＲＮ ＼Ω中.{ (１)

这里 ａꎬｂ是正常数ꎬＮ>ｓｐꎬｓ∈(０ꎬ１)ꎬ１<ｐ<ｑ<ｐ∗ｓ ꎬｐ∗ｓ ＝Ｎｐ / (Ｎ－ｐｓ)是分数临界 Ｓｏｂｏｌｅｖ 指数ꎬΩ⊂ＲＮ 是

一个具有 Ｌｉｐｓｈｃｉｔｚ 边界的有界区域ꎬ[ｕ] ｐｓꎬｐ ＝ ∬
Ｒ２Ｎ

｜ ｕ(ｘ)－ｕ(ｙ) ｜ Ｐ

｜ ｘ－ｙ ｜ Ｎ＋ｐｓ
ｄｘｄｙꎬ(－Δ) ｓｐ 是分数阶 ｐ￣Ｌａｐｌａｃｉａｎ 算子ꎬ

其定义为

—４２—
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(－Δ) ｓｐφ(ｘ)＝ ２ ｌｉｍ
ε→０＋
∫
ＲＮ ＼Ｂε(ｘ)

｜φ(ｘ)－φ(ｙ) ｜ ｐ－２(φ(ｘ)－φ(ｙ))
｜ ｘ－ｙ ｜ Ｎ＋ｐｓ

ｄｙꎬ　 ｘ∈ＲＮꎬ

式中ꎬφ∈Ｃ∞
０ (ＲＮ) . Ｂε(ｘ)表示以 ｘ∈ＲＮ 为中心且半径 ε>０ 的球.

近年来ꎬ基尔霍夫型方程越来越受到广泛的关注ꎬ经典的基尔霍夫型方程是由 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ[１]考察弦在振

动过程中整数长度的变化效应时ꎬ提出的一种实际存在的数学模型. 通过对非线性项赋予适当的条件下

获得了解的存在性和多解性的结果ꎬＰｅｒｅｒａ 等[２]利用 Ｙａｎｇ 指标和临界群的方法得到了问题非平凡解的存

在性ꎻＣｈｅｎ 等[３]研究带有凹凸非线性项的问题ꎬ利用 Ｎｅｈａｒｉ 流形的方法得到了问题多解的存在性. 而分

数阶基尔霍夫模型是由 Ｆｉｓｃｅｌｌａ￣Ｖａｌｄｉｎｏｃｉ[４] 为了刻画在分数长度处的弦张力ꎬ首次提出的一种数学模

型. 随后ꎬ许多学者开始对这类问题进行深入的研究并获得了许多有意义的结果ꎬ见文献[５－７] . 但是ꎬ对
于带有对数非线性项的分数阶方程解的存在性和多解性的结果不多. 文献[８]研究了如下的一类对数非

线性项的分数阶薛定谔方程:
(－Δ) ｓｕ＋ωｕ＝ｕｌｎ ｜ ｕ ｜ ２ꎬ　 ｘ∈ＲＮꎬ

式中ꎬω > ０ꎬ利用分数阶对数 Ｓｏｂｏｌｅｖ 不等式得到了无穷多解的存在性ꎬ并讨论了解的正则性问题.
Ｔｒｕｏｎｇ[９]研究了一类带有分数阶 ｐ￣Ｌａｐｌａｃｉａｎ 算子和对数非线性项的一类方程ꎬ利用 Ｎｅｈａｒｉ 流形方法获得

了两个非平凡解的存在性.
受以上文献启发ꎬ本文研究带有对数非线性项和 ｐ￣Ｌａｐｌａｃｉａｎ 算子的分数阶基尔霍夫型方程(１)解的

存在性. 本文主要难点有两点:第一ꎬ由于对数非线性项的出现ꎬ导致了失去紧性条件的现象发生ꎬ经典的

山路引理无法直接应用ꎻ第二ꎬ由于 ｐ￣Ｌａｐｌａｃｉａｎ 算子不是线性算子ꎬ导致了一些经典的估计式不再成立ꎬ
需要利用一些精细的分析技巧来克服这个困难.

本文的主要结果如下:
定理 １　 若 ２ｐ<ｑ<ｐ∗ｓ 成立ꎬ则方程(１)存在一个非平凡解.

２　 紧性条件

在本部分中ꎬ首先简要介绍有关的分数阶 Ｓｏｂｏｌｅｖ 空间的知识ꎬ更多的内容和证明见文献[１０] . 本文

采用的 Ｓｏｂｏｌｅｖ 空间为Ｗｓꎬｐｏ (Ω)ꎬ其范数为‖ｕ‖＝[ｕ] ｓꎬｐ . 空间Ｗｓꎬｐｏ (Ω)能够连续且紧嵌入到空间 Ｌｒ(Ω)ꎬ这

里空间 Ｌｒ(Ω)的范数为 ｜ ｕ ｜ ｒ ＝ ∫
Ω
｜ ｕ ｜ ｒｄｘ( )

１
ｒ ꎬｐ≤ｒ<ｐ∗ｓ . 以 Ｓｒ 表示最佳嵌入常数ꎬ即

Ｓｒ ｜ ｕ ｜ ｒ≤‖ｕ‖ꎬ　 ∀ｕ∈Ｗｓꎬｐｏ (Ω) .
问题(１)所对应的能量泛函 Ｊ:Ｗｓꎬｐｏ (Ω)→Ｒ 为:

Ｊ(ｕ)＝ ａ
ｐ
[ｕ] ｐｓꎬｐ＋

ｂ
２ｐ

[ｕ] ２ｐ
ｓꎬｐ＋

２
ｑ２ ∫Ω ｜ ｕ ｜ ｑｄｘ－ １

ｑ ∫Ω ｜ ｕ ｜ ｑ ｌｎ ｜ ｕ ｜ ２ｄｘ. (２)

利用文献[１１]的证明方法可证 Ｊ∈Ｃ１(Ｗｓꎬｐｏ (Ω)ꎬＲ) . 进一步地可知ꎬ对任意的 ｕꎬｖ∈Ｗｓꎬｐｏ (Ω)ꎬ都有

Ｊ′(ｕ)ｖ＝(ａ＋ｂ[ｕ] ｐｓꎬｐ)Ｌｐ(ｕꎬｖ)－ ∫
Ω
｜ ｕ ｜ ｑ－２ｕｖｌｎ ｜ ｕ ｜ ２ｄｘ

成立ꎬ这里

Ｌｐ(ｕꎬｖ)＝ ∬
Ｒ２Ｎ

｜ ｕ(ｘ)－ｕ(ｙ) ｜ ｐ－２(ｕ(ｘ)－ｕ(ｙ))(ｖ(ｘ)－ｖ(ｙ))
｜ ｘ－ｙ ｜ Ｎ＋ｐｓ

ｄｘｄｙ. (３)

当 ２ｐ<ｑ<ｐ∗ｓ ꎬ对所有 ｒ∈(ｑꎬｐ∗ｓ )ꎬ都有ｌｉｍ
ｔ →０

｜ ｔ ｜ ｑ－１ ｌｎ ｜ ｔ ｜ ２

｜ ｔ ｜ ｐ－１
＝ ０ 和 ｌｉｍ

ｔ →∞

｜ ｔ ｜ ｑ－１ ｌｎ ｜ ｔ ｜ ２

｜ ｔ ｜ ｒ－１
＝ ０ 成立. 于是ꎬ对任意 ε>０ꎬ

存在 Ｃε>０ 使得

｜ ｔ ｜ ｑ－１ ｌｎ ｜ ｔ ｜ ｐ－１≤ε ｜ ｔ ｜ ｐ－１＋Ｃε ｜ ｔ ｜ ｒ
－１ . (４)

一方面ꎬ由 Ｖｉｔａｌｉ 收敛定理得出

ｌｉｍ
ｎ→∞∫Ω ｜ ｕｎ ｜ ｑ ｌｎ ｜ ｕｎ ｜ ２ｄｘ→ ∫

Ω
｜ ｕ ｜ ｑ ｌｎ ｜ ｕ ｜ ２ｄｘ. (５)

另一方面ꎬ在 Ｌｑ(Ω)中ꎬ当 ｕｎ→ｕꎬ我们有

—５２—
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ｌｉｍ
ｎ→∞∫Ω ｜ ｕｎ ｜ ｑｄｘ→ ∫

Ω
｜ ｕ ｜ ｑｄｘ. (６)

接下来ꎬ证明能量泛函满足紧性条件.
引理 １　 若 ２ｐ<ｑ<ｐ∗ｓ 成立. 则能量泛函 Ｊ满足(ＰＳ) ｃ 条件对于 ｃ∈Ｒ.
证明　 设{ｕｎ} ｎ 是一个(ＰＳ) ｃ 序列ꎬ即当 ｎ→∞时 Ｊ(ｕｎ)→ｃꎬ以及 Ｊ′(ｕｎ)→０. 于是有

ｃ＋ｏ(１)‖ｕｎ‖＝Ｊ(ｕｎ)－
１
ｑ
Ｊ′(ｕｎ)ｕｎ ＝

１
ｐ
－ １
ｑ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ａ‖ｕ‖ｐ＋ １

２ｐ
－ １
ｑ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｂ‖ｕ‖２ｐ＋ ２

ｑ２
∫
Ω
｜ｕ ｜ ｑｄｘ≥ １

ｐ
－ １
ｑ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ａ‖ｕ‖ｐꎬ

(７)
因为 ２ｐ<ｑꎬ所以式(７)表明了序列{ｕｎ} ｎ 在 Ｗｓꎬｐｏ (Ω)中有界. 从而ꎬ可假设 ｕｎ⇀ｕ在 Ｗｓꎬｐｏ (Ω)ꎬ由于空间

Ｗｓꎬｐｏ (Ω)连续紧嵌入到空间 Ｌｒ(Ω)ꎬ对任意的 ｐ≤ｒ<ｐ∗ｓ . 所以 ｖｎ→ｖ在空间 Ｌｒ(Ω)中.
接下来证明{ｕｎ} ｎ 强收敛于 ｕ在 Ｗｓꎬｐｏ (Ω)中ꎬ根据(５)式、范数的弱下半连续性和 Ｂｒｅｚｉｓ￣Ｌｉｅｂ 引理ꎬ可知

ｏｎ(１)＝ Ｊ′(ｕｎ)ｕｎ ＝ａ[ｕｎ] ｐｓꎬｐ＋ｂ[ｕｎ] ２ｐ
ｓꎬｐ－ ∫

Ω
｜ ｕｎ ｜ ｑ ｌｎ ｜ ｕｎ ｜ ２ｄｘ≥ａ[ｕｎ－ｕ] ｐｓꎬｐ＋ａ[ｕ] ｐｓꎬｐ＋ｂ[ｕ] ２ｐ

ｓꎬｐ－

λ ∫
Ω
｜ ｕ ｜ ｑ ｌｎ ｜ ｕ ｜ ２ｄｘ≥ａ[ｕｎ－ｕ] ｐｓꎬｐ＋Ｊ′(ｕ)ｕ＋ｏｎ(１)ꎬ

因为 Ｊ′(ｕ)＝ ０ꎬ所以由上式可知{ｕｎ}在 Ｗｓꎬｐｏ (Ω)中强收敛于 ｕ.

３　 定理 １ 证明

接下来ꎬ我们将利用如下的山路引理证明方程(１)非平凡解的存在性.
定理 ２(见文献[１１]) 　 令 Ｊ是定义在 Ｂａｎａｃｈ 空间 Ｅ上的泛函ꎬ且 Ｊ∈Ｃ１(ＥꎬＲ)满足(ＰＳ) ｃ 条件. 假设

存在常数 αꎬρ>０ 使得

(Ｊ１)Ｊ(ｕ)≥αꎬｕ∈Ｅ 且 ｕ＝ ρꎻ
(Ｊ２)存在 ｅ∈Ｅ且 ｅ>ρ使得 Ｊ(０)＝ ０ꎬＪ(ｅ)<α.
定义 ｃ＝ ｉｎｆ

γ∈Γ ｊ
　 ｍａｘ
ｔ∈[０ꎬ１]

Ｊ(γ( ｔ))ꎬ其中 Γ ｊ ＝{γ∈Ｃ([０ꎬ１]ꎬＥ):γ(０)＝ ０ꎬγ(１)＝ ｅ} . 那么ꎬ泛函 Ｊ有一个临界

值 ｃ≥α.
定理 １ 的证明　 接下来分 ３ 步证明定理 １ 的结论.
第一步:能量泛函 Ｊ 满足几何性质(Ｊ１) .
从(４)式和 Ｓｏｂｏｌｅｖ 嵌入ꎬ可知

Ｊ(ｕ)≥ １
ｐ
ａ‖ｕ‖ｐ＋ １

２ｐ
ｂ‖ｕ‖２ｐ－ １

ｑ
ε ∫

Ω
｜ ｕ ｜ ｐｄｘ－ １

ｑ
Ｃε ∫

Ω
｜ ｕ ｜ ｒｄｘ≥ １

ｐ
ａ－ １
ｑ
εＣ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖ｕ‖ｐ－ １

ｑ
ＣεＣ２‖ｕ‖ｒꎬ

式中ꎬＣ１ 和 Ｃ２ 是正的常数ꎬ选取 ε>０ 充分小使得
１
ｐ
ａ－ １
ｑ
εＣ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ >０. 因为 ｒ>ｐꎬ故存在 αꎬρ>０ 使得当 ｕ＝ ρ时

Ｊ(ｕ)≥α. 因此定理 ２ 的(Ｊ１)得证.
第二步:能量泛函 Ｊ 满足几何性质(Ｊ２) .
由于对任意的 ∈(０ꎬ∞ )都有不等式 ２ ｑ－ｑ ｑ ｌｎ ｜ ｜ ２≤２ 成立. 令 ｖ∈Ｗｓꎬｐｏ (Ω)且 ｖ≠０ꎬ选取 ｔ０ 足够大ꎬ

使得 ｔ０ｖ>ρ且 ２ ｜Ω ｜ －２ ｜ ｖ ｜ ｑｑ ｌｎ ｜ ｔ０ ｜ <－１ 成立ꎬ于是有

Ｊ( ｔｖ)≤ ａ
ｐ
ｔｐ‖ｖ‖ｐ＋ ｂ

２ｐ
ｔ２ｐ‖ｖ‖２ｐ－ １

ｑ２
ｔｑ .

因为 ｑ>２ｐꎬ于是有 Ｊ( ｔ０ｖ)<０. 令 ｅ＝ ｔ０ｖꎬ所以找到满足条件的函数 ｅꎬ于是定理 ２ 中条件(Ｊ２)成立.
第三步:方程(１)存在一个非平凡解.
由于 Ｊ(０)＝ ０ꎬ结合定理 ２ 可知 Ｊ存在一个非平凡临界点 ｕ 且 Ｊ(ｕ)≥α. 于是方程(１)存在一个非平

凡的弱解.
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