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数据驱动的扭曲均值－半方差投资组合选择

杨东方ꎬ李孟雨ꎬ王天放ꎬ米　 辉ꎬ刘国祥

(南京师范大学数学科学学院ꎬ江苏 南京 ２１００２３)

[摘要] 　 运用样本平均近似的数据驱动方法研究了带概率扭曲的均值－半方差投资组合优化模型ꎬ结合经典的

遗传算法( ＩＣＡ)和帝国竞争算法(ＧＡ)ꎬ提出了 ＩＣＡ￣ＧＡ 混合算法. 利用真实市场数据ꎬ对模型进行实证分析并求

解有效前沿. 最后ꎬ通过比较算法程序运行时间ꎬ表明本文创新的 ＩＣＡ￣ＧＡ 混合算法融合了帝国竞争算法和遗传

算法两者的优势ꎬ比它们有更好的表现.
[关键词] 　 带概率扭曲的均值－半方差ꎬ投资组合优化ꎬＩＣＡ￣ＧＡ 混合算法ꎬ数据驱动方法
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现代投资组合选择一直是当今金融领域研究的热门问题之一. 在金融市场中ꎬ如何合理地将投资者

的财富分配到不同的资产中ꎬ进而实现财富的最大化并有效控制投资风险ꎬ是投资组合理论的研究内

容. 随着大数据时代的到来ꎬ越来越多的研究者将理论模型与实际数据相结合ꎬ应用数据驱动的方法解决

投资组合选择问题ꎬ并使用先进高效的计算机算法进行投资组合优化和有效前沿计算.
自 Ｍａｒｋｏｗｉｔｚ[１]的开创性工作以来ꎬ均值－方差模型已成为金融理论中的主要模型之一ꎬ方差也成为了

衡量风险的一个常用标准. 均值－方差投资组合选择问题试图在一篮子证券中寻找最佳财富分配ꎬ以实现

固定时间范围内的风险与预期投资回报之间的最佳平衡. 均值－方差准则也受到了学者们的青睐ꎬ见文献

[２－４] . 但以方差作为风险度量工具有一定的局限性ꎬ因为它将低于和高于资产组合期望收益的部分都看

成风险ꎬ然而实际应用中ꎬ低于的部分才是真正的风险ꎬ所以 Ｍａｒｋｏｗｉｔｚ 等[５]后来用半方差代替方差ꎬ研究

均值－半方差投资组合模型ꎬ随后众多学者在均值－半方差框架下讨论各种最优投资问题ꎬ相关文献参见

[６－７] .
值得注意的是ꎬ随着行为经济学和实验经济学的发展ꎬ发现以线性期望为基础的决策标准会产生一些

不符合实际的悖论ꎬ这些悖论的产生表明了投资者对于客观风险的认知容易受到多种外部环境的影响ꎬ需
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要新的工具刻画决策者对于客观风险的心理认知过程.
不少学者通过引入概率扭曲函数改进传统的决策标准来研究投资组合优化问题. 比如ꎬＱｕｉｇｇｉｎ[８] 提

出的秩相依效用理论已迅速发展为学术界广泛讨论的决策理论. 近年来国内外学者也进行了很多拓展ꎬ
Ｊｉｎ 等[９]提出了单调性假设下分位数函数的方法ꎬ以解决添加概率扭曲函数后目标函数不再呈现凹性的问

题. 他们在连续时间内研究了一般的 Ｓ 型效用函数和概率扭曲特征的行为投资组合选择模型. Ｈｅ 等[１０]研

究了一般扭曲风险度量下ꎬ完全市场和不完全市场中的一般投资组合选择问题ꎬ以期末现金流量的分位数

函数作为决策变量. Ｂｉ 等[１１]尝试使用分位数方法研究概率扭曲下均值－方差问题的解决方案. Ｂｉ 等[１２]提

出并研究了当概率被非线性变换扭曲时ꎬ连续时间下的均值－半方差投资组合选择问题.
近年来有人提出了数据驱动的方法[１３]ꎬ在这种方法中投资者除了不断变化的资产收益观测值外ꎬ没

有任何其他信息. Ｂａｎ 等[１４]在均值－方差模型和均值－条件风险价值模型基础上ꎬ引进基于绩效的正则化

(ＰＢＲ)和机器学习算法改善 ＳＡＡ 数据驱动投资组合问题的结果. Ｂｅｒｔｓｉｍａｓ 等[１５]提出的样本平均逼近方

法是一种在不确定性下以数据为依据进行决策的流行方法. Ｄｅｌａｇｅ 等[１６]从历史数据出发构建了均值向量

和协方差矩阵的置信度集. Ｃｅｔｉｎｋａｙａ 等[１７]研究了一个迭代的、数据驱动的近似问题ꎬ投资者在给定股票

收益的历史情况下寻求最大化ꎬ其受限于分位数约束的投资组合的预期收益. 基于上述讨论ꎬ本文提出数

据驱动下带概率扭曲的均值－半方差投资组合模型ꎬ给出了求解该模型的混合优化算法ꎬ结合我国金融市

场数据进行实证分析ꎬ得出了模型在不同参数情况下的有效前沿和运行时间.

１　 数据驱动下带概率扭曲的均值－半方差模型

１.１　 概率权重(扭曲)函数

期望效用理论有一个著名的“Ａｌｌａｉｓ 悖论”ꎬ它在促进扩展期望效用理论的形成方面作出了重要的贡

献. 面对 Ａｌｌａｉｓ 悖论ꎬ在传统改进模式中ꎬ具有决策权重的改进模型认为ꎬ与人们会对财富产生主观反映即

效用一样ꎬ人们对事件发生的可能性也存在与客观概率不等同的主观判断. 决策者对结果概率的主观判

断称为决策权重ꎬ考虑一个离散情况ꎬ如果未来收益的所有可能结果为 Ｘ ＝ (ｘ１ꎬｐ１ꎻｘ２ꎬｐ２ꎻ􀆺ꎻｘｎꎬｐｎ)ꎬ那么

基于决策权重的改进模型具有如下形式:

Ｖ(Ｘ)＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｈｉｕ(ｘｉ)ꎬ (１)

式中ꎬｈｉ表示决策权重ꎬｕ(􀅰)表示效用函数. 决策权重是决策者对结果概率的主观判断ꎬ可以将 ｈｉ看成是

概率 ｐｉ的函数ꎬ认为

ｈｉ ＝ｗ(ｐｉ＋􀆺＋ｐｎ)－ｗ(ｐｉ＋１＋􀆺＋ｐｎ)ꎬ且 ｈｎ ＝ｗ(ｐｎ) .
式中ꎬｗ(􀅰)为概率权重函数ꎬｗ(０)＝ ０ꎬｗ(１)＝ １ꎻ它将真实的概率进行扭曲ꎬ体现了投资者对结果的主观

信念. 可以看到ꎬ如果 ｘｉ与 ｘ ｊ是等可能的ꎬ即 ｐｉ ＝ ｐ ｊꎬ对于期望效用来说ꎬ它们的权重相同ꎬ然 而 ｈｉ却未必等

于 ｈ ｊꎬ这是因为这一权重不仅与当前事件发生的概率有关ꎬ与比它更好的事件的概率也有关.
期望效用理论是用概率作为权重对于随机变量取值的加权平均ꎬ而秩相依效用理论中对于某一结果

进行赋权时的权重ꎬ不仅取决于概率本身ꎬ也与该结果在所有可能结果中的排序有关. 概率权重函数

(ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｗｅｉｇｈｔｉｎｇ ｆｕｎｃｔｉｏｎꎬＰＷＦ)的凹凸性可以在一定程度上刻画投资者对于风险的态度.
概率权重函数最早由 Ｐｒｅｌｅｃ[１８]在 １９９８ 年提出ꎬ它的优点是不仅具有简约性ꎬ还有强有力的实证支撑

和公理基础.
Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ １　 由 Ｐｒｅｌｅｃ 函数得到概率权重函数 ｗ(􀅰):[０ꎬ１]→[０ꎬ１]定义为:

ｗ(０)＝ ０ꎬｗ(１)＝ １ꎬ
ｗ(ｐ)＝ ｅ－β(－ｌｎ ｐ) αꎬ０<ｐ≤１ꎬα>０ꎬβ>０.

注　 当 α＝ １ 时ꎬＰｒｅｌｅｃ 概率权重函数的形式为 ｗ(ｐ)＝ ｐβ . 因此ꎬ当 β<１ 时是严格 凹的ꎬ当 β>１ 时是

严格凸的ꎬ特别的ꎬ当 β＝ １ 时ꎬｗ(ｐ)＝ ｐꎬ即为经典的期望效用理论.
１.２　 基于 ＳＡＡ 方法的带概率扭曲的均值－半方差模型

Ｓｈａｐｉｒｏ 等[１９]详细介绍了一种称为样本平均近似(ＳＡＡ)的数据驱动方法. “样本平均近似”最早是由

Ｋｌｅｙｗｅｇｔ 等[２０]创造ꎬ该术语指的是用其抽样近似法取代原始问题(ＳＰ)的方法ꎬ这在文献中有时也被称为
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外部抽样方法.
考虑以下随机规划问题:

ｍｉｎ
ｘ∈Ｄ

{ ｆ(ｘ):＝Ｅ[Ｆ(ｘꎬξ)]}ꎬ (２)

式中ꎬＤ是 Ｒｎ的非空闭合子集ꎬξ 是随机向量ꎬ其概率分布 Ｆ定义在支持集 Ξ⊂Ｒｄ上ꎬ且有 Ｆ:Ｄ×Ξ→Ｒ.
在许多情况下ꎬ对于给定的决策 ｘꎬ对前文中的期望值 Ｅ[Ｆ(ｘꎬξ)] 的精确估计要么不可能ꎬ要么计算

成本过高. 这也是涉及预期价值目标的传统随机规划问题所固有的困难. 样本平均近似(ＳＡＡ)方法可以

绕过这个难题. 这个想法是通过生成随机样本 {ξ１ꎬ􀆺ꎬξＮ}来求解确定性样本平均近似问题.
假设我们有一组样本 ξ１ꎬ􀆺ꎬξＮꎬ随机样本可以被视为随机向量 ξ 的 Ｎ 个观测值的历史数据ꎬ或者可

以通过蒙特卡罗采样技术在计算机中生成. 对于任何 ｘ∈Ｄꎬ我们可以通过求 Ｆ(ｘꎬξ ｊ)ꎬｊ ＝ １ꎬ􀆺ꎬＮ 的平均

值来估计 Ｆ(ｘ) 的期望值. 这也就推出原问题(２)的所谓的样本平均近似(ＳＡＡ)

ｍｉｎ
ｘ∈Ｄ
ｆ^Ｎ(ｘ): ＝

１
Ｎ∑

Ｎ

ｊ ＝ １
Ｆ(ｘꎬξ ｊ){ } . (３)

因此ꎬ对于给定的样本ꎬＳＡＡ 问题(３)可以被认为是随机规划问题ꎬ具有 Ｎ 个情景 ξ１ꎬ􀆺ꎬξＮꎬ且每个

概率是
１
Ｎ
.

根据大数定律ꎬ我们知道ꎬ在一定的条件下ꎬ当 Ｎ → ∞ 时ꎬｆ^Ｎ(ｘ) 逐点收敛到 ｆ(ｘ) . 特别的ꎬ如 果样

本是独立同分布的ꎬ那么经典的大数定律就会成立. 我们还有 Ｅ[ ｆ^Ｎ(ｘ)] ＝ ｆ(ｘ)ꎬ即 ｆ^Ｎ(ｘ)是 ｆ(ｘ)的无偏估

计. 因此ꎬ很自然地期望当 Ｎ → ∞ 时ꎬＳＡＡ 问题(３)的最优值和最优解收敛于它们对应的真实问题(２)的
最优值和最优解. 我们分别用 ϑ∗和 Ｓ 表示真实问题(２)的最优值和最优解集ꎬ分别用 ϑ^∗

Ｎ 和 Ｓ^Ｎ 表示 ＳＡＡ
问题(３)的最优值和最优解集.

设 Ｘ是一个随机变量ꎬ其分布函数为 Ｆ(ｘ) . 设 ｗ 是一个概率扭曲函数ꎬ则 Φ 定义为:
Φ(ｘ)＝ ｗ(Ｆ(ｘ)) .

注意到ꎬΦ符合分布函数的定义ꎬ因此我们可新定义一个随机变量 􀭹Ｘ:
Ｐ(􀭹Ｘ≤ｘ)＝ Φ(ｘ)＝ ｗ(Ｆ(ｘ)) .

考虑随机事件集合(ｘ１ꎬｐ１ꎻｘ２ꎬｐ２ꎻ􀆺ꎻｘｎꎬｐｎ)ꎬ其中 ｐｉ表示 Ｘ＝ ｘｉ的概率. 设 ｈｉ是 􀭹Ｘ＝ ｘｉ的概率ꎬ则有:
ｈｉ ＝Φ(ｘｉ)－Φ(ｘｉ－１) .

离散情形下随机变量的带概率扭曲的期望和半方差分别为

􀭹Ｅ(Ｘ)＝ ∑
Ｔ

ｊ ＝ １
ｈ ｊＸ ｊꎬ

􀭹Ｖ＿(Ｘ)＝ ∑
Ｔ

ｊ ＝ １
ｈ ｊ[(Ｘ ｊ－Ｒ)

－] ２ꎬ

式中ꎬＲ为 Ｘ的期望ꎬＸ ｊ ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
πｉｒｉｊꎬ ｊ＝ １ꎬ􀆺ꎬＴ 表示第 ｊ 时期的总财富收益率ꎬπｉ表示第 ｉ 个证券分配的资

金比例ꎬｒｉ ｊ表示第 ｉ 个证券在第 ｊ 个时期的收益率.
假设已知有 ｎ 个证券在 Ｔ 个时期的历史数据ꎬ我们使用 ＳＡＡ 方法ꎬ用数据的样本半方差估计量代替

目标函数ꎬ用样本均值估计量代替约束条件ꎬ则一般带扭曲的均值－半方差问题可以由下式表示:

ｍｉｎ 􀭹Ｖ
＾

－ (Ｘ) ＝ 􀭹Ｅ
＾

{[(Ｘ － Ｒ) －] ２}ꎬ

ｓ.ｔ. 􀭹Ｅ
＾

[Ｘ － Ｒ] ＝ ０ꎬ

∑
ｎ

ｉ ＝ １
π ｉ ＝ １ꎬ

０ ≤ π ｉ ≤ １ꎬ ｉ ＝ １ꎬ􀆺ꎬｎ.

(４)

由此ꎬ问题转化为数据驱动的非线性优化问题.

２　 求解算法

上一节中已经将带扭曲的均值－半方差问题转化为非线性规划模型ꎬ有关其最优解的存在性和解的

—９—
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讨论已由相关理论给出ꎬ在此不再赘述. 因为传统的优化算法很难找到全局最优解ꎬ所以人们一直在寻找

更好的方法来获得最优解. 遗传算法(ＧＡ)是一种基于生物进化的自然原理ꎬ通过模拟种群遗传和进化解

决优化问题的方法. 帝国竞争算法( ＩＣＡ)是一种受帝国竞争行为启发ꎬ通过模拟殖民地同化机制和帝国竞

争机制而形成的一种优化方法. 它们都已被成功应用于解决各类实际的优化问题. Ｍｅｈｄｉｎｅｊａｄ 等[２１] 在

ＩＣＡ 算法中引入了一 种称为“独立”国家的新型国家ꎬ并且将遗传算法中的交叉和变异算子应用于这些独

立国家. 因此受其思想的启发ꎬ本文使用类似的 ＩＣＡ￣ＧＡ 混合优化算法.
首先定义适应度函数ꎬ适应度函数是衡量解决方案质量的一个因素. 在优化问题中ꎬ适应性通常取决

于其目标函数的值. 因此ꎬ对于最大化问题ꎬ具有较高适应性的个体将有更多的机会产生后代. 在本节中ꎬ
我们将上文模型的目标函数作为适应度函数. 此外ꎬ我们知道ꎬ在基本 ＩＣＡ 中ꎬ国家的力量与成本函数的

值成反比. 因此ꎬ对于本文所提出的混合算法ꎬ成本函数定义为适应度函数的倒数:

Ｃｏｓｔ＝ １
ｆｉｔ(ｃｏｕｎｔｒｙ)

ꎬ

式中ꎬｆｉｔ(ｃｏｕｎｔｒｙ)指国家的适应度ꎬ即目标函数值.
然后定义独立国家ꎬ独立国家是反帝国主义的国家ꎬ正在与帝国主义国家竞争. 独立国家的目标是使

殖民地脱离帝国ꎬ让它们加入独立国家ꎬ导致所有帝国瓦解. 更具体地说ꎬ在初始群落中ꎬ最初的 Ｎｐｏｐ个国

家中最强大的 Ｎｉｍｐ个国家被选为帝国ꎬ其余国家(即剩余的 Ｎｐｏｐ－Ｎｉｍｐ个国家)中最强大的 Ｎｉｎｄ个国家被选

为独立国家ꎬ其余 Ｎｃｏｌ(Ｎｃｏｌ ＝Ｎｐｏｐ－Ｎｉｍｐ－Ｎｉｎｄ)个国家组成殖民地. 然后在每一次迭代中加入执行 ３ 个遗传

算法中的算子:
(１)变异算子

在 ＩＣＡ 的进化进程中ꎬ种群多样性可能会丢失ꎬ并且总是会发生早熟收敛. 在这里ꎬ我们设计了一种

新的变异策略来执行变异算子. 具体而言ꎬ根据以下等式产生一个新的独立国家 Ｉｎｄ′ｉ:
Ｉｎｄ′ｉ ＝ Ｉｎｄｉ＋φｉ×ｒａｎｄ(ＮｖａｒꎬＮｖａｒ)×(Ｃｏｕｂｅｓｔ－Ｉｎｄｉ)ꎬ

φｉ ＝ １－
ｆｉｔ( Ｉｎｄｉ)

∑Ｎｐｏｐ

ｉ ＝ １
ｆｉｔ(Ｃｏｕｉ)

ꎬ

式中ꎬＩｎｄｉ 代表第 ｉ 个独立国家ꎬｒａｎｄ(ＮｖａｒꎬＮｖａｒ)代表一个 Ｎｖａｒ×Ｎｖａｒ的随机矩阵ꎬ其元素都 是 ０ 到 １ 的随机

数ꎬＣｏｕｂｅｓｔ代表具有最佳适应性的国家ꎬφｉ代表第 ｉ 个独立国家的变异概率ꎬｆｉｔ( Ｉｎｄｉ)代表第 ｉ 个独立国家

的适应度. 由 φ 的表达式可知ꎬ国家的适应度越高ꎬ其变异概率越低. 当执行变异算子之后得到的新国家

的适应度低于旧国家ꎬ则 Ｉｎｄ′ｉ ＝ Ｉｎｄｉ .
(２)交叉算子

本文采用单点交叉运算的方法. 在单点交叉中ꎬ在 [１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＮｖａｒ]中随机选择一个交叉位置 ｋꎬ然后两

个“独立国家”在这点上的变量进行交换. 由此ꎬ可以产生两个新的“独立国家” .
(３)选择算子

我们从新国家(包括帝国、独立国家和殖民地)中选择最好的前 Ｎｉｍｐ个国家作为新帝国ꎬ而其余国家

将成为新殖民地. 然后定义动态切换革命策略. 像许多元启发式方法一样ꎬ参数选择对算法性能也有很大

影响. 革命算子是对应遗传算法中的变异算子. 较大的革命概率值可以加强“勘探”ꎬ而较小的革命概率值

则可以加强“开采” . Ｈｏｓｓｅｉｎｉ 等[２２]表明ꎬ革命概率值高度依赖于解空间的大小ꎬ一般而言ꎬ取值为 ０.２ 可

能是一个合适的选择. 此外ꎬＳａｄｅｇｈｉ 等[２３]提出 ０.１ 是更好的革命概率值设置. 但是ꎬ对于任何通用算法ꎬ
我们都知道应该从一开始就进行更多的全局搜索ꎬ因为它将倾向于更好地探索搜索 空间ꎬ而当完成足够

的探索后ꎬ算法应将重心转变为本地搜索即“开采” . 因此ꎬ本文采用动态切换革命概率的策略使算法在

“勘探”和“开采”解空间时更加高效可靠. 革命概率有如下定义:

Ｐ ｔꎬｉ ＝ ｐ０ １－
ｆｉｔ(Ｃｏｌｉ)

ｆｉｔ(Ｃｏｕｂｅｓｔ)
􀅰ｅλ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＮｃｏｌꎬ

λ＝
ｒａｎｄ[０ꎬＮｖａｒ]

Ｎｖａｒ
ꎬ

—０１—
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式中ꎬｆｉｔ(Ｃｏｌｉ) 是第 ｉ 个殖民地的适应度ꎬＣｏｕｂｅｓｔ是适应度最好的国家ꎬｒａｎｄ[０ꎬＮｖａｒ]是 ０ 到 Ｎｖａｒ之间的随机

数. 由上式可知ꎬ国家的适应度越高ꎬ革命概率越小. 此外ꎬ革命概率还与优化问题的维数相关ꎬ随着维数

Ｎｖａｒ的增加ꎬ执行革命操作的可能性也增加. 最后定义终止条件. 我们考虑两种终止条件:(１)当帝国数量

为 １(即 Ｎｉｍｐ ＝ １)时终止ꎻ(２)当达到设定的最高迭代次数时终止.

３　 实证分析

我们将提供一个数值例子来说明提出算法的可行性与有效性. 利用上海证券市场的历史数据进行实

证分析. 选取的数据为 ２０１４ 年—２０１９ 年 ６ 月的上证股票数据:６０００００ 浦发银行、６００００４ 白云机场、
６００００６ 东风汽车、６００００７ 中国国贸、６００００８ 首创股份、６００００９ 上海机场、６０００１０ 包钢股份、６０００１１ 华能国

际等八只股票ꎬ我们假设各股票的收益率用 ｒｉｔ表示( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬ８ꎻｔ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬ１００) .
３.１　 模型建立

已知有 ｎ＝ ８ 个证券在 Ｔ＝ １００ 个时期的历史数据 ｒｉꎬｔꎬ假设投资组合分配策略为 (π１ꎬ􀆺ꎬπ８)ꎬ总财富

收益率用变量 Ｘ 表示ꎬ则在任意时刻 ｔ 的总财富收益率可以表示为 Ｘ ｔ ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
πｉｒｉｔ . 由期望和方差的一般定

义ꎬ我们假设每个样本的初始概率权重均相等ꎬ在本案例中设 ｐｍ ＝
１
Ｔ
ꎬｍ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＴ. 根据 １.２ 节中介绍的

离散情况下带扭曲的随机变量期望和半方差的定义ꎬ可得:

􀭹Ｅ(Ｘ) ＝∑
Ｔ

ｔ ＝ １
ｈｔＸ ｔ ＝ ∑

Ｔ

ｔ ＝ １
ｗ ｔ
Ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷ －ｗ ｔ

－１
Ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úúＸ ｔꎬ

􀭹Ｖ－(Ｘ)＝ ∑
Ｔ

ｔ ＝ １
ｈｔ[(Ｘ ｔ－Ｒ)

－]] ２ ＝ ∑
Ｔ

ｔ ＝ １
ｗ ｔ
Ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ｗ ｔ

－ １
Ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú􀅰 ∑

ｎ

ｉ ＝ １
π ｉｒｉｔ － Ｒ( )

－
[ ]

２{ } ꎬ

类似于问题(４)ꎬ新的带扭曲的均值－半方差问题化为:

ｍｉｎ 􀭹Ｖ
＾

－ (Ｘ)ꎬ

ｓ.ｔ. 􀭹Ｅ
＾

[Ｘ － Ｒ] ＝ ０ꎬ

∑
ｎ

ｉ ＝ １
π ｉ ＝ １ꎬ

∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｚｉ ＝ ｍꎬ　 ｚｉ ∈ {０ꎬ１} .

ε ｉｚｉ ≤ π ｉ ≤ δ ｉｚｉꎬ　 ｉ ＝ １ꎬ􀆺ꎬｎꎬ

(５)

式中ꎬπｉ表示第 ｉ 个证券分配的资金比例ꎬｚｉ表示是否投资第 ｉ 个证券ꎬεｉ表示第 ｉ 个证券投资比例的下界ꎬ
δｉ表示第 ｉ 个证券投资比例的上界.
３.２　 模型求解

注意到ꎬ在上一小节中我们给出了离散化后的带扭曲的均值－半方差模型ꎬ在使用 ＳＡＡ 方法后ꎬ这 就

转化为数据驱动的非线性优化问题. 为了简化计算而又不失一般性ꎬ假设 ｍ ＝ ８ꎬεｉ ＝ ０ꎬδｉ ＝ １. 对于此投资

组合模型ꎬ分别应用 Ｍａｔｌａｂ 工具箱自带的 ｆｍｉｎｃｏｎ 算法、遗传算法和前文介绍的 ＩＣＡ￣ＧＡ 混合算法进行求

解ꎬ算法均使用 Ｍａｔｌａｂ 语言编写. 我们将从最优投资策略、有效前沿和运行时间等方面来比较这些算法.
在实际求解过程中ꎬ我们需要先确定概率权重函数 ｗ(􀅰)的形式ꎬ根据第 ２ 节介绍ꎬ选取 ５ 种最具代表性

的形式ꎬ分别是:ｗ(ｘ)＝ ｘꎻｗ(ｘ)＝ ｘ２ꎻｗ(ｘ)＝ ｘ ꎻｗ(ｘ)＝ ｅ－(－ｌｎ ｘ)２ꎻｗ(ｘ)＝ ｅ－(－ｌｎ ｘ)１ / ２ . 这 ５ 个函数表达式分别对应

无概率扭曲、严格凹、严格凸、Ｓ 型、反 Ｓ 型这 ５ 种类型的概率权重函数. 我们将从以下 ３ 个方面验证模型可行

性ꎬ并且对上述 ３ 种算法进行比较ꎬ因篇幅问题ꎬ我们只展示当概率权重函数为 ｗ(ｘ)＝ ｘ２ 时的结果.
(１)最优投资策略

我们考虑期望收益约束设置为 Ｒ ＝ ０.１ꎬ０.１５ꎬ０.２ 这 ３ 种情况ꎬ分别使用前文提出的算法求解. 表 １、
表 ２、表 ３ 分别展示了当 ｗ(ｘ)＝ ｘ２时 ３ 种优化算法得到的最优投资组合策略以及 ＳＶ的最优值. 从表中数

据可以发现这 ３ 种优化算法都可以求解出本文提出的带扭曲的均值－半方差投资组合优化模型.
—１１—
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表 １　 优化工具包求解结果

Ｔａｂｌｅ １　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｔｏｏｌｂｏｘ

投资组合 １ 投资组合 ２ 投资组合 ３

证券 １ ０.１８７ ０６４ ０１２ ０.３２０ ３２７ ３７８ ０.３９８ ４７８ ２９０
证券 ２ ０.０１５ ０９２ ４８１ ０.００８ ５５９ １２８ ０.０２６ ７２１ ２４５
证券 ３ ０.０００ １２９ ２９７ ０.００１ ３１２ ２４４ ０.０００ １０６ ５８１
证券 ４ ０.３８８ ００１ ８０９ ０.３７９ ５３２ ０８３ ０.３７６ ２８８ ４８２
证券 ５ ０.０１３ ９２４ ５５５ ０.０００ ７９８ ６５７ ５ ８２９ ３５６ ９４９ｅ－０５
证券 ６ ０.０５１ ７１６ ２３８ ０.０６２ １６４ ７６４ ０.０７３ ２８８ ８７９
证券 ７ ０.０００ ９９４ ０８３ ０.０００ ６８３ ７４０ ８ ００７ ０６３ ４４８ｅ－０５
证券 ８ ０.３４２ １６８ ４８４ ０.２２５ ６２８ ９４７ ０.１２４ ０７４ １４２
Ｒ ０.１ ０.１５ ０.２０
ＳＶ ０.６３２ ５３８ ３０１ ６４５ ０８１ ０.５６１ ００８ ０８７ １１９ １３４ ０.５６１ ７４９ ６７４ ２２６ ７５５

表 ２　 遗传算法求解结果

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｇｅｎｅｔｉｃ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ

投资组合 １ 投资组合 ２ 投资组合 ３

证券 １ ０.２４０ ０１６ ４４３ ０.３４０ ９０８ ５１ ０.４１２ ６２３ ４４１
证券 ２ ３.６７９ ５５０ １１６ｅ－０７ ２.７２１ ００６ｅ－０５ ０.０２３ ３０７ ７１５
证券 ３ １ ９２４ ５８１ ６８９ｅ－０７ ０ ０００ １９６ ８２２ １６４ １ ８６ ８３１ｅ－０５
证券 ４ ０.４２５ ８１２ ４２８ ０.３９９ ５８９ ４４６ ０.３７６ ４６７ ７２３
证券 ５ ８ ０２２ ６０９ ３８２ｅ－０７ ０ ００ ０１０ １１２ ３２８ ０.０００ ４６３ ９０６ ８
证券 ６ ０.０１１ ４１５ ８４８ ０.０４６ １７８ ５０６ ０.０６４ ８０７ ６２７
证券 ７ ４ ５８３ ８７０ ２６４ｅ－０７ ０ ００ ０１１ ８３７ ６２１ ０.０００ ２９８ ０２５ ７
证券 ８ ０.３２２ ７５３ ４５８ ０.２１２ ８８０ ００６ ０.１２２ ０１２ ８７８
Ｒ ０.１ ０.１５ ０.２０
ＳＶ ０.６１１ ３１９ ７３５ ３２０ ２３７ ０.５５６ １２４ ０２３ ０２９ ２８ ０.５６２ １８２ ７５１ ８８２ １６３

表 ３　 ＩＣＡ￣ＧＡ 混合算法求解结果

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ＩＣＡ￣ＧＡ ｈｙｂｒｉｄ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ

投资组合 １ 投资组合 ２ 投资组合 ３

证券 １ ０.２３８ ９５５ ６７４ ０.３４０ ５８８ ０５５ ０.４１３ ２０３ ９７４
证券 ２ ０.０００ ５１９ ６７２ ０４５ １.２８９ ９４２ ７２５ｅ－０６ ０.０２３ ９７８ ７２８
证券 ３ ０ ０００ １７０ ６７９ ５４２ ５ ０９１ ６３５ １０３ｅ－０７ ９.１１６ ７８７ ３４３
证券 ４ ０.４２２ ６３３ １４５ ０.４００ ２４６ ２３６ ０.３７６ １５７ ５７３
证券 ５ ０ ００１ ２１０ ９６１ ２６１ １ ７５４ ７２１ ４８８ｅ－０６ １ ６０６ ７７９ ２９３ｅ－０５
证券 ６ ０.０１０ ５８３ ７７ ０.０４５ ０２０ ７８４ ０.０６５ ０６８ ８３９
证券 ７ ０ ０００ ９８４ ０００ ６１３ １ ３６２ ２０９ ７５１ｅ－０６ ３ ３３８ ２３１ ３５３ｅ－０５
证券 ８ ０.３２４ ９４２ ０９８ ０.２１４ １４０ ００６ ０.１２１ ５３２ ３１７
Ｒ ０.１ ０.１５ ０.２０
ＳＶ ０.６１３ ８４０ ３０７ ２０６ ８６８ ０.５５６ ２５４ ９５２ ７４８ ７８２ ０.５６２ ３６３ １０１ ８１４ ６６７

　 　 观察上述 ３ 张表格中的数据ꎬ我们发现ꎬ遗传算法解得的最优解表现最好ꎬ在预设相同目标收益率的

情况下带有概率扭曲的半方差最小. 虽然优化工具包使用的内点法和 ＩＣＡ￣ＧＡ 混合算法得到的结果普遍

略差于遗传算法的结果ꎬ但 ＩＣＡ￣ＧＡ 混合算法还是要明显优于内点法. ＩＣＡ￣ＧＡ 混合算法与遗传算法相比ꎬ
差异不大ꎬ详细对比策略可以发现两者差异通常出现在小数点第三位之后. 可以预见ꎬ如果增加 ＩＣＡ￣ＧＡ
混合算法的迭代次数或者使用更严格的算法终止条件ꎬ其也有能力得到与遗传算法精度相当的最优解.

(２)有效前沿

前一段中我们通过计算单点的最优投资策略来验证模型和算法ꎬ这里将通过绘制各种情况的有效前

沿来观察模型和算法的效果. 观察图 １ 可以发现ꎬＭＡＴＬＡＢ 优化工具箱内点法求得的有效前沿存在锯齿

状ꎬ位于另两种算法的内侧. 这反映出内点法在求解某些情况时陷入了局部最优ꎬ没有得到全局最优解ꎬ
—２１—
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并且有时偏差较大. 遗传算法和 ＩＣＡ￣ＧＡ 混合算法求得的有效前沿非常接近ꎬ几乎重合. 这与求解单点最

优投资策略的结论相似ꎬ遗传算法和 ＩＣＡ￣ＧＡ 混合算法有着同样优异的求解精度.

图 １　 ｗ(ｘ)＝ ｘ２ 情况下有效前沿的对比

Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｆｒｏｎｔｉｅｒ ｗｉｔｈ ｗ(ｘ)＝ ｘ２

(３)运行时间

前文从两个角度比较了算法的求解精度ꎬ这里通过比较运行时间来考察算法的运行收敛速度. 在求

解各类模型中 ３ 种算法所需要的时间如下表所示. 可以发现ꎬ内点法运行时间最短ꎬ遗传算法运行时间最

长. 结合 ３ 种算法求解的结果精度ꎬ内点法速度最快ꎬ但是搜索范围不广容易陷入局部最优ꎬ结果不佳. 遗

传算法求解得到的结果精度最高ꎬ但是代价是迭代次数多求解时间长. 而本文创新使用 的 ＩＣＡ￣ＧＡ 混合

算法较好地平衡了这两点ꎬ既可以得到与遗传算法相似的结果(精度略低)ꎬ也可以大幅降低运行时间.
表 ４　 求解有效前沿的运行时间

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｒｕｎｎｉｎｇ ｔｉｍｅ ｏｆ ｓｏｌｖｉｎｇ ｔｈｅ ｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｆｒｏｎｔｉｅｒ

概率扭曲函数 算法 运行时间 / ｓ 概率扭曲函数 算法 运行时间 / ｓ

无
内点法

遗传算法
ＩＣＡ￣ＧＡ 混合算法

９
２ ５２７
１ ３８６

ｗ(ｘ)＝ ｅ－(－ｌｎ ｘ)２
内点法

遗传算法
ＩＣＡ￣ＧＡ 混合算法

１２
４ ７８０
２ ８３２

ｗ(ｘ)＝ ｘ２
内点法

遗传算法
ＩＣＡ￣ＧＡ 混合算法

１０
２ ８２４
１ ７３３

ｗ(ｘ)＝ ｅ－(－ｌｎ ｘ)１ / ２
内点法

遗传算法
ＩＣＡ￣ＧＡ 混合算法

１３
５ ０７０
３ ３５１

ｗ(ｘ)＝ ｘ
内点法

遗传算法
ＩＣＡ￣ＧＡ 混合算法

１２
１８ ３６０
６ ９８１

　 　 实证分析的结果显示ꎬＩＣＡ￣ＧＡ 混合算法取得了不错的效果ꎬ程序运行的迭代次数和运行时间都比单

独的内点法和遗传算法有大幅减少ꎬ同时最优解的精度与遗传算法几乎相同.

４　 结论

本文考虑在模型中引入概率扭曲函数来刻画不同投资者的风险偏好ꎬ并使用数据驱动方法处理带 扭曲

的单周期均值－半方差模型ꎬ进而运用 ＩＣＡ￣ＧＡ 混合算法求解该投资组合模型并给出了最优投资策略和有效

前沿. 利用金融市场数据进行数值模拟ꎬ分析比较了不同算法的运行时间ꎬ表明了该混合算法的可行性.
与现有的方法相比ꎬ本文算法的主要创新点在于使用数据驱动的方法将模型转化为离散的非线性优

化问题ꎬ并使用多种优化算法进行求解ꎬ从而本方法可以直接求解出最优策略ꎬ并且在求解过程中使用了

历史数据ꎬ考虑了历史数据的影响. 根据实证分析结果ꎬ我们发现数据驱动方法可以将带扭曲的均值－半
方差模型转化为基于历史数据的非线性优化问题ꎬ快速求取最优解. 观察求得的最优投资策略和有效前

沿ꎬ可以验证模型和算法的有效性ꎬ并将求出的有效前沿与随机模拟生成的有效前沿对比ꎬ结果完全吻合ꎬ
说明使用 ＳＡＡ 方 法处理带有概率扭曲的均值－半方差模型可以获得可行有效的最优解.

使用数据驱动方法处理投资组合优化问题已经越来越受到研究者的关注ꎬ本文只是使用了较为基础

的数据驱动方法处理ꎬ依然有很多的改进空间. 另外ꎬ本文在前人理论的基础上融合创新了求解算法ꎬ并
—３１—
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尝试应用于求解投资组合优化问题ꎬ达到了本文实证分析的预期目标ꎬ但后续仍有很大的提升空间.

[参考文献]

[１] 　 ＭＡＲＫＯＷＩＴＺ Ｈ. Ｐｏｒｔｆｏｌｉｏ ｓｅｌｅｃｔｉｏｎ[Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ ｆｉｎａｎｃｅꎬ１９５２ꎬ７(１):７７－９１.
[２] ＺＨＯＵ Ｘ ＹꎬＬＩ Ｄ. Ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ￣ｔｉｍｅ ｍｅａｎ￣ｖａｒｉａｎｃｅ ｐｏｒｔｆｏｌｉｏ ｓｅｌｅｃｔｉｏｎ:ａ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ＬＱ ｆｒａｍｅｗｏｒｋ[Ｊ] . Ａｐｐｌｉｅｄ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ＆

ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎꎬ２０００ꎬ４２:１９－３３.
[３] ＬＩＯＵＩ ＡꎬＰＯＮＣＥＴ Ｐ. Ｕｎｄｅｒｓｔａｎｄｉｎｇ ｄｙｎａｍｉｃ ｍｅａｎ ｖａｒｉａｎｃｅ ａｓｓｅｔ ａｌｌｏｃａｔｉｏｎ[Ｊ] . Ｅｕｒｏｐｅａｎ ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ ｏｐｅｒａｔｉｏｎａｌ ｒｅｓｅａｒｃｈꎬ

２０１６ꎬ２５４(１):３２０－３３７.
[４] ＲＡＹ ＰꎬＪＥＮＡＭＡＮＩ Ｍ. Ｍｅａｎ￣ｖａｒｉａｎｃｅ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｓｏｕｒｃｉｎｇ ｄｅｃｉｓｉｏｎ ｕｎｄｅｒ ｄｉｓｒｕｐｔｉｏｎ ｒｉｓｋ[Ｊ] . Ｅｕｒｏｐｅａｎ ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ ｏｐｅｒａｔｉｏｎａｌ

ｒｅｓｅａｒｃｈꎬ２０１６ꎬ２５０(２):６７９－６８９.
[５] ＭＡＲＫＯＷＩＴＺ ＨꎬＴＯＤＤ ＰꎬＸＵ Ｇꎬｅｔ ａｌ. Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ ｏｆ ｍｅａｎ￣ｓｅｍｉｖａｒｉａｎｃｅ ｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｓｅｔｓ ｂｙ ｔｈｅ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｌｉｎｅ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ[ Ｊ] .

Ａｎｎａｌｓ ｏｆ ｏｐｅｒａｔｉｏｎｓ ｒｅｓｅａｒｃｈꎬ１９９３ꎬ４５(１):３０７－３１７.
[６] ＢＡＬＬＥＳＴＥＲＯ Ｅ. Ｍｅａｎ￣ｓｅｍｉｖａｒｉａｎｃｅ ｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｆｒｏｎｔｉｅｒ:ａ ｄｏｗｎｓｉｄｅ ｒｉｓｋ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｐｏｒｔｆｏｌｉｏ ｓｅｌｅｃｔｉｏｎ[Ｊ] . Ａｐｐｌｉｅｄ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ

ｆｉｎａｎｃｅꎬ２００５ꎬ１２(１):１－１５.
[７] ＥＳＴＲＡＤＡ Ｊ. Ｍｅａｎ￣ｓｅｍｉｖａｒｉａｎｃｅ ｂｅｈａｖｉｏｒ:ｄｏｗｎｓｉｄｅ ｒｉｓｋ ａｎｄ ｃａｐｉｔａｌ ａｓｓｅｔ ｐｒｉｃｉｎｇ. [Ｊ] . Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ ｒｅｖｉｅｗ ｏｆ ｅｃｏｎｏｍｉｃｓ ＆

ｆｉｎａｎｃｅꎬ２００７ꎬ１６(２):１６９－１８５.
[８] ＱＵＩＧＧＩＮ Ｊ. Ａ ｔｈｅｏｒｙ ｏｆ ａｎｔｉｃｉｐａｔｅｄ ｕｔｉｌｉｔｙ[Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ ｅｃｏｎｏｍｉｃ ｂｅｈａｖｉｏｒ ａｎｄ ｏｒｇａｎｉｚａｔｉｏｎꎬ１９８２ꎬ３(４):３２３－３４３.
[９] ＪＩＮ ＨꎬＺＨＯＵ Ｘ Ｙ. Ｂｅｈａｖｉｏｒａｌ ｐｏｒｔｆｏｌｉｏ ｓｅｌｅｃｔｉｏｎ ｉｎ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｔｉｍｅ[Ｊ] . Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ｆｉｎａｎｃｅꎬ２００８ꎬ１８(３):３８５－４２６.
[１０] ＨＥ Ｘ ＤꎬＺＨＯＵ Ｘ Ｙ. Ｐｏｒｔｆｏｌｉｏ ｃｈｏｉｃｅ ｖｉａ ｑｕａｎｔｉｌｅｓ[Ｊ] . Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ｆｉｎａｎｃｅꎬ２０１１ꎬ２１(２):２０３－２３１.
[１１] ＢＩ ＪꎬＪＩＮ ＨꎬＭＥＮＧ Ｑ. Ｂｅｈａｖｉｏｒａｌ ｍｅａｎ￣ｖａｒｉａｎｃｅ ｐｏｒｔｆｏｌｉｏ ｓｅｌｅｃｔｉｏｎ[Ｊ]. Ｅｕｒｏｐｅａｎ ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ ｏｐｅｒａｔｉｏｎａｌ ｒｅｓｅａｒｃｈꎬ２０１８ꎬ２７１(２):

６４４－６６３.
[１２] ＢＩ ＪꎬＺＨＯＮＧ ＹꎬＺＨＯＵ Ｘ Ｙ. Ｍｅａｎ￣ｓｅｍｉｖａｒｉａｎｃｅ ｐｏｒｔｆｏｌｉｏ ｓｅｌｅｃｔｉｏｎ ｕｎｄｅｒ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎ[Ｊ] . Ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃｓꎬ２０１３ꎬ８５(４):

６０４－６１９.
[１３] ＫＡＮＧ ＺꎬＬＩ ＸꎬＬＩ Ｚꎬｅｔ ａｌ. Ｄａｔａ￣ｄｒｉｖｅｎ ｒｏｂｕｓｔ ｍｅａｎ￣ＣＶａＲ ｐｏｒｔｆｏｌｉｏ ｓｅｌｅｃｔｉｏｎ ｕｎｄｅｒ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ａｍｂｉｇｕｉｔｙ[ Ｊ] . Ｑｕａｎｔｉｔａｔｉｖｅ

ｆｉｎａｎｃｅꎬ２０１９ꎬ１９(１):１０５－１２１.
[１４] ＢＡＮ Ｇ ＹꎬＥＬ ＫＡＲＯＵＩ ＮꎬＬＩＭ Ａ Ｅ. Ｍａｃｈｉｎｅ ｌｅａｒｎｉｎｇ ａｎｄ ｐｏｒｔｆｏｌｉｏ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ[ Ｊ] . Ｍａｎａｇｅｍｅｎｔ ｓｃｉｅｎｃｅꎬ２０１６ꎬ６４(３):

１１３６－１１５４.
[１５] ＢＥＲＴＳＩＭＡＳ ＤꎬＧＵＰＴＡ ＶꎬＫＡＬＬＵＳ Ｎ. Ｒｏｂｕｓｔ ｓａｍｐｌｅ ａｖｅｒａｇｅ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ[Ｊ]. Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇꎬ２０１８ꎬ１７１(１ / ２):

２１７－２８２.
[１６] ＤＥＬＡＧＥ ＥꎬＹＥ Ｙ. Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎａｌｌｙ ｒｏｂｕｓｔ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｕｎｄｅｒ ｍｏｍｅｎｔ ｕｎｃｅｒｔａｉｎｔｙ ｗｉｔｈ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｔｏ ｄａｔａ￣ｄｒｉｖｅｎ ｐｒｏｂｌｅｍｓ[Ｊ] .

Ｏｐｅｒａｔｉｏｎｓ ｒｅｓｅａｒｃｈꎬ２０１０ꎬ５８(３):５９５－６１２.
[１７] ＣＥＴＩＮＫＡＹＡ ＥꎬＴＨＩＥＬＥ Ａ. Ｄａｔａ￣ｄｒｉｖｅｎ ｐｏｒｔｆｏｌｉｏ ｍａｎａｇｅｍｅｎｔ ｗｉｔｈ ｑｕａｎｔｉｌｅ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ[ Ｊ] . ＯＲ ｓｐｅｃｔｒｕｍꎬ２０１５ꎬ３７(３):

７６１－７８６.
[１８] ＰＲＥＬＥＣ Ｄ. Ｔｈｅ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｗｅｉｇｈｔｉｎｇ ｆｕｎｃｔｉｏｎ[Ｊ] . Ｅｃｏｎｏｍｅｔｒｉｃａꎬ１９９８ꎬ６６(３):４９７－５２７.
[１９] ＳＨＡＰＩＲＯ ＡꎬＤＥＮＴＣＨＥＶＡ ＤꎬＲＵＳＺＣＺＹＮＳＫＩ Ａ. Ｌｅｃｔｕｒｅｓ ｏｎ Ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ Ｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ:ｍｏｄｅｌｉｎｇ ａｎｄ ｔｈｅｏｒｙ[Ｍ] . Ｃａｍｂｒｉｄｇｅ:

Ｃａｍｂｒｉｄｇｅ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ Ｐｒｅｓｓꎬ２００９.
[２０] ＫＬＥＹＷＥＧＴ Ａ ＪꎬＳＨＡＰＩＲＯ ＡꎬＨＯＭＥＭ￣ＤＥ￣ＭＥＬＬＯ Ｔ. Ｔｈｅ ｓａｍｐｌｅ ａｖｅｒａｇｅ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｄｉｓｃｒｅｔｅ

ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ[Ｊ] . ＳＩＡＭ ｊｏｕｒｎａｌ ｏｎ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎꎬ２００１ꎬ１２(２):４７９－５０２.
[２１] ＭＥＨＤＩＮＥＪＡＤ ＭꎬＭＯＨＡＭＭＡＤＩ￣ＩＶＡＴＬＯＯ ＢꎬＤＡＤＡＳＨＺＡＤＥＨ￣ＢＯＮＡＢ Ｒꎬｅｔ ａｌ. Ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｏｐｔｉｍａｌ ｒｅａｃｔｉｖｅ ｐｏｗｅｒ ｄｉｓｐａｔｃｈ

ｏｆ ｐｏｗｅｒ ｓｙｓｔｅｍｓ ｕｓｉｎｇ ｈｙｂｒｉｄ ｐａｒｔｉｃｌｅ ｓｗａｒｍ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ａｎｄ ｉｍｐｅｒｉａｌｉｓｔ ｃｏｍｐｅｔｉｔｉｖｅ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ[ Ｊ] . Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ
ｅｌｅｃｔｒｉｃａｌ ｐｏｗｅｒ ａｎｄ ｅｎｅｒｇｙ ｓｙｓｔｅｍｓꎬ２０１６ꎬ８３:１０４－１１６.

[２２] ＨＯＳＳＥＩＮＩ ＳꎬＡＬ ＫＨＡＬＥＤ Ａ. Ａ ｓｕｒｖｅｙ ｏｎ ｔｈｅ ｉｍｐｅｒｉａｌｉｓｔ ｃｏｍｐｅｔｉｔｉｖｅ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｍｅｔａｈｅｕｒｉｓｔｉｃ:ｉｍｐｌｅｍｅｎｔａｔｉｏｎ ｉｎ ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ
ｄｏｍａｉｎ ａｎｄ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｆｕｔｕｒｅ ｒｅｓｅａｒｃｈ[Ｊ] . Ａｐｐｌｉｅｄ ｓｏｆｔ ｃｏｍｐｕｔｉｎｇꎬ２０１４ꎬ２４:１０７８－１０９４.

[２３] ＳＡＤＥＧＨＩ ＪꎬＭＯＵＳＡＶＩ Ｓ ＭꎬＮＩＡＫＩ Ｓ Ｔ Ａ. Ｏｐｔｉｍｉｚｉｎｇ ａｎ ｉｎｖｅｎｔｏｒｙ ｍｏｄｅｌ ｗｉｔｈ ｆｕｚｚｙ ｄｅｍａｎｄꎬｂａｃｋｏｒｄｅｒｉｎｇꎬａｎｄ ｄｉｓｃｏｕｎｔ
ｕｓｉｎｇ ａ ｈｙｂｒｉｄ ｉｍｐｅｒｉａｌｉｓｔ ｃｏｍｐｅｔｉｔｉｖｅ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ[Ｊ] . Ａｐｐｌｉｅｄ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ｍｏｄｅｌｌｉｎｇꎬ２０１６ꎬ４０(１５ / １６):７３１８－７３３５.

[责任编辑:陆炳新]

—４１—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉




