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[摘要] 　 确定二部图的边染色数和极小边染色是计算机领域的一个经典算法问题. 该问题在信道分配和计算

机科学的众多方面有广泛应用ꎬ并且是 ＮＰ 完全的. 本文首先从二部图结构入手ꎬ利用非正常边染色定义ꎬ采用

构造方法得到亏格为 １ 和 ２ 时部分完全二部图的非正常边染色数ꎬ给出相应算法和复杂性分析ꎬ然后将其转化

为网络中的信道数量.
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在未来移动通信系统[１]中ꎬ系统不仅提供语音业务还将提供视频媒体[２]等数据业务. 随着需求的不

断增加ꎬ在固定带宽的无线网络中如何进行合理的信道分配及使用是十分重要的课题. 无线网络目前采

用的 ＧＰＲＳ 无线数据通信标准ꎬ一个信道可以被多个用户共享ꎬ同时一个用户又可以占用多个信道. 例如

早先的 ＭＩＭＯ / ＯＦＤＭ(多入多出 /正交频分复用)系统自适应跨层空间子信道分配算法对于高突发性的数

据业务不但提高信道资源的利用率ꎬ而且向用户提供灵活的数据传输速率数[３] . 信道资源的分配方式可

分为固定信道分配、动态信道分配和混合信道分配. 固定信道分配指根据预先估计的覆盖区域内的负荷

将信道资源分给若干个小区ꎬ相同的信道集合在间隔一定距离的小区内可以再次得到利用. 优点是实现

简单ꎬ缺点是频带利用率低ꎬ不能很好地根据负载变化及时改变信道规划.特别是信道数量不易确定. 因此

下一代通信网络中采用固定信道分配与动态信道分配结合的混合信道分配方法.
边染色问题是数学和理论计算机科学方向非常重要的课题. 正常边染色是指图中相邻边染不同颜色

时需要的最少色数. 将无线网络中用户看成结点ꎬ用户之间的传输信道看成边ꎬ同一小区的用户不能使用

相邻信道传输数据. 这样信道数量确定的问题就是正常边染色问题.

１　 预备知识

本文只考虑无向有限简单图. 凡本文未定义的概念与记号均见文献[４] . 图 Ｇ 称为二部图是指顶点集
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Ｖ(Ｇ)是两两互不相交的独立集 Ｘ和 Ｙ的并集. 完全二部图是指 Ｇ 具有二分类(ＸꎬＹ)的二部图且 Ｘ 的每

个顶点都与 Ｙ的每个顶点存在边相连. 若 ｜Ｘ ｜ ＝ｍꎬ ｜Ｙ ｜ ＝ｎꎬ这样的二部图记为 Ｋｍꎬｎ . 设Ｍ是 Ｅ的一个子集ꎬ
Ｍ的元素是 Ｇ中的边并且任意两条边在 Ｇ中均不相邻ꎬ则称 Ｍ为 Ｇ 的匹配. 如果 ｎ 阶方阵 Ａ 的每行、每
列都是 １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ的全排列ꎬ则称 Ａ 为 ｎ阶拉丁方. 图的非正常染色是由 Ｃｏｗｅｎ 等[５]引入. 给定整数 ｋꎬｄ≥
０ꎬ若图 Ｇ的边可以用 ｋ种颜色进行染色ꎬ并且每条边至多和 ｄ 条与它染同种颜色的边相邻ꎬ则称图 Ｇ 是

(ｋꎬｄ)∗－边可染的. 任意一个满足上述条件的边染色称为图的一个(ｋꎬｄ)∗－边染色. 其中 ｄ 称为亏格ꎬ指
任意一条边与同颜色最多 ｄ条边相邻. 值得注意的是ꎬ非正常染色中定义的亏格不同于拓扑中亏格的含

义. 给定正整数 ｄꎬ图 Ｇ的非正常边色数定义为:χ′ｄ(Ｇ)＝ ｍｉｎ{ｋ ｜图 Ｇ是(ｋꎬｄ)∗－边可染} . 事实上ꎬ图 Ｇ 的

一个(ｋꎬｄ)∗－边染色就把图 Ｇ的边集 Ｅ分成 ｋ 个(可能为空集)子集 Ｅ１ꎬＥ２ꎬ􀆺ꎬＥｋ 使得每个子集在图 Ｇ
中的边中最多与不超过 ｄ条同颜色的边相邻.每种颜色的边集合称为同色类. 图 Ｇ的(ｋꎬ０)∗－边染色也就

是正常边染色. 正常边染色记为 χ′(Ｇ) . １９１６ 年 Ｋｏｎｉｇ 得到:若 Ｇ是二部图ꎬ则 χ′(Ｇ)＝ Δ(Ｇ) . 将 ｎ阶拉丁

方中每个元素分别看成 Ｋｎꎬｎ的每条边染的色数ꎬ那么每个同色类就是匹配. 因此每一个 ｎ 阶拉丁方给出

Ｋｎꎬｎ的一个正常边染色. １９８１ 年 Ｈｏｌｙｅｒ[６] 得到:多重图边染色问题是 ＮＰ 完全问题. ２００１ 年 Ｃｏｌｅ 等[７] 得

到:二部图的极小边染色可以在 Ｏ( ｜Ｅ ｜ ｌｏｇΔ)时间内找到ꎻ正则二部图匹配可以在 Ｏ( ｜Ｅ ｜ )内找到. 二部图

的正常边染色问题在现实生活中有一系列应用:班级－教师排课表问题[８]ꎬＣｌｏｓ 网络[９]等等. 国内学者[１０]

研究的是点可区别正常边染色ꎬ特别是星图、完全图和完全四部图的点可区别正常边染色. 由于在调度和

分配问题具有应用价值ꎬ在一定程度可接受的情况下ꎬ有学者[１１]考虑了区间图非正常边染色问题. 至今为

止关于二部图非正常边染色的结论很少.
下一代通信网络中采用混合信道分配方法ꎬ用户之间传输的业务都可以同时用多个信道传输ꎬ同时一

个信道也可以被多个用户共享. 因此将用户看成结点ꎬ传输信道看成边ꎬ信道分配问题就变成非正常边染

色问题. 本文主要研究二部图的非正常边染色ꎬ转化为无线网络中就是当两个用户群传输信号时内部没

有信号传输ꎬ并且相互之间每对用户有信号传输时信道数量的确定.
为了讨论方便再给出一些定义. 设图 Ｇ是(ｋꎬ１)∗－边可染ꎬｆ:Ｅ(Ｇ)→{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｋ}为 Ｇ的一个(ｋꎬ１)∗

－边染色. Ｅ ｆｉ ＝{ｅ ｜ ｆ(ｅ)＝ ｉꎬｅ∈Ｅ(Ｇ)}为取定 ｆ时染第 ｉ种颜色的边集合. ＳｆＧ ＝ｍａｘ{ ｜ Ｅ ｉ ｜ ｜ ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｋ}为取

定 ｆ时所有边色类中包含边数的最大值. ＳｋＧ ＝ｍａｘ{ＳｆＧ ｜ ｆ取遍 Ｇ的所有(ｋꎬ１)∗－边染色}表示取遍 Ｇ的所有

(ｋꎬ１)∗－边染色得到的边色类中边数的最大值. ＳＧ ＝ｍａｘ{ＳｋＧ ｜ Ｇ 是(ｋꎬ１)∗－边可染的}表示 Ｇ 是(ｋꎬ１)∗－
边可染时任意的(ｋꎬ１)∗－边染色中所有边色类中边数的最大值. 若 Ｅ ｉ 所含的边数等于 ＳＧꎬ则称 Ｅ ｉ 为最大

饱和.
令二部图 Ｋｎꎬｍ中 Ｘ＝{ｘ１ꎬｘ２ꎬ􀆺ꎬｘｎ}ꎬＹ＝{ｙ１ꎬｙ２ꎬ􀆺ꎬｙｍ} . 针对二部图 Ｋｎꎬｍ的某个边染色 ｆꎬ定义边标号

矩阵 Ａ＝(ａｉｊ) ｎ×ｍꎬ其中 ａｉｊ ＝{ ｆ(ｘｉｙ ｊ) ｜ ｘｉ∈Ｘꎬｙ ｊ∈Ｙꎬ１≤ｉ≤ｎꎬ１≤ｊ≤ｍ} .

例如 Ｋ２ꎬ２的某个边染色为 ｆ(ｘ１ｙ１)＝ ｆ(ｘ２ｙ２)＝ １ꎬｆ(ｘ１ｙ２)＝ ｆ(ｘ２ｙ１)＝ ２ꎬ则相应的边标号矩阵为
１ ２
２ １

æ

è
ç

ö

ø
÷ .

由非正常边染色定义得到如下结论:
引理 １　 当 ｄ＝ ０ 时二部图 Ｋｎꎬｎ中同色类为匹配ꎬ相应的边标号矩阵为 ｎ阶拉丁方.
引理 ２　 当 ｄ＝ １ 时二部图 Ｋｎꎬｎ中同色类为不相邻的若干条边和 ２ 长路的并.

２　 主要结果

首先讨论亏格为 １ 时 Ｋｎꎬｎ的非正常边染色数ꎬ也就是两个用户数量相同(记为 ｎ)的用户群传输信号

时内部没有信号传输ꎬ只有相互之间有信号传输ꎬ并且任一信号最多被两个用户共用时所需要的信道

数量.

定理 １　 在二部图 Ｋｎꎬｎ中ꎬＳＫｎꎬｎ ＝
４ｋ ｎ＝ ３ｋꎻ

４ｋ＋１ ｎ＝ ３ｋ＋１ꎻ
４ｋ＋２ ｎ＝ ３ｋ＋２.

ì

î

í

ïï

ïï

证明　 不妨设亏格为 １ 时某个边染色 ｆ下染第 ｉ种颜色的边集合 Ｅ ｉ 为最大饱和ꎬ它由顶点不交的边
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和 ２ 长路构成. 其中 Ｘ有 ｌ１ 个 Ｅ ｉ 中 ２ 长路的 １ 度点ꎬｌ２ 个 Ｅ ｉ 中 ２ 长路的 ２ 度点ꎬｌ３ 个 Ｅ ｉ 中边的端点ꎻＹ有

ｍ１ 个 Ｅ ｉ 中 ２ 长路的 １ 度点ꎬｍ２ 个 Ｅ ｉ 中 ２ 长路的 ２ 度点ꎬｍ３ 个 Ｅ ｉ 中边的端点. 首先 ０≤ｌ３ꎬｍ３≤２ꎬ否则 ｌ３ꎬ
ｍ３≥３ 时任意三条边的边导出子图可以找到两个互不相交的 ２ 长路饱和所有顶点ꎬ这与 Ｅ ｉ 为最大饱和矛

盾! 并且在 Ｋ２ꎬ２中两条不相邻的边换成 ２ 长路不改变 ｜Ｅ ｉ ｜ ꎬ因此 ０≤ｌ３ꎬｍ３≤２. 其次当 ｌ３ ＝ｍ３ ＝ ０ 时 Ｅ ｉ 全由

２ 长路构成. 此时 ｎ＝ ｌ１＋ｌ２ ＝ｍ１＋ｍ２ꎬｌ１ ＝ ２ｍ２ꎬｍ１ ＝ ２ｌ２ꎬ因此 ３ ｜ ｎ. 不妨设 ｎ＝ ３ｋꎬｌ１ ＝ｍ１ ＝
２
３
ｎ ＝ ２ｋꎬｌ２ ＝ｍ２ ＝

１
３
ｎ

＝ ｋꎬ则 ＳＫ３ｋꎬ３ｋ ＝ ４ｋ. 同理当 ｌ３ ＝ｍ３ ＝ １ 时ꎬｎ ＝ ３ｋ＋１ꎬＳＫ３ｋ＋１ꎬ３ｋ＋１ ＝ ４ｋ＋１ꎻ当 ｌ３ ＝ｍ３ ＝ ２ 时ꎬｎ ＝ ３ｋ＋２ꎬＳＫ３ｋ＋１ꎬ３ｋ＋１ ＝ ４ｋ＋
２. 结论成立.

由 ＳＫｎꎬｎ的定义可以得到如下 χ′１(Ｋｎꎬｎ)的下界.

定理 ２　 「 ｜Ｅ ｜
ＳＫｎꎬｎ

⌉≤χ′１(Ｋｎꎬｎ)≤ｎꎬ当 χ′１(Ｋｎꎬｎ)＝ χ′０(Ｋｎꎬｎ)＝ ｎ时ꎬｎ阶拉丁方可以作为此时亏格为 １ 要求下

的边标号矩阵.
由定理 １ 和定理 ２ 容易得到 ｎ≤８ 时 Ｋｎꎬｎ在亏格为 １ 时的非正常边染色数.
定理 ３　 χ′１(Ｋｎꎬｎ)＝ ｎ(ｎ＝ １ꎬ２ꎬ３ꎬ４ꎬ５) .
定理 ４　 χ′１(Ｋｎꎬｎ)＝ ｎ－１(ｎ＝ ６ꎬ７ꎬ８) .

证明　 一方面由定理 １ 得 ＳＫ６ꎬ６ ＝ ８ꎬＳＫ７ꎬ７ ＝ ９ꎬＳＫ８ꎬ８ ＝ １０ꎬχ′１(Ｋ６ꎬ６)≥「６
×６
８

⌉ ＝ ５ꎬχ′１(Ｋ７ꎬ７)≥「７
×７
９

⌉ ＝ ６ꎬ

χ′１(Ｋ８ꎬ８)≥「８
×８
１０

⌉ ＝ ７. 另一方面ꎬ以下 ３ 个矩阵 Ｂ６ꎬＢ７ꎬＢ８ 给出 ｎ＝ ６ꎬ７ꎬ８ 时 Ｋｎꎬｎ的一个(ｎ－１ꎬ１)∗－边染色ꎬ

因此可以得到结论.

Ｂ６ ＝

１ １ ３ ４ ５ ２
２ ２ １ ４ ５ ３
３ ３ １ ５ ４ ２
４ ５ ２ １ １ ３
４ ５ ３ ２ ２ １
５ ４ ２ ３ ３ １

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

ꎻＢ７ ＝

６ ３ ３ ４ ５ ２ １
６ ２ １ ４ ５ ３ ２
３ ６ １ ５ ４ ２ ３
４ ６ ２ １ １ ３ ５
４ ５ ６ ６ ２ ５ １
５ ４ ２ ３ ６ １ ４
１ １ ５ ２ ３ ４ ６

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

ꎻＢ８ ＝

６ ６ ７ ７ ５ ２ ２ １
７ ７ ６ ６ ５ ３ ３ ４
１ １ ３ ４ ７ ６ ５ ２
２ ２ １ ４ ７ ６ ５ ３
３ ３ １ ５ ６ ７ ４ ２
４ ５ ２ １ ６ ７ １ ３
４ ５ ３ ２ ２ １ ６ ６
５ ４ ２ ３ ３ １ ７ ７

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

.

定理 ５　 「 ９
２
ｎ⌉≤χ′１(Ｋ６ｎꎬ６ｎ)≤５ｎ.

证明　 由定理 １ 得 ＳＫ６ｎꎬ６ｎ ＝ ８ｎꎬ所以有 χ′１(Ｋ６ｎꎬ６ｎ)≥「６ｎ
×６ｎ
８ｎ

⌉ ＝「 ９
２
ｎ⌉ . 存在 Ｋ６ｎꎬ６ｎ的一个(５ｎꎬ１)∗－边染

色ꎬ如 ＢＫ６ｎꎬ６ｎ ＝

Ａ０ Ａ１ Ａ２ 􀆺 Ａｎ－１
Ａ１ Ａ２ Ａ３ 􀆺 Ａ０

Ａ２ Ａ３ Ａ４ 􀆺 Ａ１

􀆺 􀆺 􀆺 􀆺 􀆺
Ａｎ－１ Ａ０ Ａ１ 􀆺 Ａｎ－２

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

所示ꎬ其中 Ａｉ ＝

１＋５ｉ １＋５ｉ ３＋５ｉ ４＋５ｉ ５＋５ｉ ２＋５ｉ
２＋５ｉ ２＋５ｉ １＋５ｉ ４＋５ｉ ５＋５ｉ ３＋５ｉ
３＋５ｉ ３＋５ｉ １＋５ｉ ５＋５ｉ ４＋５ｉ ２＋５ｉ
４＋５ｉ ５＋５ｉ ２＋５ｉ １＋５ｉ １＋５ｉ ３＋５ｉ
４＋５ｉ ５＋５ｉ ３＋５ｉ ２＋５ｉ ２＋５ｉ １＋５ｉ
５＋５ｉ ４＋５ｉ ２＋５ｉ ３＋５ｉ ３＋５ｉ １＋５ｉ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

( ｉ ＝ ０ꎬ

􀆺ꎬｎ－１)ꎬＡ０ 就是定理 ４ 中的 Ｂ６ .
将 ＥＫ６ｎꎬ６ｎ划分成 ｎ２ 个子集 Ｅ ｉꎬｊ(１≤ｉꎬｊ≤ｎ)ꎬＥ ｉꎬｊ ＝ {ｘ６( ｉ－１)＋ｋｙ６( ｊ－１)＋ｌ ｜ １≤ｋꎬｌ≤６}ꎬ且每个 Ｅ ｉꎬｊ在 Ｋ６ｎꎬ６ｎ中导

出一个 Ｋ６ꎬ６ . Ｅ ｉꎬｊ中边 ｘ６( ｉ－１)＋ｋｙ６( ｊ－１)＋ｌ用 Ａ( ｉ＋ｊ－２)ｍｏｄ ｎ中相应元素(Ａ( ｉ＋ｊ－２)ｍｏｄ ｎ) ｋꎬｌ标号. 而 Ａ( ｉ＋ｊ－２) ｍｏｄ ｎ给出了 Ｋ６ꎬ６的

一个(５ꎬ１)∗－边染色. 任取 ｋ∈{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬ５ｎ}ꎬ第 ｋ 种颜色只在矩阵 Ａ⌊ｋ
－１
５ 」中出现ꎬ而 Ａ⌊ｋ

－１
５ 」在每行、每列都

只出现一次. 因此 ＢＫ６ｎꎬ６ｎ给出了 Ｋ６ｎꎬ６ｎ的一个(５ｎꎬ１)∗ －边染色ꎬ表明 Ｋ６ｎꎬ６ｎ是(５ｎꎬ１)∗ －边可染的ꎬ因此
χ′１(Ｋ６ｎꎬ６ｎ)≤５ｎ.

—２２—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉
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定理 ６　 「 ９
２
ｎ＋１８ｎ

＋９
８ｎ＋４

⌉≤χ′１(Ｋ６ｎ＋３ꎬ６ｎ＋３)≤５ｎ＋３.

证明　 由定理 １ 易得下界成立. 由 ＢＫ６ｎꎬ６ｎ的构造方法不难得到 ＢＫ６ｎ＋３ꎬ６ｎ＋３是 Ｋ６ｎ＋３ꎬ６ｎ＋３的一个(５ｎ＋３ꎬ１)∗

－边标号矩阵ꎬ因此 Ｋ６ｎ＋３ꎬ６ｎ＋３是(５ｎ＋３ꎬ１)∗ －边可染的. 其中 ＢＫ６ｎ＋３ꎬ６ｎ＋３ ＝

Ｂ０ Ｂ１ Ｂ２ 􀆺 Ｂ２ｎ

Ｂ１ Ｂ２ Ｂ３ 􀆺 Ｂ０

Ｂ２ Ｂ３ Ｂ４ 􀆺 Ｂ１

􀆺 􀆺 􀆺 􀆺 􀆺
Ｂ２ｎ Ｂ０ Ｂ１ 􀆺 Ｂ２ｎ－１

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

ꎬＢ２ｉ ＝

１＋５ｉ １＋５ｉ ３＋５ｉ
２＋５ｉ ２＋５ｉ １＋５ｉ
３＋５ｉ ３＋５ｉ １＋５ｉ

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
ｉ＝０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬｎ

ꎬＢ２ｉ＋１ ＝
４＋５ｉ ５＋５ｉ ２＋５ｉ
４＋５ｉ ５＋５ｉ ３＋５ｉ
５＋５ｉ ４＋５ｉ ２＋５ｉ

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
ｉ＝０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬｎ－１

.

Ｂ２ｉꎬＢ２ｉ＋１在 Ｋ６ｎ＋３ꎬ６ｎ＋３中分别给出了 Ｋ３ꎬ３的一个(３ꎬ１)∗－边染色.
Ｂ０ Ｂ１

Ｂ１ Ｂ０

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ 就是定理 ４ 中的 Ｂ６ .

定理 ７　 Ｋ６ｎꎬ６ｎ(或 Ｋ６ｎ＋３ꎬ６ｎ＋３)的一个(５ｎꎬ１)∗ －边染色(或(５ｎ＋３ꎬ１)∗ －边染色)都可以在 Ｏ( ｎ２)内

找到.
证明　 由定理 ５ 可以按以下步骤得到 Ｋ６ｎꎬ６ｎ的(５ｎꎬ１)∗－边标号矩阵ꎬ步骤如下:
第 １ 步:令 Ｘ＝{ｘ０ꎬｘ１ꎬ􀆺ꎬｘｎ－１}ꎬＹ＝{ｙ０ꎬｙ１ꎬ􀆺ꎬｙｎ－１} . ｘｉ ＝{ｘｉ１ꎬｘｉ２ꎬ􀆺ꎬｘｉ６}ꎬｙｉ ＝{ｙｉ１ꎬｙｉ２ꎬ􀆺ꎬｙｉ６}ꎬ就是把

部集 Ｘ和 Ｙ中任意 ６ 个点构成子集.
第 ２ 步:在二部图(ＸꎬＹ)中寻找 ｘｉ 到 ｙ ｊ 的最大匹配. 这相当于在一个 Ｋｎꎬｎ中寻找最大匹配. 这一步运

行时间为 Ｏ(ｎ２) [４] .
第 ３ 步:在每个匹配(ｘｉꎬｙ ｊ)组成的 Ｋ６ꎬ６中进行边染色. 染颜色 １ꎬ２ꎬ３ 的边相当于在 Ｋ４ꎬ４中寻找最大匹

配后将边复制为 ２ 长路ꎬ染颜色 ４ꎬ５ 的边相当于在 Ｋ４ꎬ４中寻找最大匹配后只将其中两条边复制为 ２ 长

路. 运行时间为常数. 总运行时间仍为 Ｏ(ｎ２) .
同理ꎬ由定理 ６ 得到 Ｋ６ｎ＋３ꎬ６ｎ＋３的(５ｎ＋３ꎬ１)∗－边标号矩阵ꎬ但开始寻找的是部集 Ｘ 和 Ｙ 以任意 ３ 个点

构成子集再构成匹配. 运行时间为 Ｏ((２ｎ＋１) ２)＝ Ｏ(ｎ２) .
综上 Ｋ６ｎꎬ６ｎ(或 Ｋ６ｎ＋３ꎬ６ｎ＋３)的一个(５ｎꎬ１)∗－边染色(或(５ｎ＋３ꎬ１)∗－边染色)都可以在 Ｏ(ｎ２)内找到.
由以上方法可以类似得到:

定理 ８　 「 ９
２
ｎ＋ １５ｎ＋２

２(８ｎ＋１)
⌉≤χ′１(Ｋ６ｎ＋１ꎬ６ｎ＋１)≤５ｎ＋１.

定理 ９ 　 ｎ 为奇数或 ｎ ＝ ２ 时ꎬ 「 (６ｎ＋２) ２

８ｎ＋２
⌉≤ χ′１( Ｋ６ｎ＋２ꎬ６ｎ＋２ ) ≤５ｎ ＋ ２ꎻ ｎ 为偶数时ꎬ 「 (６ｎ＋２) ２

８ｎ＋２
⌉≤

χ′１(Ｋ６ｎ＋２ꎬ６ｎ＋２)≤５ｎ＋３(ｎ≥４) .

定理 １０　 「９ｎ
２
＋３＋ ３ｎ＋２

２(８ｎ＋５)
⌉≤χ′１(Ｋ６ｎ＋４ꎬ６ｎ＋４)≤５ｎ＋４.

证明　 不等式左边由定理 １ 容易得到. 由矩阵 ＢＫ６ｎ＋４ꎬ６ｎ＋４ 得到 χ′１( Ｋ６ｎ＋４ꎬ６ｎ＋４ ) ≤５ｎ ＋ ４. ＢＫ６ｎ＋４ꎬ６ｎ＋４ ＝
Ｂ′１ Ｂ２ Ｂ３ 􀆺 Ｂ２ｎ＋１ Ｂ‴１
Ｂ２ Ｂ′３ Ｂ４ 􀆺 Ｂ１ Ｂ‴３
Ｂ３ Ｂ４ Ｂ′５ 􀆺 Ｂ２ Ｂ‴５
􀆺 􀆺 􀆺 􀆺 􀆺 􀆺
Ｂ２ｎ＋１ Ｂ１ Ｂ２ 􀆺 Ｂ′２ｎ Ｂ‴２ｎ
Ｂ″１ Ｂ″３ Ｂ″５ 􀆺 Ｂ″２ｎ ５ｎ＋４

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

ꎬ其中 Ｂ２ｉ ＝
４＋５ｉ ５＋５ｉ ２＋５ｉ
４＋５ｉ ５＋５ｉ ３＋５ｉ
５＋５ｉ ４＋５ｉ ２＋５ｉ

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
ꎻＢ２ｉ＋１ ＝

１＋５ｉ １＋５ｉ ３＋５ｉ
２＋５ｉ ２＋５ｉ １＋５ｉ
３＋５ｉ ３＋５ｉ １＋５ｉ

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
ꎻＢ′２ｉ ＝

４＋５ｎ ５＋５ｉ ２＋５ｉ
４＋５ｉ ４＋５ｎ ４＋５ｎ
４＋５ｎ ４＋５ｉ ２＋５ｉ

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
ꎻＢ′２ｉ＋１ ＝

１＋５ｉ １＋５ｉ ４＋５ｎ
４＋５ｎ ４＋５ｎ １＋５ｉ
３＋５ｉ ３＋５ｉ ４＋５ｎ

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
ꎻＢ″２ｉ ＝(４＋５ｉꎬ５＋５ｉꎬ３＋５ｉ)ꎻＢ″２ｉ＋１ ＝ (２＋５ｉꎬ２＋５ｉꎬ１＋５ｉ)ꎻ

—３２—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉



南京师大学报(自然科学版) 第 ４６ 卷第 ３ 期(２０２３ 年)

Ｂ‴２ｉ ＝(４＋５ｉꎬ３＋５ｉꎬ５＋５ｉ)ꎻＢ‴２ｉ＋１ ＝(３＋５ｉꎬ２＋５ｉꎬ１＋５ｉ) .

定理 １１　 「９ｎ
２
＋４＋ ｎ

＋１
８ｎ＋６

⌉≤χ′１(Ｋ６ｎ＋５ꎬ６ｎ＋５)≤５ｎ＋５.

以上是二部图中等部情形ꎬ下面讨论一部点个数至少是另一部点个数两倍以上情形.
定理 １２　 当 ｎ≥２ｍ时ꎬＳＫｍꎬｎ ＝ ２ｍ.
证明　 令 Ｋｍꎬｎ ＝(ＸꎬＹ)ꎬ不妨设在亏格为 １ 的某个边染色 ｆ下边色类 Ｅ ｉ 为最大饱和. 它由顶点不交的

边和 ２ 长路构成. 其中 Ｘ有 ｌ１ 个 Ｅ ｉ 中 ２ 长路的 １ 度点ꎬｌ２ 个 Ｅ ｉ 中 ２ 长路的 ２ 度点ꎬｌ３ 个 Ｅ ｉ 中边的端点ꎻＹ
有 ｍ１ 个 Ｅ ｉ 中 ２ 长路的 １ 度点ꎬｍ２ 个 Ｅ ｉ 中 ２ 长路的 ２ 度点ꎬｍ３ 个 Ｅ ｉ 中某条边的端点. 则

ｍａｘ ＳＫｍꎬｎ ＝ ｌ１＋２ｌ２＋ｌ３ꎬ

ｓ.ｔ.

ｌ１＋ｌ２＋ｌ３≤ｍ
ｍ１＋ｍ２＋ｍ３≤ｎ
ｌ３ ＝ｍ３

ｌ１ ＝ ２ｍ２

ｍ１ ＝ ２ｌ２
ｎ≥２ｍꎬｌ１ꎬｌ２ꎬｌ３ꎬｍ１ꎬｍ２ꎬｍ３≥０

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

容易得到 ＳＫｍꎬｎ ＝ ２ｍ. 此时 ｌ１ ＝ｍ２ ＝ ｌ３ ＝ｍ３ ＝ ０.
定理 １３　 当 ｎ＝ ２ｍ时ꎬχ′１(Ｋｍꎬｎ)＝ ｍ.

证明　 由定理 １２ 知 ＳＫｍꎬｎ ＝ｎ. 因此 χ′１(Ｋｍꎬｎ)≥「ｍ
×ｎ
ｎ

⌉ ＝ｍ. 而矩阵

１ １ ２ ２ 􀆺 ｍ ｍ
２ ２ ３ ３ 􀆺 １ １
􀆺 􀆺 􀆺 􀆺 􀆺 􀆺 􀆺
ｍ ｍ １ １ 􀆺 ｍ－１ ｍ－１

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

给出了一个 Ｋｍꎬｎ的(ｍꎬ１)∗－边染色. 所以结论得证.

定理 １４　 若 ｎ＝(２ｍ)􀅰ｋ＋ｉ(ｋ≥１ꎬ０≤ｉ≤２ｍ－１)ꎬ则 χ′１(Ｋｍꎬｎ)＝ ｍｋ＋「
ｉ
２
⌉ .

可以看出亏格为 １ 时 χ′１(Ｋｍꎬｎ)的确定最难把握的是点个数比较均衡即 ｎ＋１≤ｍ≤２ｎ－１ 的情况ꎬ但可

以得到一个上、下界:

定理 １５　 「 ３
４
ｎ⌉≤χ′１(Ｋｍꎬｎ)≤ｎꎬ其中 ｎ＋１≤ｍ≤２ｎ－１.

接下来讨论亏格为 ２ 的情形.
定理 １６　 亏格为 ２ 时非正常边染色的同色类为 Ｋ１ꎬ３或者圈 Ｃ及其导出子图.
证明　 首先 Ｋ１ꎬ３或者圈 Ｃ的所有边染同一种颜色时每条边都与它同色的两条边相邻ꎬ满足亏格为 ２

的要求. 其次亏格为 ２ 时二部图的同色类只能为 Ｋ１ꎬ３或者圈 Ｃ及其导出子图. 因为亏格为 ２ 时同一颜色的

边只能加在亏格为 １ 的同色类 ２ 长路基础上. 边加在 ２ 长路中 ２ 度点基础上就形成 Ｋ１ꎬ３ꎻ边加在 ２ 长路中

１ 度点基础上就形成 ３ 长路ꎬ逐次加边后是圈 Ｃ及其导出子图.
由定理 １６ 可以得到一些简单结论:

定理 １７　 χ′２(Ｋ１ꎬｎ)＝ 「 ｎ
３
⌉ .

定理 １８　 当 ２≤ｍ≤ｎ时ꎬχ′２(Ｋｍꎬｎ)≥「 ｎ
２
⌉ .

证明　 ２≤ｍ≤ｎ时ꎬＫｍꎬｎ中最大圈为 Ｃ２ｍꎬＳＫｍꎬｎ≥２ｍ. χ′２(Ｋｍꎬｎ)≥「ｍ􀅰ｎ
２ｍ

⌉ ＝「 ｎ
２
⌉ .

如果图 Ｇ是一个 ｎ－正则二部图ꎬ则 Ｇ可以分解为若干个 ｒ－因子当且仅当 ｒ ｜ ｎ[７] . 圈是特殊的 ２－因
子ꎬ因此可以得到亏格为 ２ 时 ｎ－正则二部图的非正常边染色数的结论.

定理 １９　 χ′２(Ｋｎꎬｎ)＝ 「 ｎ
２
⌉ .

—４２—
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证明　 当 ｎ＝ ２ｋ时ꎬＥ(Ｋ２ｋꎬ２ｋ)可以分解为 ｋ 组圈ꎬ它们染不同的颜色. 因此 χ′２(Ｋ２ｋꎬ２ｋ)＝ ｋ. 当 ｎ ＝ ２ｋ＋１

时ꎬＥ(Ｋ２ｋ＋１ꎬ２ｋ＋１) 可以分解为 ｋ 组圈加上一个匹配ꎬ χ′２(Ｋ２ｋ＋１ꎬ２ｋ＋１) ≥「２ｋ
＋１
２

⌉ ＝ ｋ ＋ １ꎬ而 χ′２(Ｋ２ｋ＋１ꎬ２ｋ＋１ ) ≤

χ′２(Ｋ２ｋ＋２ꎬ２ｋ＋２)＝ ｋ＋１ꎬ因此 χ′２(Ｋ２ｋ＋１ꎬ２ｋ＋１)＝ ｋ＋１. 综上 χ′２(Ｋｎꎬｎ)＝ 「 ｎ
２
⌉ .

３　 结论

从二部图的非正常边染色与无线网络的信道分配关系可以发现:由定理 ５ 至定理 １１ 得到当两个用户

群数量相同(记为 ｎ)的用户群传输信号时ꎬ如果内部没有信号传输ꎬ只有相互之间有信号传输ꎬ并且任一

信号最多被两个用户共用需要 ０.７５ｎ~０.８３ｎ个信道ꎬ信道寻找复杂度为 Ｏ(ｎ２)ꎻ由定理 １３ 得到相同情况

下用户群数量成两倍(ｎ和 ２ｎ)时恰好需要 ｎ条信道ꎻ由定理 １５ 得到介于一倍和两倍之间时需要 ０.７５ｎ~ ｎ
个信道. 由定理 １６ 至定理 １９ 得到当两个用户群数量相同(记为 ｎ)的用户群传输信号时ꎬ如果内部没有信

号传输ꎬ只有相互之间有信号传输ꎬ并且任一信号最多被 ３ 个用户共用需要 ０.５ｎ 个信道ꎻ相同情况下用户

群数量不同时(分别为 ｍ和 ｎꎬ其中 ２≤ｍ<ｎ)至少需要 ０.５ｎ个信道ꎬｍ＝ １ 时需要 ０.３３ｎ个信道.
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