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基于双圈图 ＧＡ２指标的分析

刘晚乔ꎬ赵　 飚

(１.中国国际航空股份有限公司新疆分公司ꎬ新疆 乌鲁木齐 ８３００２６)
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[摘要] 　 设 Ｇ是一个具有 ｎ 个顶点的简单图ꎬ则图 Ｇ的 ＧＡ２ 指标定义为:∑ ２ ｎｕｎｖ / (ｎｕ＋ｎｖ)ꎬ其中 ｎ(ｕ)(ｎ(ｖ))

表示图 Ｇ 中的点到顶点 ｕ(ｖ)的距离小于到顶点 ｖ(ｕ)的距离的点数. 在本文中ꎬ对 ３ 类双圈图进行图形的变换ꎬ
进而分析确定了具有最小 ＧＡ２ 指标的图.
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Ａｂｓｔｒａｃｔ:Ｌｅｔ Ｇ＝(ＶꎬＥ)ｂｅ ａ ｓｉｍｐｌｅ ｇｒａｐｈꎬｔｈｅ ｓｅｃｏｎｄ ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ￣ａｒｉｔｈｍｅｔｉｃ ｉｎｄｉｃｅｓ ｄｅｆｉｎｅｄ ａｓ∑２ ｎｕｎｖ / (ｎｕ ＋ ｎｖ) ꎬ

ｗｈｅｒｅ ｎ(ｕ)(ｎ(ｖ))ｏｆ ｖｅｒｔｉｃｅｓ ｏｆ Ｇ ｌｙｉｎｇ ｃｌｏｓｅｒ ｔｏ ｔｈｅ ｖｅｒｔｅｘ ｕ(ｖ) ｔｈａｎ ｔｏ ｔｈｅ ｖｅｒｔｅｘ ｖ(ｕ) ｆｏｒ ｔｈｅ ｅｄｇｅ ｕｖ. Ｉｎ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒꎬ
ｗｅ ｔｒａｎｓｆｏｒｍｅｄ ｔｈｒｅｅ ｋｉｎｄｓ ｏｆ ｂｉｃｙｃｌｉｃ ｇｒａｐｈｓꎬａｎａｌｙｚｅｄ ａｎｄ ｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ ｔｈｅ ｂｉｃｙｃｌｉｃ ｇｒａｐｈｓ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｍｉｎｉｍｕｍ ＧＡ２ .
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ:ｓｅｃｏｎｄ ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ￣ａｒｉｔｈｍｅｔｉｃ ｉｎｄｅｘꎬｂｉｃｙｃｌｉｃ ｇｒａｐｈｓꎬｃｏｎｎｅｃｔｅｄ ｇｒａｐｈｓꎬｐｅｎｄａｎｔ ｅｄｇｅｓ

对于分子的描述ꎬ在化学、物理和药理学等方面起着重要的作用[１] . 其中ꎬ一个能描述分子图的一些

性质的数被称为拓扑指标ꎬ对于分子图的拓扑指标能反应分子的一些物理和化学性质ꎬ所以通过计算分子

图的某种拓扑指标的数值ꎬ可以统计出分子的某些物理化学性质. 特别是在 ＱＳＰＲ / ＱＳＡＲ 研究中ꎬ发现了

许多拓扑指标在化学中应用广泛[２－５] .
设 Ｇ是一个简单图ꎬ对于没有说明的术语和概念可参考文献[６－７] . 记图 Ｇ 的点集为 Ｖ(Ｇ)ꎬ边集为

Ｅ(Ｇ)ꎬｄＧ(ｕ)(ｄＧ(ｖ))为图 Ｇ 中点 ｕ(ｖ)的度数. 则图 Ｇ 的 ＧＡ 指标定义如下[８－９]:

ＧＡ(Ｇ)＝ ∑ ２ ｄｕｄｖ
ｄｕ＋ｄｖ

.

令 ｅ＝ｕｖ 是图 Ｇ 的一条边ꎬ连接点 ｕｖꎬ则定义:
Ｎ(ｅꎬｕꎬＧ)＝ {ｘ∈Ｖ(Ｇ) ｜ ｄＧ(ｘꎬｕ)<ｄＧ(ｘꎬｖ)}ꎬ
Ｎ(ｅꎬｖꎬＧ)＝ {ｘ∈Ｖ(Ｇ) ｜ ｄＧ(ｘꎬｕ)>ｄＧ(ｘꎬｖ)}ꎬ

ｕ的邻点记为 ＮＧ(ｕ)ꎬｖ 的邻点记为 ＮＧ(ｖ) [１０] . 同时

ｎｕ(ｅ)＝ ｎｕ(ｅꎬＧ)＝ ｜Ｎ(ｅꎬｕꎬＧ) ｜ ꎬ
ｎｖ(ｅ)＝ ｎｖ(ｅꎬＧ)＝ ｜Ｎ(ｅꎬｖꎬＧ) ｜ ꎬ

式中ꎬｎ(ｕ)表示图 Ｇ 中的点到顶点 ｕ 的距离小于到顶点 ｖ 的距离的数目ꎬｎ(ｖ)同理.
２０１０ 年ꎬ文[１１]定义了第二类拓扑指标 ＧＡ２指标ꎬ定义如下:

ＧＡ２(Ｇ)＝ ∑ ２ ｎｕｎｖ
ｎｕ＋ｎｖ

ꎬ

—５—
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同时ꎬ确定了完全图中的 ＧＡ２指标上下界ꎬ以及树图中具有最小和最大 ＧＡ２指标的树图ꎬ分别是星图

和路. Ｔａｎｇ 等[１２]在 ２０１１ 年巧妙采用了图变换的方法ꎬ进一步确定了树图中具有 ＧＡ２指标第二大及第二小

的图ꎬ同时得出了具有最大 ＧＡ２指标和最小 ＧＡ２指标的单圈图. 本文主要描述了在 ｎ 个顶点的双圈图中ꎬ
利用图形的变换ꎬ进而确定具有最小 ＧＡ２指标的图.

１　 引理

图 Ｇ 是一个连通双圈图ꎬ且有 ｎ 个顶点ꎬｎ＋１ 条边ꎬ下面将双圈图进行了 ３ 种分类:
(１)当 ｎ≥５ 时ꎬ圈 ＣｍꎬＣｐ共享一个公共点ꎬ见图(ａ) .
(２)当 ｎ≥６ 时ꎬ圈 ＣｍꎬＣｐ中间连接一条长度大于等于 １ 的路ꎬ见图(ｂ) .
(３)当 ｎ≥４ 时ꎬ３ 条内部不相交的路 Ｐ１ꎬＰ２和 Ｐ３ 具有公共的端点 ｕꎬｖꎬ见图(ｃ) .
令 Ｇ＝(ＶꎬＥ)是一个双圈图ꎬ其中圈 Ｃｍ 和圈 Ｃｐ 的长度分别为 ｑ 和 ｐꎬ且 Ｔ１ꎬＴ２ꎬ􀆺ꎬＴｋ(０≤ｋ≤ｐ＋ｍ)表

示圈上悬挂的树ꎬＴ１ꎬＴ２ꎬ􀆺ꎬＴｋ为 Ｇ－Ｅ(ＣｍꎬＣｐ)的非平凡分支. 令 Ｎ(Ｔｉ)＝ ｌｉꎬｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｋꎬ且 ｌ＝ ｌ１＋ｌ２＋􀆺＋ｌｋ
＝ｎ－ｐ－ｑ＋１ꎬ其中 Ｎ(Ｔｉ)表示为树 Ｔｉ点的个数ꎬ记双圈图为 Ｇ＝ＣＧ(Ｔ１ꎬＴ２ꎬ􀆺ꎬＴｋ)ꎬ则有下面的引理.

图 １　 双圈图主要分类

Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｍａｉｎ ｓｕｂｇｒａｐｈｓ ｏｆ ｂｉｃｙｃｌｉｃ ｇｒａｐｈｓ

引理 １　 若图 Ｇ 是一个有 ｎ 个顶点ꎬ且 ｎ≥４ 的双圈图ꎬ则
Ｇ１ ＝ＣＧ(Ｓ１ꎬＳ２ꎬ􀆺ꎬＳｋ)ꎬ
Ｇ２ ＝ＣＧ(Ｐ１ꎬＰ２ꎬ􀆺ꎬＰｋ)ꎬ

双圈图 Ｇ１中ꎬｕ１ꎬｕ２ꎬ􀆺ꎬｕｋ 是圈 ＣｍꎬＣｐ 上的点ꎬ且 Ｓ１ꎬＳ２ꎬ􀆺ꎬＳｋ是点 ｕ１ꎬｕ２ꎬ􀆺ꎬｕｋ 的悬挂边.
双圈图 Ｇ２中ꎬｕ１ꎬｕ２ꎬ􀆺ꎬｕｋ是圈 ＣｍꎬＣｐ 上的点ꎬ且 Ｐ１ꎬＰ２ꎬ􀆺ꎬＰｋ 是点 ｕ１ꎬｕ２ꎬ􀆺ꎬｕｋ 的悬挂路ꎬ
则可以得到

ＧＡ２(Ｇ１)≤ＧＡ２(Ｇ)≤ＧＡ２(Ｇ２)ꎬ
式中ꎬＧ＝ＣＧ(Ｔ１ꎬＴ２ꎬ􀆺ꎬＴｋ)ꎬＮ(Ｔｉ)＝ ｌｉ( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｋ) .

为了找到双圈图中具有最小 ＧＡ２ 指标的图ꎬ只需要考虑有悬挂边的双圈图.

２　 结果与分析

令 Ｇ０是一个连通图ꎬ且 Ｎ(Ｇ０)＝ ｑꎬＣｐ ＝ｕ１ｕ２􀆺ｕｐｕ１是圈长为 ｐ 的单圈图ꎬＮ(Ｃｐ)＝ ｐꎬ且 Ｓ１ꎬＳ２ꎬ􀆺ꎬＳｋ(０≥
ｋ≥ｐ)表示单圈图上的悬挂边ꎬ其中 Ｓ１ꎬＳ２ꎬ􀆺ꎬＳｋ 是 Ｇ－Ｅ(Ｇ０ꎬＣｐ) 的非平凡分支ꎬ点 ｕ１是连通图 Ｇ０和单圈图

Ｃｐ的公共点ꎬ将这类连通图记作 ＣＣｐＧ０(Ｓ１ꎬＳ２ꎬ􀆺ꎬＳｋ ) . 特别地ꎬ当 ｋ ＝ ０ 时ꎬ记 Ｇ ＝ ＣＣｐＧ０ꎬ如果当 ｋ ＝ １ 时ꎬ记

图 ２　 图 Ｇ１ 变换到图 Ｇｉ

Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｇｉ ｔｒａｎｓｆｏｒｍ ｏｆ Ｇ１

ＣＣｐＧ０(Ｓ１) . 其中记 Ｎ(Ｓｉ)＝ ｌｉꎬｉ＝１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｋ且 ｌ ＝ ｌ１＋ｌ２＋
􀆺＋ｌｋ ＝ｎ－ｐ－ｑ＋１. 接下来ꎬ令 Ｇ１ ＝ＣＣｐＧ０(Ｓ１ꎬＳ２ꎬ􀆺ꎬＳｋ)ꎬ
点 ｕ１ꎬｕｉ∈Ｃｐꎬ且 ｄＧ１(ｕ１)≥３ꎬｄＧ１(ｕｉ)≥３ (２≤ｉ≤ｋ)
单圈图 Ｃｐ 上的点 ｕｉ有悬挂边 Ｓｉꎬ现将点 ｕｉ 的悬挂

边 Ｓｉꎬ移到公共点 ｕ１上ꎬ则得到图 Ｇｉꎬ称图 Ｇｉ是由

Ｇ１变换而得的ꎬ见图 ２.
定理 １　 若图 Ｇ１ ＝ＣＣｐＧ０(Ｓ１ꎬＳ２ꎬ􀆺ꎬＳｋ)是一个连

通图ꎬ且 ｄＧ１(ｕ１)≥３＋Ｓ１ꎬｄＧ１(ｕｉ)＝ ２＋ＳｉꎬＧ ｉ 是由 Ｇ１变换而得的图ꎬ则得 ＧＡ２(Ｇ１)≥ＧＡ２(Ｇ ｉ) .
证明　 将 Ｅ(Ｇ１)里的边分成七部分ꎬ其表示为:
(１)Ｅ１ ＝{ｅ＝ｕｖ∈Ｇ ｉ ｜ ｄｅｇＧｉ(ｖ)＝ １ꎬｄｅｇＧｉ(ｕ)≥３}ꎻ

—６—
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(２)Ｅ２ ＝{ｅ＝ｕｖ∈Ｃｐ ｜ ｄ(ｕꎬｕ１)<ｄ(ｖꎬｕ１)ꎬｄ(ｕꎬｕｉ)<ｄ(ｖꎬｕｉ)}ꎻ
(３)Ｅ３ ＝{ｅ＝ｕｖ∈Ｃｐ ｜ ｄ(ｕꎬｕ１)>ｄ(ｖꎬｕ１)ꎬｄ(ｕꎬｕｉ)>ｄ(ｖꎬｕｉ)}ꎻ
(４)Ｅ４ ＝{ｅ＝ｕｖ∈Ｃｐ ｜ ｄ(ｕꎬｕ１)<ｄ(ｖꎬｕ１)ꎬｄ(ｕꎬｕｉ)>ｄ(ｖꎬｕｉ)}ꎻ
(５)Ｅ５ ＝{ｅ＝ｕｖ∈Ｃｐ ｜ ｄ(ｕꎬｕ１)>ｄ(ｖꎬｕ１)ꎬｄ(ｕꎬｕｉ)<ｄ(ｖꎬｕｉ)}ꎻ
(６)Ｅ６ ＝{ｅ＝ｕｖ∈Ｃｐ ｜ ｄ(ｕꎬｕ１)>ｄ(ｖꎬｕ１)ꎬｄ(ｕꎬｕｉ)＝ ｄ(ｖꎬｕｉ)ꎬｄ(ｕꎬｕ１)＝ ｄ(ｖꎬｕ１)ꎬｄ(ｕꎬｕｉ)>ｄ(ｖꎬｕｉ)}ꎻ
(７)Ｅ７ ＝{ｅ＝ｕｖ∈Ｃｐ ｜ ｄ(ｕꎬｕ１)<ｄ(ｖꎬｕ１)ꎬｄ(ｕꎬｕｉ)＝ ｄ(ｖꎬｕｉ)ꎬｄ(ｕꎬｕ１)＝ ｄ(ｖꎬｕ１)ꎬｄ(ｕꎬｕｉ)<ｄ(ｖꎬｕｉ)}ꎻ
根据 ＧＡ２ 的定义ꎬ可以得到

ＧＡ２(Ｇ１)＝ ∑
７

ｉ ＝ １
∑
ｕｖ∈Ｅｉ

ｎｕ(ｅꎬＧ１)􀅰ｎｖ(ｅꎬＧ１)
１
２
(ｎｕ(ｅꎬＧ１)＋ｎｖ(ｅꎬＧ１))

.

将点 ｕｉ( ｉ ＝ ２ꎬ３ꎬ􀆺ꎬｋ) 上的悬挂边移到点 ｕ１ 上ꎬ图 Ｇ ｉ是由图 Ｇ１(２≤ ｉ≤ ｋ) 变换而得的ꎬ其中

ｎ′ｕ(ｅ)(ｎ′ｖ(ｅ))是变换图 Ｇ ｉ的点到边 ｅ＝ｕｖ 的顶点 ｕ(ｖ) 距离比到顶点 ｖ(ｕ) 距离小的顶点数ꎬ则有 当边

ｕｖ∈Ｅ ｊ 时

ｎｕ(ｅꎬＧ１)􀅰ｎｖ(ｅꎬＧ１)
１
２
(ｎｕ(ｅꎬＧ１)＋ｎｖ(ｅꎬＧ１))

＝
ｎｕ(ｅꎬＧ ｉ)􀅰ｎｖ(ｅꎬＧ ｉ)

１
２
(ｎｕ(ｅꎬＧ ｉ)＋ｎｖ(ｅꎬＧ ｉ))

. (１)

当边 ｕｖ∈Ｅ４ 时

ｎ′ｕ(ｅ)＝ ｎｕ(ｅ)＋Ｓｉꎬｎ′ｖ(ｅ)＝ ｎｖ(ｅ)－Ｓｉ .
所以ꎬ当边 ｅ∈Ｅ４ꎬ可以得到ꎬ

ｎｕ(ｅꎬＧ１)􀅰ｎｖ(ｅꎬＧ１)
１
２
(ｎｕ(ｅꎬＧ１)＋ｎｖ(ｅꎬＧ１))

≥
ｎ′ｕ(ｅꎬＧ ｉ)􀅰ｎ′ｖ(ｅ′ꎬＧ ｉ)

１
２
(ｎ′ｕ(ｅꎬＧ ｉ)＋ｎ′ｖ(ｅꎬＧ ｉ))

. (２)

同样对于边 ｕｖ∈Ｅ５ 可以得到在图 Ｇ ｉ 中ꎬ
ｎ′ｕ(ｅ)＝ ｎｕ(ｅ)－Ｓｉꎬｎ′ｖ(ｅ)＝ ｎｖ(ｅ)＋Ｓｉ .

当边 ｅ∈Ｅ５ꎬ则有

ｎｕ(ｅꎬＧ１)􀅰ｎｖ(ｅꎬＧ１)
１
２
(ｎｕ(ｅꎬＧ１)＋ｎｖ(ｅꎬＧ１))

≥
ｎ′ｕ(ｅꎬＧ ｉ)􀅰ｎ′ｖ(ｅ′ꎬＧ ｉ)

１
２
(ｎ′ｕ(ｅꎬＧ ｉ)＋ｎ′ｖ(ｅꎬＧ ｉ))

. (３)

对于连通图 Ｇ ｉꎬ单圈图 Ｃｐ的圈长 ｐ为奇数时ꎬ所有的边 ｅ∈Ｅ ｊ(１≤ｊ≤５) . 由式(１－３)可得ꎬ
ＧＡ２(Ｇ１)≥ＧＡ２(Ｇ ｉ) .

当圈 Ｃｐ 的长度为偶数时ꎬ接下来考虑ꎬ当边 ｕｖ∈Ｅ６ 时ꎬ则有

ｎ′ｖ(ｅ)＝ ｎｖ(ｅ)＋Ｓｉ .
所以ꎬ当边 ｅ∈Ｅ６ꎬ则有

ｎｕ(ｅꎬＧ１)􀅰ｎｖ(ｅꎬＧ１)
１
２
(ｎｕ(ｅꎬＧ１)＋ｎｖ(ｅꎬＧ１))

≥
ｎ′ｕ(ｅꎬＧ ｉ)􀅰ｎ′ｖ(ｅꎬＧ ｉ)

１
２
(ｎ′ｕ(ｅꎬＧ ｉ)＋ｎ′ｖ(ｅꎬＧ ｉ))

. (４)

当边 ｕｖ∈Ｅ７时ꎬ则有

ｎ′ｕ(ｅ)＝ ｎｕ(ｅ)－Ｓｉ .
所以ꎬ当边 ｅ∈Ｅ７ꎬ则有

ｎｕ(ｅꎬＧ１)􀅰ｎｖ(ｅꎬＧ１)
１
２
(ｎｕ(ｅꎬＧ１)＋ｎｖ(ｅꎬＧ１))

≤
ｎ′ｕ(ｅꎬＧ ｉ)􀅰ｎ′ｖ(ｅꎬＧ ｉ)

１
２
(ｎ′ｕ(ｅꎬＧ ｉ)＋ｎ′ｖ(ｅꎬＧ ｉ))

. (５)

由式(１)－(５)可得

—７—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉
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∑
６

ｉ ＝ １
∑
ｕｖ∈Ｅｉ

ｎ′ｕ(ｅꎬＧ１)􀅰ｎ′ｖ(ｅꎬＧ１)
１
２
(ｎ′ｕ(ｅꎬＧ１)＋ｎ′ｖ(ｅꎬＧ１))

≥ ∑
ｕｖ∈Ｅ７

ｎ′ｕ(ｅꎬＧ１)􀅰ｎ′ｖ(ｅꎬＧ１)
１
２
(ｎ′ｕ(ｅꎬＧ１)＋ｎ′ｖ(ｅꎬＧ１))

.

图 ３　 图 ＣＣ３Ｇ０
(Ｓｎ－２－ｑ)

Ｆｉｇ􀆰 ３　 Ｔｈｅ ｇｒａｐｈ ｏｆ ＣＣ３Ｇ０
(Ｓｎ－２－ｑ)

综上所述ꎬ在连通图 Ｇ１ ＝ ＣＣｐＧ０( Ｓ１ꎬＳ２ꎬ􀆺ꎬＳｋ )中ꎬｄＧ１( ｕ１)≥３＋Ｓ１ꎬ
ｄＧ１(ｕｉ)＝ ２＋Ｓｉ(２≤ｉ≤ｋ) .

由图 Ｇ１转换的图 Ｇ ｉ可以得到 ＧＡ２(Ｇ１)≥ＧＡ２(Ｇ ｉ) .
定理 ２　 若图 Ｇｋ ＝ ＣＣｐＧ０(Ｓｎ－ｐ－ｑ＋１)是有 ｎ 个顶点ꎬ且 ｎ≥４ 的连通图

(图 ３)ꎬ则 ＧＡ２(Ｇ)≥ＧＡ２(ＣＣ３Ｇ０(Ｓｎ－ｑ－２)) .
证明　 由定理 １ 可以得一系列图 Ｇ ｉ(１≤ｉ≤ｋ)ꎬ并且有 ＧＡ２(Ｇｋ)≤

􀆺≤ＧＡ２(Ｇ２)≤ＧＡ２(Ｇ１)ꎬ其 Ｇｋ ＝ＣＣｐＧ０(Ｓｎ－ｐ－ｑ＋１) .
通过计算:

ＧＡ２(Ｇ)＝ ＧＡ２(ＣＣｐＧ０(Ｓｎ－ｐ－ｑ＋１))＝ ＧＡ２(ＣＧ０)＋
４ｔ (ｑ＋ｔ＋ｄ－１)􀅰ｔ

２ｔ＋ｑ＋ｄ－１
＋２ｄ ｎ－１

ｎ
＋ｋ.

式中ꎬｔ＝[ｐ / ２]ꎬｋ＝ ｐ－２ｔꎬｄ＝ｎ－ｑ－ｐ＋１.
当 ｐ＝ ２ｔ ( ｔ≥２) 时ꎬ

ＧＡ２(ＣＣｐＧ０(Ｓｎ－ｐ－ｑ＋１))－ＧＡ２(ＣＣｐ－２Ｇ０ (Ｓｎ－ｐ－ｑ＋３))＝ ＧＡ２(ＣＧ０)＋
４ｔ (ｑ＋ｔ＋ｄ－１)􀅰ｔ

２ｔ＋ｑ＋ｄ－１
＋２ｄ ｎ－１

ｎ
－

(ＧＡ２(ＣＧ０)＋
４( ｔ－１) (ｑ＋ｔ＋ｄ)􀅰( ｔ－１)

２ｔ＋ｑ＋ｄ－１
＋２(ｄ＋２) ｎ－１

ｎ
)>０. (６)

当 ｐ＝ ２ｔ＋１ ( ｔ≥１) 时ꎬ

ＧＡ２(ＣＣｐＧ０(Ｓｎ－ｐ－ｑ＋１))－ＧＡ２(ＣＣｐ－２Ｇ０ (Ｓｎ－ｐ－ｑ＋３))＝ ＧＡ２(ＣＧ０)＋
４ｔ (ｑ＋ｔ＋ｄ－１)􀅰ｔ

２ｔ＋ｑ＋ｄ－１
＋２ｄ ｎ－１

ｎ
＋ｋ－

(ＧＡ２(ＣＧ０)＋
４( ｔ－１) (ｑ＋ｔ＋ｄ)􀅰( ｔ－１)

２ｔ＋ｑ＋ｄ－１
＋２(ｄ＋２) ｎ－１

ｎ
＋ｋ)>０. (７)

根据式(６) －(７)可得ꎬ当 ｐ 为偶数时ꎬ则 ｐ ＝ ４ 图 ＣＣｐＧ０( Ｓｎ－ｐ－ｑ＋１)为最小ꎬ当 ｐ 为奇数时ꎬ则 ｐ ＝ ３ 图

ＣＣｐＧ０(Ｓｎ－ｐ－ｑ＋１)为最小ꎬ继续研究图 ＣＣｐＧ０(Ｓｎ－ｐ－ｑ＋１)的最小.
当 ｐ＝ ４ 和 ｐ＝ ３ 时

ＧＡ２(ＣＣ４Ｇ０(Ｓｎ－３－ｑ))－ＧＡ２(ＣＣ３Ｇ０(Ｓｎ－２－ｑ))＝ (ＧＡ２(ＣＧ０)＋
８ ２(ｎ－２)

ｎ
＋２(ｎ－ｑ－３) ｎ－１

ｎ
)－

(ＧＡ２(ＣＧ０)＋
４ ｎ－２
ｎ－１

＋２(ｎ－ｑ－２) ｎ－１
ｎ

＋１)＝ ８ ２(ｎ－２)
ｎ

－２ ｎ－１
ｎ

－４ ｎ－２
ｎ－１

－１>０. (８)

由式(８)ꎬ得出连通图 Ｇ中具有最小 ＧＡ２ 指标的图是 ＣＣ３Ｇ０(Ｓｎ－ｑ－２) .
２.１　 双圈图类型 Ｉ

若连通图 Ｇ０ ＝Ｃｍ(Ｓ′１ꎬＳ′２􀆺Ｓ′ｌ) 是一个单圈图ꎬ其中 Ｃｍ ＝ ｖ１ｖ２􀆺ｖｍｖ１圈长为 ｍꎬＳ′ｉ(０≤ｉ≤ｍ) 是 ｖｉ的
悬挂边ꎬＣｐ ＝ｕ１ｕ２􀆺ｕｐｕ１ 圈长为 ｐꎬＳｉ(０≤ｉ≤ｐ) 是 ｕｉ的悬挂边. ｕ１(ｖ１) 是圈 Ｃｐ与 Ｃｍ的公共点ꎬ则记这类双

圈图为 Ｇ＝ＣＳ′１ꎬＳ′２􀆺Ｓ′ｌＳ１ꎬＳ２􀆺Ｓｋ (ｕ１)ꎬ针对这类双圈图得到下面定理.
定理 ３　 图 Ｇ＝ＣＳ′１ꎬＳ′２􀆺Ｓ′ｌＳ１ꎬＳ２􀆺Ｓｋ (ｕ１)是有 ｎ 个顶点ꎬ且 ｎ≥５ 的双圈图(图[４])ꎬ则得到 ＧＡ２(Ｇ)≥ＧＡ２(ＣＳｎ－５ꎬ０ꎬ０Ｓｎ－５ꎬ０ꎬ０

(ｕ１)) .
证明　 将圈 Ｃｍ 和圈 Ｃｐ 上的悬挂边移动到公共点 ｕ１ꎬ则由定理 １ 可得ꎬＧＡ２(Ｇ)≥ＧＡ２(ＣＳｎ－５ꎬ０ꎬ􀆺ꎬ０

Ｓｎ－５ꎬ０ꎬ􀆺ꎬ０

(ｕ１)) . 再将圈 Ｃｍ 和圈 Ｃｐ 上的边移到公共点 ｕ１ꎬ变成悬挂边ꎬ当圈 Ｃｍ 和圈 Ｃｐ 的长度一直变小ꎬ则由定理

２ 可得ꎬ当圈长 ｐ＝ ３ 和 ｍ＝ ３ 时ꎬ图 Ｇ＝ＣＳｎ－５ꎬ０ꎬ０Ｓｎ－５ꎬ０ꎬ０(ｕ１) 的 ＧＡ２ 指标达到最小ꎬ则

ＧＡ２(ＣＳｎ－５ꎬ０ꎬ０Ｓｎ－５ꎬ０ꎬ０(ｕ１))＝
８ ｎ－２
ｎ－１

＋２(ｎ－５) ｎ－１
ｎ

＋２.

—８—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉
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图 ４　 双圈图类型Ⅰ图 ＣＳｎ－５ꎬ０ꎬ０Ｓｎ－５ꎬ０ꎬ０
(ｕ１)

Ｆｉｇ􀆰 ４　 Ｔｈｅ ｍａｉｎ ｓｕｂｇｒａｐｈｓ ｏｆ ｂｉｃｙｃｌｉｃ ｇｒａｐｈｓ

ｉｓ ｏｆ ｔｙｐｅⅠＣＳｎ－５ꎬ０ꎬ０Ｓｎ－５ꎬ０ꎬ０
(ｕ１)

２.２　 双圈图类型Ⅱ
将 Ｐ ｔ ＝ ｐ１ｐ２􀆺ｐｔ 长度为 ｔ＋１ 的路连接圈 Ｃｍ 和 Ｃｐ的路ꎬ且连

接点为 ｖ１和 ｕ１ . 其中 Ｔｉ(０≤ｉ≤ｔ)是点 ｐｉ 的悬挂边ꎬ则记这类双

圈图为 Ｇ＝ＣＳ′１ꎬＳ′２􀆺Ｓ′ｌＳ１ꎬＳ２􀆺Ｓｋ (Ｔ１ꎬＴ２􀆺Ｔｌ) . 将这类双圈图圈 Ｃｍ 和圈 Ｃｐ 上
的悬挂边移动到连接点为 ｖ１ 和 ｕ１ 上ꎬ再缩短圈 Ｃｍ 和圈 Ｃｐ 的圈

长ꎬ则圈 Ｃｍ 上的边和圈 Ｃｐ 的边变为 ｖ１ 和 ｕ１ 上的悬挂边ꎬ同样由

定理 １ 和定理 ２ 可以得到

ＧＡ２(Ｇ)≥ＧＡ２(Ｃｄ２ꎬ０ꎬ０ｄ１ꎬ０ꎬ０(Ｔ１ꎬＴ２􀆺Ｔｌ))ꎬ

式中ꎬｄ１ ＝ ∑
ｋ

ｉ ＝ １
Ｓｉꎬｄ２ ＝ ∑

ｌ

ｉ ＝ １
Ｓ′ｉ .

定理 ４　 若图 Ｇ′０ ＝Ｃｄ２ꎬ０ꎬ０ｄ１ꎬ０ꎬ０(Ｔ１ꎬＴ２ꎬ􀆺ꎬＴｔ)是 有 ｎ个顶点ꎬ且 ｎ≥６ 的双圈图(见图 ５)ꎬ则
ＧＡ２(Ｇ′０)≥ＧＡ２(Ｃｄ２ꎬ０ꎬ０ｄ１＋ｌꎬ０ꎬ０(ｕ１ꎬｖ１))ꎬ

式中ꎬｌ＝ ∑
ｔ

ｉ ＝ １
Ｔｉ .

图 ５　 图 Ｇ′０ 变换到图 Ｇ′１
Ｆｉｇ􀆰 ５　 Ｇ′０ ｔｒａｎｓｆｏｒｍ ｏｆ Ｇ′１

证明　 先将悬挂边 Ｔ１以及边 ｅ(ｖ１ꎬｐ１) 移动到端点 ｖ１ꎬ则 ｎ′ｖ(ｅ)＝ ｎｖ(ｅ)＋ｎꎬｎ′ｐ１(ｅ)＝ ｎｐ１(ｅ)－ｎ＝ １ꎬ
即

ｎｕ(ｅꎬＧ′０)􀅰ｎｖ(ｅꎬＧ′０)
１
２
(ｎｕ(ｅꎬＧ′０)＋ｎｖ(ｅꎬＧ′０))

≥
ｎ′ｕ(ｅꎬＧ′１)􀅰ｎ′ｖ(ｅꎬＧ′１)

１
２
(ｎ′ｕ(ｅꎬＧ′１)＋ｎ′ｖ(ｅꎬＧ′１))

. (９)

对于边 ｕｖ∈Ｅ(Ｇ′０－ｅ(ｖ１ꎬｐ１))ꎬｕ′ｖ′∈Ｅ(Ｇ′１－ｅ(ｖ１ꎬｐ１))ꎬ可得

ｎｕ(ｅꎬＧ′０)􀅰ｎｖ(ｅꎬＧ′０)
１
２
(ｎｕ(ｅꎬＧ′０)＋ｎｖ(ｅꎬＧ′０))

＝
ｎ′ｕ(ｅꎬＧ′１)􀅰ｎ′ｖ(ｅꎬＧ′１)

１
２
(ｎ′ｕ(ｅꎬＧ′１)＋ｎ′ｖ(ｅꎬＧ′１))

. (１０)

则

∑
ｕｖ∈Ｇ′０

ｎｕ(ｅꎬＧ′０)􀅰ｎｖ(ｅꎬＧ′０)
１
２
(ｎｕ(ｅꎬＧ′０)＋ｎｖ(ｅꎬＧ′０))

≥ ∑
ｕｖ∈Ｇ′１

ｎ′ｕ(ｅꎬＧ′１)􀅰ｎ′ｖ(ｅꎬＧ′１)
１
２
(ｎ′ｕ(ｅꎬＧ′１)＋ｎ′ｖ(ｅꎬＧ′１))

.

由式(９)－(１０)可得:ＧＡ２(Ｇ′０)≥ＧＡ２(Ｇ′１) .
同理可依次将路 Ｐ ｔ上的悬挂边 Ｔｉ及边 ｅ(ｐｉ－１ꎬｐｉ) 移动到端点 ｖ１ꎬ可得出一系列图 Ｇ′ｉꎬ２≤ｉ≤ｔꎬ图 Ｇ′ｉ

是由 Ｇ′０变换得到ꎬ则
ＧＡ２(Ｇ′０)≥ＧＡ２(Ｇ′１)􀆺≥ＧＡ２(Ｇ′ｔ)＝ ＧＡ２(Ｃｄ２ꎬ０ꎬ０ｄ１＋ｌꎬ０ꎬ０(ｕ１ꎬｖ１)) .

最后ꎬ将连接点 ｕ１ 上的悬挂边 ｄ２ 移动到点 ｖ１ꎬ则得到双圈图类型Ⅱ中具有最小 ＧＡ２ 指标的图

ＣＣ３Ｓꎬ０ꎬ０(ｕ１ꎬｖ１)ꎬ其 ＧＡ２ 指标为

ＧＡ２(ＣＣ３Ｓꎬ０ꎬ０(ｕ１ꎬｖ１))＝
８ ｎ－２
ｎ－１

＋２ ３(ｎ－３)
ｎ

＋２(ｎ－６) ｎ－１
ｎ

＋２.

式中ꎬＳ＝ｄ１＋ｄ２＋ｌ＋ｔ.

—９—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉
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２.３　 双圈图类型Ⅲ
图 Ｇ＝(ＶꎬＥ)中有两个点 ｕ和 ｖꎬ且以这两个点作为路 Ｐ１ ＝ｕｐ１１ｐ１２􀆺ｐ１ｌｖꎬＰ２ ＝ｕｐ２１ｐ２２􀆺ｐ２ｋ ｖꎬ和 Ｐ３ ＝ｕｐ３１ｐ３２

􀆺ｐ３ｍｖ的公共端点ꎬＮ(Ｐｉ) (ｉ≤３)表示路 Ｐｉ 上的顶点数ꎬ其中 Ｎ(Ｐｉ)≥１. Ｓｊ 是 ｐ１ｊ(１≤ｌ)的悬挂边ꎬＳ′ｊ是 ｐ２ｊ
(１≤ｋ)的悬挂边ꎬ以及 Ｓ″ｊ 是 ｐ３ｊ(１≤ｍ) 的悬挂边ꎬ这类双圈图记作 Ｇ″１ ＝ＣＳ″１ꎬＳ″２ꎬ􀆺ꎬＳ″ｍ

Ｓ１ꎬＳ２ꎬ􀆺ꎬＳｌ (Ｓ′１ꎬＳ′２ꎬ􀆺ꎬＳ′ｋ) . 将所有

的悬挂边依次移动到点 ｕꎬ则得到一系列的图 Ｇ″２ꎬＧ″３ꎬ􀆺ꎬＧ″ｍ .
定理 ５　 若图 Ｇ″１ ＝ＣＳ″１ꎬＳ″２ꎬ􀆺ꎬＳ″ｍ

Ｓ１ꎬＳ２ꎬ􀆺ꎬＳｌ (Ｓ′１ꎬＳ′２ꎬ􀆺ꎬＳ′ｋ)是有 ｎ个顶点ꎬ且 ｎ≥４ 的双圈图ꎬ其中 Ｇ″ｉ 是由 Ｇ″１ 变

化而得的ꎬ则
Ｇ″１≥Ｇ″２≥􀆺≥Ｇ″ｍꎬ

式中ꎬｄ３ ＝ ∑
ｌ

ｉ ＝ １
Ｓｉ＋ ∑

ｋ

ｉ ＝ １
Ｓ′ｉ＋ ∑

ｍ

ｉ ＝ １
Ｓ″ｉ .

图 ６　 图 Ｇ″１ 变换到图 Ｇ″ｍ
Ｆｉｇ􀆰 ６　 Ｇ″１ ｔｒａｎｓｆｏｒｍ ｏｆ Ｇ″ｍ

证明　 由定理 １ 可得ꎬ将 Ｇ″ｉ(１≤ｉ≤ｍ)的边 Ｅ(Ｇ″ｉ) 进行 ７ 个分类ꎬ则经过相同的证明ꎬ得到相应的结

论ꎬ即 Ｇ″１≥Ｇ″２≥􀆺Ｇ″ｍꎬ记图 Ｇ″ｍ ＝Ｃｕｍ(ｄ３)ꎬ其中 ｍ表示 ３ 条路上所有点的个数ꎬ并且有 ｄ３ 条悬挂边在点

ｕ上.

图 ７　 双圈图类型Ⅲ 图 Ｃｕ
４(Ｓｎ－４)

Ｆｉｇ􀆰 ７　 Ｔｈｅ ｍａｉｎ ｓｕｂｇｒａｐｈｓ ｏｆ ｂｉｃｙｃｌｉｃ ｇｒａｐｈｓ ｉｓ ｏｆ

ｔｙｐｅ Ⅲ Ｃｕ
４(Ｓｎ－４)

定理 ６　 若图 Ｇ″ｍ ＝Ｃｕｍ(ｄ２)是有 ｎ 个顶点ꎬ且 ｎ≥４ 的双

圈图(见图 ７)ꎬ则
ＧＡ２(Ｇ)≥ＧＡ２(Ｃｕ４(Ｓｎ－４)) .

证明　 将图 Ｇ″ｍ ＝Ｃｕｍ(ｄ２)路上的边ꎬ依次移动到点 ｕ 上ꎬ
变成点 ｕ的悬挂边ꎬ最后将图 Ｇ″ｍ 变成有 ４ 个点的双圈图ꎬ且
点 ｕ上有 Ｓｎ－４条悬挂边的图 Ｃｕ４(Ｓｎ－４)ꎬ则双圈图类型Ⅲ中具

有最小 ＧＡ２ 指标的图 Ｃｕ４(Ｓｎ－４)ꎬ其 ＧＡ２ 指标为

ＧＡ２(Ｃｕ４(Ｓｎ－４))＝
４ ｎ－２
ｎ－１

＋２ ｎ－３
ｎ－２

＋４ ２
３

＋２(ｎ－４) ｎ－１
ｎ

.

３　 结论

本文研究连通图 ＣＣｐＧ０(Ｓ１ꎬＳ２ꎬ􀆺ꎬＳｋ)ꎬ先经过移动悬挂边ꎬ再缩圈ꎬ得到一类连通图 ＣＣ３Ｇ０(Ｓｎ－ｑ－２) . 依照相

同做法ꎬ对 ３ 种类型的双圈图经过边的移动ꎬ得到双圈图类型Ⅰ中具有最小 ＧＡ２ 指标的图为 ＣＳｎ－５ꎬ０ꎬ０ꎬ双圈

图类型Ⅱ中具有最小 ＧＡ２ 指标的图 ＣＣ３Ｓꎬ０ꎬ０(ｕ１ꎬｖ１)ꎬ双圈图类型Ⅲ中具有最小 ＧＡ２ 指标的图 Ｃｕ４(Ｓｎ－４)ꎬ
最后对 ３ 种类型的双圈图进行对比分析ꎬ得到具有最小 ＧＡ２ 的双圈图为(Ｃｕ４(Ｓｎ－４)) .
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ｓｕｎ(Ｌ－Ｘ)＝ ２ｒ－１>２ ｜Ｘ ｜ －ε２(Ｘ)＝ ２ｒ－２.
通过引理 ２ꎬＬ 不是 Ｐ≥３－因子覆盖的. 因此 Ｇ 不是 (Ｐ≥３ꎬｋ)－因子临界覆盖的.
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