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一种求解线弹性问题的无闭锁低阶虚拟元方法

王晓涵ꎬ王　 锋

(南京师范大学数学科学学院ꎬ江苏 南京 ２１００２３)

[摘要] 　 研究了二维区域上线弹性问题的低阶虚拟元方法. 用不连续的分段线性向量值函数增扩低阶协调虚

拟元空间来构造离散空间ꎬ设计了一种离散方法ꎬ证明了能量范数下的误差是最优收敛的ꎬ和 Ｌａｍé 常数 λ 无关.
最后给出数值算例验证了理论结果.
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线弹性问题研究的是在一定的假设条件下ꎬ当弹性材料受到外力作用时ꎬ弹性体内的应力、应变和位

移之间的关系.由文献[１]可知ꎬ当弹性体趋于不可压缩时ꎬ线性协调有限元方法的精度会下降ꎬ也就是说

精度会随着 λ 增大而下降ꎬ这被称为闭锁现象. 为了克服闭锁现象ꎬ有大量的文献提出了多种行之有效的

数值方法ꎬ本文只提及少部分工作. 例如ꎬ对于纯位移问题ꎬＢｒｅｎｎｅｒ 和 Ｓｕｎｇ[２]改变了原问题形式ꎬ并用 ＣＲ
元[３]离散ꎬ得到了无闭锁的方法. 但对于原形式ꎬ由于非协调元不满足离散的 Ｋｏｒｎ 不等式[４]ꎬ是不稳定

的. Ｈａｎｓｂｏ 和 Ｌａｒｓｏｎ[５]通过在双线性形式中添加稳定项ꎬ构造了一种非协调有限元方法ꎬ得到了误差估计

的最优收敛阶. ＤＧ 方法[６－７]则采用分段不连续的函数空间ꎬ比传统的 ＣＧ 方法包含更广泛的函数空间. 然
而ꎬ由于 ＤＧ 方法自由度较多ꎬ在效率上存在一些缺点. 文献[８]提出了一种增广 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方法来解决线

弹性问题中的闭锁现象ꎬ其思想是用一些不连续的分段线性向量值函数来增扩线性元的离散空间ꎬ并利用

ＤＧ 的离散格式. 而且与线性 ＣＧ 空间相比ꎬ这个新的函数空间在每个单元上只需要增加一个额外的局部

自由度ꎬ比线性 ＤＧ 空间需要更少的自由度.
近年来ꎬ由于多边形网格能更方便地处理复杂区域上的问题ꎬ虚拟元方法受到越来越多的关注. 虚拟

元方法首次在[９]中提出ꎬ由于其在网格处理方面的灵活性和形函数的不显式构造的特性ꎬ虚拟元方法也

成功地应用于线弹性问题ꎬ例如ꎬ对于二维线弹性问题ꎬ在[１０－１１]中分别提出了大于等于 ２ 阶的协调虚

拟元和非协调虚拟元方法ꎬ并得到了最优收敛阶. 在文献[１２]中ꎬ通过在双线性形式中添加稳定项构造了

一种最低阶的无闭锁的方法.
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在本文中ꎬ我们将[８]中的思想应用到虚拟元方法中ꎬ构造出一种低阶增扩虚拟元方法ꎬ通过不连续

的泡函数增扩低阶协调虚拟元空间来构造离散空间ꎬ并借助 ＤＧ 离散形式. 离散双线性形式满足离散的

Ｋｏｒｎ 不等式ꎬ在解的正则性假设下ꎬ证明了能量范数下的误差收敛速度是最优的ꎬ与 λ 无关ꎬ也就是说该

方法克服了闭锁现象ꎬ最后通过数值实验验证了理论结果.

１　 线弹性问题模型

定义　 Ω⊂Ｒ２为凸的多边形区域ꎬ边界为 ∂Ω. 关于标量函数 Ｌ２(Ω) 空间和 Ｈ１(Ω) 空间中范数的定

义[１３]可以自然地拓展到向量值函数中ꎬ为方便书写ꎬ在此给出一些向量值函数空间的记号:Ｌ２(Ω) ＝
(Ｌ２(Ω)) ２ꎬＨ１(Ω)＝ (Ｈ１(Ω)) ２ꎬＨ１

０(Ω)＝ (Ｈ１
０(Ω)) ２ . 令向量函数 ｕ ＝ (ｕ１ꎬｕ２) Ｔꎬ应变张量 ε(ｕ) 和应力张

量 σ(ｕ)分别定义为

ε(ｕ):＝ １
２
(∇ｕ＋(∇ｕ) Ｔ)ꎬ

σ(ｕ):＝ ２με(ｕ)＋λ(ｄｉｖ ｕ) Ｉꎬ
其中 ｄｉｖ ｕ＝∂ｕ１ / ∂ｘ１ ＋∂ｕ２ / ∂ｘ２ꎬＩ 是单位矩阵ꎬμꎬλ 为 Ｌａｍé 常数ꎬ与材料的性质有关ꎬ满足 ０<λ<∞ ꎻ０<μ１ <
μ<μ２ꎬμ１ꎬμ２均为正常数.

线弹性问题模型为:给定外力 ｆꎬ强制边界条件 ｇꎬ求位移变量 ｕ 使得
－ｄｉｖσ(ｕ)＝ ｆ ｉｎ Ωꎬ

ｕ＝ｇ ｏｎ ∂Ω.{ (１)

根据 Ｇｒｅｅｎ 公式ꎬ变分形式为:求 ｕ∈Ｈ１(Ω)ꎬ满足 ｕ ｜ ∂Ω ＝ｇꎬ使得

ａ(ｕꎬｖ)＝ ( ｆꎬｖ)ꎬ　 ∀ｖ∈Ｈ１
０(Ω)ꎬ (２)

其中双线性形式 ａ(ｕꎬｖ) 定义为 ａ(ｕꎬｖ):＝ ２μ􀭹ａ(ｕꎬｖ)＋λ(ｄｉｖ ｕꎬｄｉｖ ｖ)ꎬ􀭹ａ(ｕꎬｖ)＝ (ε(ｕ)ꎬε(ｖ)) .
根据 Ｋｏｒｎ 不等式 ‖ｖ‖１ꎬΩ≤ＣΩ‖ε(ｖ)‖０ꎬΩꎬ知 ａ(􀅰ꎬ􀅰) 在 Ｈ１

０(Ω) 空间中满足强制性. 由 Ｌａｘ￣Ｍｉｌｇｒａｍ

定理可知变分形式(２)存在唯一解ꎬ根据文[１４]假设 ｆ∈Ｌ２(Ω)ꎬ存在 ｕｇ ｜ ∂Ω ＝ｇꎬ其中 ｇ∈Ｈ
３
２(∂Ω)２ꎬ我们有

‖ｕ‖２ꎬΩ＋λ‖ｄｉｖ ｕ‖１ꎬΩ≤Ｃ(‖ｆ‖０ꎬΩ＋‖ｕｇ‖２ꎬΩ) . (３)

２　 无闭锁的低阶增扩虚拟元方法

２.１　 协调虚拟元

设 T ｈ为区域 Ω 上一个满足形状正则条件[９]的多边形网格剖分. 对 T ｈ中任意的单元 Ｋꎬ单元边界记为

∂Ｋꎬ单元 Ｋ 和边 ｅ 的直径分别记为 ｈＫ和 ｈｅꎬ网格尺寸 ｈ＝ｍａｘ
Ｋ∈Ｔｈ

ｈＫ . 记 εｈ为 T ｈ中边的集合ꎬεＩ
ｈ和 ε∂

ｈ分别表示

所有内边和边界边的集合. 对于任意的 ｅ∈εＩ
ｈꎬ有两个相邻单元ꎬ记为 Ｋ１和 Ｋ２ꎬｎｅ表示边上的单位法向量ꎬ

并假定它的方向是从 Ｋ１指向 Ｋ２ . 如果 ｅ∈ε∂
ｈꎬｎｅ的方向与 ∂Ω 的外法向一致. 如果 ｅ∈εＩ

ｈꎬ分别定义平均

􀅰{ } 和跳量 􀅰[ ] 为 {ｖ}:＝ １
２
(ｖ ｜ Ｋ１

＋ｖ ｜ Ｋ２
)ꎬ[ｖ]:＝ ｖ ｜ Ｋ１

－ｖ ｜ Ｋ２
. 如果 ｅ∈ε∂

ｈꎬ定义 {ｖ} ＝[ｖ]:＝ ｖ.

在多边形单元 Ｋ 上ꎬ定义局部虚拟元空间为

ＶＫ:＝ ｖ∈Ｈ１(Ｋ):Δｖ＝ ０ꎬｖ∈Ｂ１(∂Ｋ){ } ꎬ (４)
其中 Ｂ１(∂Ｋ):＝ ｖ∈Ｃ０(∂Ｋ):ｖ ｜ ｅ∈Ｐ１(ｅ)ꎬ∀ｅ⊂∂Ｋ{ } .

由空间定义可以看出一次多项式 Ｐ１(Ｋ)⊂ＶＫ . ＶＫ上的自由度定义为单元 Ｋ 上所有顶点的函数值ꎬ任
取 ｖ∈ＶＫꎬ当自由度全为 ０ 时ꎬ则 ｖ ｜ ∂Ｋ ＝ ０. 根据局部虚拟元空间的定义 Δｖ ＝ ０ꎬ由分部积分直接得到 ∇ｖ ＝
０ꎬ结合 ｖ ｜ ∂Ｋ ＝ ０ 可知 ｖ＝ ０ꎬ那么自由度是唯一可解的. 记 ＶＫ ＝(ＶＫ) ２ꎬ一般情况下ꎬ形函数无法显式表达.

定义以下两个投影:
Ｌ２正交投影 Πｋ

Ｋ:Ｌ２(Ｋ)→(Ｐｋ(Ｋ)) ２ꎬｋ＝ ０ꎬ１

∫
Ｋ

ｑ(ｖ － Πｋ
Ｋｖ) ｄｘ＝ ０ꎬ∀ｖ∈Ｌ２(Ｋ)ꎬ∀ｑ∈(Ｐｋ(Ｋ)) ２ꎬ (５)

Ｇａｌｅｒｋｉｎ 投影 Π∇
Ｋ :Ｈ１(Ｋ)→(Ｐ１(Ｋ)) ２ .

—２—
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∫
Ｋ

ε(ｑ):ε(ｖ － Π∇
Ｋ ｖ)ｄｘ ＝ ０ꎬ∀ｖ ∈ Ｈ１(Ｋ)ꎬ∀ｑ ∈ (Ｐ１(Ｋ)) ２ꎬ

∫
∂Ｋ

(ｖ － Π∇
Ｋ ｖ)ｄｓ ＝ ０ꎬ

∫
Ｋ

ｒｏｔ(ｖ － Π∇
Ｋ ｖ)ｄｘ ＝ ０ꎬ

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

(６)

其中 ｒｏｔ ｖ＝ －∂ｖ１ / ∂ｘ２＋∂ｖ２ / ∂ｘ１ . 对于任意的 ｑ∈(Ｐ１(Ｋ)) ２ꎬ可知 Π∇
Ｋ ｑ＝ｑ.

根据 Ｇｒｅｅｎ 公式ꎬ对于任意的 ｖ∈ＶＫꎬ有

∫
Ｋ

ε(ｑ):ε(ｖ)ｄｘ ＝ ∫
∂Ｋ

(ε(ｑ)ｎＫ)􀅰ｖｄｓꎬ∀ｑ ∈ (Ｐ１(Ｋ)) ２ꎬ

∫
Ｋ

ｒｏｔ ｖｄｘ ＝ ∫
∂Ｋ

ｖ􀅰ｔＫｄｓꎬ

由于 ε(ｑ)ｎＫ ｜ ｅ在边上是常向量ꎬ ∫
∂Ｋ

ｖｄｓ 可通过局部虚拟元空间上的自由度计算得出ꎬ因此上面两个等

式都是可计算的. 又因为 ｑꎬΠ∇
Ｋ ｖ∈(Ｐ１(Ｋ)) ２ꎬ由(６)ꎬ可通过自由度计算出 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 投影 Π∇

Ｋ .
低阶协调虚拟元空间定义如下ꎬ

Ｖ:＝{ｖ∈Ｈ１(Ω):ｖ ｜ Ｋ∈ＶＫꎬ　 ∀Ｋ∈T ｈ} .
根据[９]用局部自由度构造插值 Πｃ

ｈ:Ｈ２(Ｋ)→ＶＫꎬ满足 χ
ｉ(ｖ－Πｃ

ｈｖ)＝ ０ꎬｉ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｄｉｍ ＶＫꎬ其中 χ
ｉ是

ＶＫ中与第 ｉ 个自由度有关的算子. 任取 ｖ∈Ｈ２(Ｋ)ꎬ存在一个与 ｈ 无关的正常数 Ｃꎬ有以下不等式成立ꎬ
‖ｖ－Πｃ

ｈｖ‖０ꎬＫ＋ｈＫ ｜ ｖ－Πｃ
ｈｖ ｜ １ꎬＫ≤Ｃｈ２

Ｋ ｜ ｖ ｜ ２ꎬＫ . (７)
２.２　 离散问题

由于最低阶协调虚拟元方法的误差依赖于 λꎬ当 λ→∞ 时会出现闭锁现象ꎬ为了克服闭锁现象ꎬ参考

[８]我们定义一个分片线性多项式空间:
Ｄｈ:＝{ｖ∈Ｌ２(Ω):ｖ ｜ Ｋ ＝ＭＫ(ｘ－ｘＫ)ꎬ　 ＭＫ∈Ｒꎬ　 ∀Ｋ∈T ｈ}ꎬ

其中 ｘ＝(ｘ１ꎬｘ２) Ｔꎬ　 ｘＫ表示单元的重心. 则增扩协调虚拟元空间定义为:
Ｖｈ:＝Ｖ􀱇Ｄｈꎬ

定义插值算子 Πｈ:Ｈ２(Ｋ)→ＶＫ
ｈ为

Πｈ:＝Πｃ
ｈ＋Πｄ

ｈꎬ (８)
其中 Πｄ

ｈ 为到 Ｄｈ的插值ꎬ满足(ｄｉｖ(Πｄ
ｈｖ)ꎬ１) Ｋ ＝(ｄｉｖ(ｖ－Πｄ

ｈｖ)ꎬ１) Ｋ . 由此式可知ꎬ在任意的多边形单元 Ｋ∈
T ｈ上ꎬ插值算子 Πｈ 满足

(ｄｉｖ(ｖ－Πｈｖ)ꎬ１) Ｋ ＝ ０. (９)

现考虑离散问题. 设 ＳＫ:ＶＫ×ＶＫ→Ｒ 是一个双线性形式ꎬ且定义 ＳＫ(ｕꎬｖ): ＝ ∑
ｄｉｍ ＶＫ

ｉ ＝ １

χ
ｉ(ｕ) χ ｉ( ｖ) . 任取

ｕｈꎬｖｈ∈ＶＫ
ｈ ꎬ我们在离散的 ＶＫ

ｈ空间上定义局部双线性形式

􀭹ａＫ
ｈ(ｕｈꎬｖｈ):＝(ε(Π∇

Ｋ ｕｈ)ꎬε(Π∇
Ｋ ｖｈ)) Ｋ＋ＳＫ(( Ｉ－Π∇

Ｋ )ｕｈꎬ( Ｉ－Π∇
Ｋ )ｖｈ) . (１０)

根据文献[１２]ꎬ双线性形式 􀭹ａＫ
ｈ(􀅰ꎬ􀅰) 满足以下稳定性和相容性ꎬ

稳定性:存在两个与 ｈ 无关的正常数 Ｃ１ꎬＣ２ꎬ使得

Ｃ１
􀭹ａＫ(ｖｈꎬｖｈ)≤ＳＫ(ｖｈꎬｖｈ)≤Ｃ２

􀭹ａＫ(ｖｈꎬｖｈ)ꎬ∀ｖｈ∈ＶＫ
ｈ . (１１)

相容性:
􀭹ａＫ
ｈ(ｑꎬｖｈ)＝ 􀭹ａＫ(ｑꎬｖｈ)ꎬ∀ｑ∈(Ｐ１(Ｋ)) ２ . (１２)

对于任意的 ｕｈꎬｕｈ∈Ｖｈꎬ定义

ａｈ(ｕｈꎬｖｈ):＝ ２μ∑
Ｋ

􀭹ａＫ
ｈ(ｕｈꎬｖｈ)＋λ ∑

Ｋ
(Π０

Ｋ(ｄｉｖ ｕｈ)ꎬΠ０
Ｋ(ｄｉｖ ｖｈ)) Ｋ－ ∑

ｅ∈εｈ

({σｈ(ｕｈ)ｎｅ}ꎬ[ｖｈ]) ｅ＋

∑
ｅ∈εｈ

([ｕｈ]ꎬ{σｈ(ｖｈ)ｎｅ}) ｅ＋ ∑
ｅ∈εｈ

α
ｈｅ

([ｕｈ]ꎬ[ｖｈ]) ｅ＋λ２ ∑
ｅ∈εＩｈ

βｈｅ([Π０
Ｋ(ｄｉｖ ｕｈ)]ꎬ[Π０

Ｋ(ｄｉｖ ｖｈ)]) ｅꎬ (１３)

—３—
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其中惩罚参数 αꎬβ 均为正常数ꎬ且 σｈ(ｕｈ)＝ ２με(Π∇
Ｋ ｕｈ)＋λ(Π０

Ｋ(ｄｉｖ ｕｈ))Ｉ.
由右端项 ｆ 和边界条件 ｇꎬ定义离散荷载项为

‹ ｆｈꎬｖｈ›:＝ ∑
Ｋ

( ｆꎬΠ０
Ｋｖｈ) Ｋ ＋ ∑

ｅ∈ε∂ｈ

(ｇꎬσｈ(ｖｈ)ｎｅ) ｅ＋ ∑
ｅ∈ε∂ｈ

α
ｈｅ

(ｇꎬｖｈ) ｅ . (１４)

那么离散问题为:求 ｕｈ∈Ｖｈꎬ使得

ａｈ(ｕｈꎬｖｈ)＝ ‹ ｆｈꎬｖｈ›ꎬ∀ｖｈ∈Ｖｈ . (１５)
引理 ２.１　 引入文献[４]中离散的 Ｋｏｒｎ 不等式

∑
Ｋ

‖ｄｉｖ ｖ‖２
０ꎬＫ≤Ｃ ∑

Ｋ
‖ε(ｖ)‖２

０ꎬＫ ＋ ∑
ｅ∈εｈ

１
ｈｅ

‖[ｖ]‖２
０ꎬｅ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ ∀ｖ∈Ｖｈ .

鉴于引理 ２.１ꎬ对任意的 ｖ∈Ｖｈꎬ离散空间 Ｖｈ上的能量范数 ‖􀅰‖ｈ定义如下ꎬ

‖ｖ‖ｈ:＝ ∑
Ｋ

‖ε(ｖ)‖２
０ꎬＫ ＋ ∑

ｅ∈εｈ

１
ｈｅ

‖[ｖ]‖２
０ꎬｅ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１ / ２

. (１６)

引理 ２.２　 存在一个与 ｈ 无关的正常数 Ｃꎬ使

ａｈ(ｖｈꎬｖｈ)≥Ｃ‖ｖｈ‖２
ｈ＋λ２ ∑

ｅ∈ε Ｉｈ

βｈｅ‖[Π０
Ｋ(ｄｉｖ ｖｈ)]‖２

０ꎬｅꎬ∀ｖｈ∈Ｖｈ . (１７)

证明　 任取 ｖｈ∈Ｖｈꎬ根据离散的 Ｋｏｒｎ 不等式ꎬ在能量范数 ‖􀅰‖ｈ　 (１６) 的定义下ꎬ推出

ａｈ(ｖｈꎬｖｈ)≥Ｃ‖ε(ｖｈ)‖２
０ꎬＫ＋λ ∑

Ｋ
‖Π０

Ｋ(ｄｉｖ ｖｈ)‖２
０ꎬＫ＋ ∑

ｅ∈εｈ

α
ｈｅ

‖[ｖｈ]‖２
０ꎬｅ＋

λ２ ∑
ｅ∈ε Ｉｈ

βｈｅ ‖[Π０
Ｋ(ｄｉｖ ｖｈ)]‖２

０ꎬｅ ≥Ｃ‖ｖｈ‖２
ｈ＋λ２ ∑

ｅ∈ε Ｉｈ

βｈｅ‖[Π０
Ｋ(ｄｉｖ ｖｈ)]‖２

０ꎬｅ .

这个不等式表明了离散双线性形式 ａｈ(􀅰ꎬ􀅰) 在 Ｖｈ上是强制的.
因为网格剖分 T ｈ固定后ꎬＶｈ是一个有限维的空间ꎬ刚度矩阵为一方阵ꎬ此时证明解的存在性与唯一性

是等价的. 易证得解是唯一的ꎬ从而证明出离散问题(１５)存在唯一解.

３　 收敛性分析

根据文[１５]ꎬ如果剖分 T ｈ满足正则性假设ꎬ有以下迹不等式成立.
引理 ３.１　 存在一个与 ｈ 无关的常数 Ｃꎬ使得

ｈ－１
ｅ ‖ｖ‖２

０ꎬｅ≤Ｃ(ｈ－２
Ｋ ‖ｖ‖２

０ꎬＫ＋‖∇ｖ‖２
０ꎬＫ)ꎬ　 ∀ｖ∈Ｈ１(Ｋ)ꎬ　 ∀Ｋ∈T ｈ . (１８)

引理 ３.２[８] 　 任取 ｖ∈Ｈ２(Ｋ)ꎬＣ 是一个与网格尺寸 ｈ 无关正常数ꎬ有以下插值误差估计ꎬ
｜ ｄｉｖ(ｖ－Πｈｖ) ｜ ０ꎬＫ≤ＣｈＫ ｜ ｄｉｖ ｖ ｜ １ꎬＫꎬ (１９)

‖ｖ－Πｈｖ‖０ꎬＫ＋ｈＫ ｜ ｖ－Πｈｖ ｜ １ꎬＫ≤Ｃｈ２
Ｋ ｜ ｖ ｜ ２ꎬＫ . (２０)

３.１　 能量范数下的收敛性

下面先给出在误差分析过程中用到的引理并进行证明.
引理 ３.３[９] 　 设 ｆ∈Ｌ２(Ω)ꎬ有以下不等式成立

∑
Ｋ

(( ｆꎬΠ０
Ｋｖｈ) Ｋ － ( ｆꎬｖｈ) Ｋ) ≤Ｃｈ‖ｆ‖０ꎬΩ‖ｖｈ‖ｈꎬ　 ∀ｖｈ∈Ｖｈ . (２１)

引理 ３.４　 对任意的 ｕ∈Ｈ２(Ω)ꎬｗｈ∈Ｖｈꎬ有以下不等式

｜ ａｈ(Πｈｕ－ｕꎬｗｈ) ｜≤ １
２
‖ｗｈ‖２

ｈ＋Ｃｈ２(‖ｕ‖２ꎬΩ＋λ‖ｄｉｖ ｕ‖１ꎬΩ) ２＋λ
２

２ ∑
ｅ∈ε Ｉｈ

βｈｅ‖[Π０
Ｋ(ｄｉｖ ｗｈ)]‖２

０ꎬｅ .

(２２)
证明　 由于(ｄｉｖ(Πｈｕ－ｕ)ꎬΠ０

Ｋ(ｄｉｖ ｗｈ))＝ ０ꎬ通过 Ｇｒｅｅｎ 公式可推出下面的等式

０＝ ∑
ｅ∈εｈ

([Πｈｕ － ｕ]ꎬ{Π０
Ｋ(ｄｉｖ ｗｈ)ｎｅ}) ｅ ＋ ∑

ｅ∈ε Ｉｈ

({(Πｈｕ － ｕ)ｎｅ}ꎬ[Π０
Ｋ(ｄｉｖ ｗｈ)]) ｅ . (２３)

将(２３)代入离散双线性形式 ａｈ(Πｈｕ－ｕꎬｗｈ)展开式中ꎬ并由 Ｃａｕｃｈｙ￣Ｓｃｈｗａｒｚ 不等式ꎬ迹不等式(１８)ꎬ
引理 ３.２ 可得到误差估计.

现在对收敛性进行分析ꎬ对任意的向量 ｕ∈Ｈ２(Ω)ꎬｗｈ∈Ｖｈꎬ引入一个记号为

—４—
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ａ^ｈ(ｕꎬｗｈ)＝ ２μ∑
Ｋ

􀭹ａＫ
ｈ(ｕꎬｗｈ)＋λ ∑

Ｋ
(Π０

Ｋ(ｄｉｖ ｕ)ꎬΠ０
Ｋ(ｄｉｖ ｗｈ))－ ∑

ｅ∈εｈ

({σｈ(ｕ)ｎｅ}ꎬ[ｗ]) ｅ . (２４)

根据局部双线性形式 􀭹ａＫ
ｈ(􀅰ꎬ􀅰) 的相容性(１２)可知ꎬａ^ｈ(Π１

Ｋｕꎬｗｈ)＝ ａ(Π１
Ｋｕꎬｗｈ) .

引理 ３.５　 若 ｕ∈Ｈ２(Ω)ꎬＣ 是与 λ 和 ｈ 无关的正常数. 则有

‖ｕｈ－Πｈｕ‖ｈ≤Ｃｈ(‖ｆ‖０ꎬΩ＋‖ｕｇ‖２ꎬΩ) . (２５)

证明　 令 ｗｈ ＝ｕｈ－Πｈｕꎬ引入 ａ^ｈ(ｕꎬｗｈ)ꎬａｈ(ｕꎬｗｈ) 则

ａｈ(ｗｈꎬｗｈ)＝ ａｈ(ｕｈꎬｗｈ)－ａｈ(Πｈｕꎬｗｈ)＝ ∑
Ｋ

(( ｆꎬΠ０
Ｋｗｈ) Ｋ－( ｆꎬｗｈ) Ｋ)－

ａｈ(Πｈｕ－ｕꎬｗｈ)－ａ^ｈ(ｕ－Π１
Ｋｕꎬｗｈ)－ａ(Π１

Ｋｕ－ｕꎬｗｈ) . (２６)
将式(２６)中的项按照定义展开进行误差估计ꎬ并由引理 ３.３ꎬ引理 ３.４ 得出以下不等式

ａｈ(ｗｈꎬｗｈ)≤‖ｗｈ‖２
ｈ＋
λ２

２ ∑
ｅ∈ε Ｉｈ

βｈｅ ‖[Π０
Ｋ(ｄｉｖ ｗｈ)]‖２

０ꎬｅ ＋Ｃｈ２(‖ｕ‖２ꎬΩ＋λ‖ｄｉｖｕ‖１ꎬΩ) ２ .

因为 ｕ∈Ｈ２(Ω)ꎬ并由离散双线性形式 ａｈ(􀅰ꎬ􀅰) 的强制性(１７)ꎬ则有以下不等式成立ꎬ

‖ｗｈ‖２
ｈ＋
λ２

２ ∑
ｅ∈ε Ｉｈ

βｈｅ ‖[Π０
Ｋ(ｄｉｖ ｗｈ)]‖２

０ꎬｅ ≤Ｃｈ２(‖ｆ‖０ꎬΩ＋‖ｕｇ‖２ꎬΩ) ２ .

因此‖ｕｈ－Πｈｕ‖ｈ≤Ｃｈ(‖ｆ‖０ꎬΩ＋‖ｕｇ‖２ꎬΩ)ꎬ引理 ３.５ 成立.
由三角不等式ꎬ根据插值误差估计以及引理 ３.５ 即得以下定理.
定理 ３.１　 设 ｕ 是线弹性问题(１)的解ꎬｕｈ是离散问题(１５)的解ꎬ则存在一个与 ｈ 和 λ 无关的正常数 Ｃꎬ

使得

‖ｕ－ｕｈ‖ｈ≤Ｃｈ(‖ｆ‖０ꎬΩ＋‖ｕｇ‖２ꎬΩ) . (２７)

４　 数值实验

我们通过数值实验来验证理论结果. 设定区域 Ω＝(０ꎬ１)×(０ꎬ１)ꎬ线弹性问题的真解为

ｕ＝
ｓｉｎ(ｘ)ｓｉｎ(ｙ)＋ １

λ
ｘ

ｃｏｓ(ｘ)ｃｏｓ(ｙ)＋ １
λ
ｙ

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

.

令参数 μ＝ １ꎬ在数值实验中分别取 λ＝ １ 和 λ＝ １０６进行测试ꎬ此外ꎬ我们也用最低阶协调虚拟元方法

求解线弹性问题ꎬ并比较两种方法的误差结果ꎬ证明低阶增扩虚拟元方法能够克服闭锁现象. 在表 １ 和

表 ２ 中我们列出了两种方法在不同网格尺寸 ｈ 下的误差和误差阶.
表 １　 λ＝１ 时ꎬ 最低阶协调虚拟元(ａ)和低阶增扩虚拟元(ｂ)的误差估计

Ｔａｂｌｅ １　 Ｅｒｒｏｒ ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｌｏｗｅｓｔ－ｏｒｄｅｒ ｃｏｎｆｏｒｍｉｎｇ ｖｉｒｔｕａｌ ｅｌｅｍｅｎｔ (ａ) ａｎｄ ｔｈｅ ｌｏｗｅｓｔ￣ｏｒｄｅｒ
ｅｎｒｉｃｈｅｄ ｖｉｒｔｕａｌ ｅｌｅｍｅｎｔ (ｂ) ｗｈｅｎ λ＝１

ｈ ‖ｕ－Πｕｈ‖０ ｏｒｄｅｒ ‖Πｕ－Πｕｈ‖ｈ ｏｒｄｅｒ ｈ ‖ｕ－Πｕｈ‖０ ｏｒｄｅｒ ‖Πｕ－Πｕｈ‖ｈ ｏｒｄｅｒ
１ / ４ ８.１０×１０－３ — ７.８４×１０－２ — １ / ４ ５.２２×１０－３ — ３.９８×１０－１ —
１ / ８ ２.０６×１０－３ １.９７ ３.９４×１０－２ ０.９９ １ / ８ １.１６×１０－３ ２.１７ １.８８×１０－１ １.０８
１ / １６ ５.１９×１０－４ １.９９ １.９８×１０－２ １.００ １ / １６ ２.７８×１０－４ ２.０７ ９.４２×１０－２ １.００
１ / ３２ １.３０×１０－４ ２.００ ９.８８×１０－３ １.００ １ / ３２ ６.６４×１０－５ ２.０６ ４.５０×１０－２ １.０６
１ / ６４ １.９５×１０－５ ２.００ ４.９４×１０－３ １.００ １ / ６４ １.６４×１０－５ ２.０２ ２.３３×１０－２ ０.９５

表 ２　 λ＝１０６时ꎬ最低阶协调虚拟元(ａ)和低阶增扩虚拟元(ｂ)的误差估计

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｅｒｒｏｒ ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｌｏｗｅｓｔ￣ｏｒｄｅｒ ｃｏｎｆｏｒｍｉｎｇ ｖｉｒｔｕａｌ ｅｌｅｍｅｎｔ(ａ)ａｎｄ ｔｈｅ ｌｏｗｅｓｔ￣ｏｒｄｅｒ ｅｎｒｉｃｈｅｄ
ｖｉｒｔｕａｌ ｅｌｅｍｅｎｔ(ｂ)ｗｈｅｎ λ＝１０６ .

ｈ ‖ｕ－Πｕｈ‖０ ｏｒｄｅｒ ‖Πｕ－Πｕｈ‖ｈ ｏｒｄｅｒ ｈ ‖ｕ－Πｕｈ‖０ ｏｒｄｅｒ ‖Πｕ－Πｕｈ‖ｈ ｏｒｄｅｒ
１ / ４ ８.２６×１０－３ — ７.８４×１０－２ — １ / ４ ５.８５×１０－３ — ４.２２×１０－１ —
１ / ８ ２.３１×１０－３ １.８４ ３.９６×１０－２ ０.９９ １ / ８ １.３８×１０－３ ２.０８ ２.０２×１０－１ １.０６
１ / １６ ９.３９×１０－４ １.３０ ２.０１×１０－２ ０.９８ １ / １６ ３.２８×１０－４ ２.０７ ９.７０×１０－２ １.０６
１ / ３２ ７.２６×１０－４ ０.３７ １.０６×１０－２ ０.９３ １ / ３２ ８.１２×１０－５ ２.０１ ４.９０×１０－３ ０.９９
１ / ６４ ６.９６×１０－４ ０.０６ １.０６×１０－２ ０.７６ １ / ６４ ２.０２×１０－５ ２.０１ ２.３２×１０－２ １.０８

—５—
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　 　 从表 １ 和表 ２ 中可以看出ꎬ当 λ＝１ 时ꎬ最低阶协调虚拟元方法的误差估计有最优收敛阶ꎬ但当 λ ＝ １０６

时ꎬＬ２ 范和能量范的误差阶随着网格的加细逐渐下降. 也就是说当 λ 趋近于无穷时ꎬ低阶协调虚拟元方法出

现了闭锁现象. 而我们的方法在 λ＝１ 和 λ＝１０６时ꎬＬ２范的误差阶为 Ｏ(ｈ２)ꎬ能量范下的误差阶为 Ｏ(ｈ１)ꎬ误
差收敛阶都是最优的ꎬ说明了该方法能够克服闭锁现象.

５　 结论

本文提出了一种低阶增扩虚拟元方法来解决二维线弹性问题中的闭锁现象. 通过在低阶协调虚拟元

空间中只增加一个局部自由度得到离散空间ꎬ并证明了能量范数下的误差收敛阶是最优的ꎬ与 λ 无关ꎬ也
就是说该方法克服了闭锁现象ꎬ最后通过数值实验验证了理论结果ꎬ在数值实验中可以看出该方法在能量

范和 Ｌ２范下的误差估计都是最优收敛的. 虽然我们已经得到了一些结果ꎬ但缺乏完整性. 本文的方法可以

继续研究ꎬ证明出 Ｌ２范数下误差估计的理论结果ꎬ还可以推广到三维线弹性问题中.
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