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[摘要] 　 针对多元广义线性模型ꎬ基于估计相关阵、广义估计方程和经验似然方法ꎬ本文构造出经验似然比统

计量ꎬ此统计量能克服“工作相关阵”方法的误设定问题. 在一定的条件下ꎬ本文也获得了经验似然比统计量渐

近 Ｗｉｌｋｓ 性质ꎬ该结果可用作未知参数向量置信域的构造. 最后ꎬ通过数值模拟对所提方法的有效性进行验证.
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ｒｅｇｉｏｎ　

考虑多元响应变量广义线性模型ꎬ即设 ｙｉ ＝(ｙｉ１ꎬ􀆺ꎬｙｉｍ)Ｔ 为独立的 ｍ 元响应变量观测数据ꎬＸｉ ＝ (ｘｉ１ꎬ
􀆺ꎬｘｉｍ)Ｔ 为已知的 ｍ×ｐ 阶设计矩阵ꎬ其中 ｉ＝１ꎬ􀆺ꎬｎ 和 ｊ ＝ １ꎬ􀆺ꎬｍꎬ此处 ｎ 和 ｍ 分别表示观测个体数和个体

重复观测的次数ꎬ且对每个 ｉ 和 ｊ 有
Ｅ(ｙｉｊ)＝ ｈ(ｘＴ

ｉｊβ)ꎬＶａｒ(ｘＴ
ｉｊβ)＝ σ２(ｘＴ

ｉｊβ)ꎬ
式中ꎬｙｉｊ和 ｘｉｊ分别是一元响应变量和 ｐ 元自变量ꎬβ 是 ｐ 元未知参数向量且具有真值 β０ꎬｈ:Ｒ→Ｒ 和 σ２:Ｒ→Ｒ
是充分光滑的已知均值和方差函数. 为获得未知参数估计ꎬＬｉａｎｇ 等[１]提出如下广义估计方程:

∑
ｎ

ｉ ＝ １
ＸＴ

ｉ Ａ１ / ２
ｉ (β)Ｒ－１

ｗ Ａ－１ / ２
ｉ (β)[ｙｉ－ｈｉ(β)] ＝ ０ꎬ

式中ꎬＡｉ(β)＝ ｄｉａｇ[σ２(ｘＴ
ｉ１β)ꎬ􀆺ꎬσ２(ｘＴ

ｉｍβ)]ꎬｈｉ(β)＝ [ｈ(ｘＴ
ｉ１β)ꎬ􀆺ꎬｈ(ｘＴ

ｉｍβ)] ＴꎬＲｗ 表示多维响应变量 ｙｉ

的工作相关阵ꎬ其可以根据经验或先验信息选取. 该广义估计方程可用于对均衡重复观测的纵向数据进

行统计推断. 进一步研究发现ꎬ在一定条件下ꎬ基于上述广义估计方程的统计推断依然有效. 其他一些相

关工作参见文献[２－５]ꎬ更多有关广义线性模型的内容ꎬ建议参考文献[６] . 以上讨论都是基于事先选取

好的工作相关阵进行讨论ꎬＬｉａｎｇ 等[１]指出工作相关阵的选取好坏会一定程度影响推断的效率ꎬ因此在推

—７—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉
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断中如何利用响应向量重复测量数据内部相关信息进行有效推断是个值得进一步探讨的问题ꎬ本文将结

合经验似然方法对其进行研究.
经验似然方法[７]是流行的非参数统计工具ꎬ已被广泛且成功应用于各种统计分析. 如 Ｘｕｅ 等[８] 将经

验似然应用于部分线性模型ꎻＣｈｅｎ 等[９]将经验似然方法应用到一元广义线性模型ꎻＹａｎ 等[１０]考虑独立相

关矩阵下的广义线性模型广义估计方程经验似然方法ꎬ但在其方法中没有考虑响应向量内部相关信息ꎬ等
等. 经验似然方法之所以被广大统计研究者和实际工作者青睐ꎬ主要是其能无缝地利用辅助信息、具有

Ｂａｒｔｌｅｔｔ 可校正性、置信域的方向和形状完全由数据决定等优点. 本文中ꎬ我们将在经验似然方法中融入响

应向量重复测量数据的内部相关信息ꎬ以期能提高推断效率ꎬ并讨论其理论性质. 另外ꎬ需要指出的是我

们的方法对响应向量的相关阵结构不做任何参数化和依据先验信息或经验的设定ꎬ这样可以避免因相关

阵的错误设定带来的推断效率的降低.

１　 方法和主要结果

为引入本文经验似然方法ꎬ定义辅助随机变量
ηｎｉ(β)＝ ＸＴ

ｉ Ａ１ / ２
ｉ (β)Ｒ－１

ｎ (β)Ａ－１ / ２
ｉ (β)[ｙｉ－ｈｉ(β)]ꎬ

式中ꎬＲｎ(β)＝ １ / ｎ∑
ｎ

ｉ ＝ １
Ａ－１ / ２

ｉ (β)[ｙｉ－ｈｉ(β)][ｙｉ－ｈｉ(β)] ＴＡ－１ / ２
ｉ (β)ꎬＲｎ ＝Ｒｎ(β０) . 据此建立对数经验似然比

函数

ＬＲ(β)＝ ｍａｘ ∏
ｎ

ｉ ＝ １
ｎｐｉ ｜ ｐｉ ≥ ０ꎬ∑

ｎ

ｉ ＝ １
ｐｉ ＝ １ꎬ∑

ｎ

ｉ ＝ １
ｐｉη ｎｉ(β) ＝ ０{ } . (１)

假设零向量在{ηｎｉꎬｉ＝１ꎬ􀆺ꎬｎ}凸包内ꎬ则基于拉格朗日乘子法对数经验似然比函数可表示为 ＬＲ(β)＝

－ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｌｏｇ[１＋ｔＴηｎｉ(β)]ꎬ其中 ｔ 满足下列方程

∑
ｎ

ｉ ＝ １

ηｎｉ(β)
１＋ｔＴηｎｉ(β)

＝ ０. (２)

为叙述方便ꎬ以下我们做一下记号约定:设 ｃꎬ ｃ１ꎬ ｃ２ꎬ􀆺等表示一般正的常数ꎻ‖􀅰‖表示向量的

Ｅｕｃｌｉｄｅａｎ 模或矩阵的 Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ 模ꎻ记 Ｑｎ ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ＸＴ

ｉ Ａ１ / ２
ｉ Ｒ－１

０ Ａ１ / ２
ｉ ＸｉꎬＡｉ ＝Ａｉ(β０)ꎬｈｉ ＝ｈｉ(β０)ꎬｅｉ ＝ ｙｉ－ｈｉ 表示零

均值误差向量ꎬηｎｉ ＝ηｎｉ(β０)和 ηｉ ＝ＸＴ
ｉ Ａ１ / ２

ｉ Ｒ－１
０ Ａ－１ / ２

ｉ ｅｉꎬλｎ 表示矩阵 Ｓｎ ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ＸＴ

ｉ Ｘｉ 的最小特征根.

为获得本文主要结果ꎬ我们需要以下假设:
Ａ１. ｓｕｐ

ｉ≥１
‖Ｘｉ‖<∞ ꎻ

Ａ２. 当 ｎ→∞时ꎬλｎ→∞ ꎻ
Ａ３. 对 ｔ∈Ｒꎬσ２(ｔ)>０ 和 ｈ(ｔ)连续可微ꎬｓｕｐ

ｉ≥１
Ｅ‖ｅｉ‖２＋δ<∞ ꎬ其中 δ>０ꎬ且存在正常数 ｃ１ 和 ｃ２ 使得 ｃ１Ｉｍ≤

Ｒ０≤ｃ２Ｉｍ . 其中 Ｒ０ 表示 ｙｉ 未知的真实相关阵.
本文主要结果如下:
定理 １　 若假设 Ａ１~Ａ３ 成立ꎬ则有－２ＬＲ(β０)→ χ２(ｐ)ꎬ其中 χ２(ｐ)表示自由度为 ｐ 的卡方分布.
注 １　 假设 Ａ１ 是广义线性模型渐近性质的必要条件ꎻ假设 Ａ２ 等同于对费希尔信息阵的最小特征根

的假设ꎬ该假设已是广义线性模型渐近性质的研究中的最弱假设ꎻＡ３ 则是常用的一些光滑性和正则性假

设. 总的来说以上假设是广义线性模型渐近性质研究中最弱和常用的假设条件ꎻ具体细节可参见文[２－５]
中的讨论.

注 ２　 利用定理 １ 的结果ꎬ我们可以构造未知参数 β 的置信域如下:
{β ｜ －２ＬＲ(β)< χ２

１－α(ｐ)}ꎬ
式中ꎬ χ２

１－α(ｐ)表示自由度为 ｐ 的卡方分布左侧 １－α 分位数ꎬ该置信域可用于未知参数向量的假设检验.

２　 一些引理和主要结果证明

为证明定理 １ꎬ我们需要以下一系列引理.
—８—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉



朱春华ꎬ等:多元广义线性模型经验似然方法分析

引理 １　 若假设 Ａ１~Ａ３ 成立ꎬ则有:‖Ｒ－１
ｎ －Ｒ－１

０ ‖＝ ｏｐ(１) .

证明　 注意到 Ｒｎ ＝１ / ｎ∑
ｎ

ｉ ＝ １
Ａ－１ / ２

ｉ (β０)[ｙｉ－ｈｉ(β０)][ｙｉ－ｈｉ(β０)]ＴＡ－１ / ２
ｉ (β０)＝ (ｒｎｊｋ) ｊꎬｋ＝１ꎬ􀆺ꎬｍꎬ其中 ｒｎｊｋ ＝ １ / ｎ

∑
ｎ

ｉ ＝ １

􀭴ｅｉｊ􀭴ｅｉｋꎬ􀭴ｅｉｊ ＝ ｅｉｊ / σｉｊꎬ􀭴ｅｉｋ ＝ ｅｉｋ / σｉｋꎬｊꎬｋ＝ １ꎬ􀆺ꎬｍ. 由假设 Ａ１ 和 Ａ３ 知 Ｅ(􀭴ｅｉｊ)＝ ０ꎬ ｓｕｐ
ｉ≥１ꎬｊ＝１ꎬ􀆺ꎬｍ

Ｅ ｜􀭴ｅｉｊ ｜ ２
＋δ<∞且{􀭴ｅｉｊꎬｊ ＝

１ꎬ􀆺ꎬｍ}相互独立. 因此由柯西－施瓦兹不等式知:对每个固定的 ｊꎬｋ＝ １ꎬ􀆺ꎬｍ 有

∑
ｎ

ｉ ＝ １
Ｅ ｜􀭴ｅｉｊ􀭴ｅｉｋ ｜ １

＋δ / ２ ｉ－(１＋δ / ２)≤ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
Ｅ ｜􀭴ｅｉｊ ｜ ２

＋δＥ ｜􀭴ｅｉｋ ｜ ２
＋δ ｉ－(１＋δ / ２) <∞ .

所以由文[１１]中推论 ３.１ 可知 ｒｎｉｊ→０ 几乎处处成立. 由此可得引理 １ 的结论.
引理 ２　 若假设 Ａ１~Ａ３ 成立ꎬ则有以下结果成立:

( ｉ) . Ｑ －１ / ２
ｎ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
(η ｎｉ － η ｉ) ＝ ｏｐ(１)ꎻ

( ｉｉ) . Ｑ－１ / ２
ｎ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
ηｎｉ→Ｎ(０ꎬＩｐ) . 其中 Ｉｐ 为 ｐ 阶单位矩阵.

证明　 在假设 Ａ１ ~ Ａ３ 下ꎬ由中心极限定理知 Ｑ－１ / ２
ｎ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
ηｉ→Ｎ(０ꎬＩｐ) . 因此若结论( ｉ)成立ꎬ则结论

( ｉｉ)也成立. 从而为证引理 ２ꎬ只需证结论( ｉ)成立即可.

在假设 Ａ１~Ａ３ 下ꎬ注意到 Ｅｅｉ ＝ ０ꎬ易见随机矩阵 ∑
ｎ

ｉ ＝ １
Ａ－１ / ２

ｉ ｅｉｕＴＱ－１ / ２
ｎ ＸＴ

ｉ Ａ１ / ２
ｉ 的每个元素方差有限. 另外

ｔｒ ｕＴＱ －１ / ２
ｎ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
(η ｎｉ － η ｉ)[ ] ＝ ｔｒ (Ｒ －１

ｎ － Ｒ０)∑
ｎ

ｉ ＝ １
(Ａ －１ / ２

ｉ ｅｉｕＴＱ －１ / ２
ｎ ＸＴ

ｉ Ａ１ / ２
ｉ )[ ] ꎬ

其中 ｕ 为任意单位向量. 此式结合引理 １ꎬ( ｉ)可得证. 从而完成引理 ２ 的证明.
引理 ３　 若假设 Ａ１~Ａ３ 成立ꎬ则有以下结果成立:

Ｑ －１ / ２
ｎ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
η ｎｉηＴ

ｎｉ( ) Ｑ －１ / ２
ｎ － Ｉｐ ＝ ｏｐ(１)ꎬ

式中ꎬＩｐ 为 ｐ 阶单位矩阵.
证明　 注意到有下列分解表达式

Ｑ－１ / ２
ｎ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
η ｎｉηＴ

ｎｉ( ) Ｑ－１ / ２
ｎ －Ｉｐ ＝Ｊｎ１－Ｉｐ＋Ｊｎ２＋Ｊｎ３＋Ｊｎ４ꎬ

式中ꎬＪｎ１ ＝Ｑ
－１ / ２
ｎ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
η ｉηＴ

ｉ( ) Ｑ－１ / ２
ｎ ꎬＪｎ２ ＝Ｑ

－１ / ２
ｎ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
(η ｎｉ － η ｉ)ηＴ

ｉ( ) Ｑ－１ / ２
ｎ ꎬ

Ｊｎ３ ＝Ｑ
－１ / ２
ｎ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
η ｉ(η ｎｉ － η ｉ) Ｔ( ) Ｑ－１ / ２

ｎ ꎬＪｎ４ ＝Ｑ
－１ / ２
ｎ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
(η ｎｉ － η ｉ)(η ｎｉ － η ｉ) Ｔ( ) Ｑ－１ / ２

ｎ .

首先证明‖Ｊｎ１－Ｉｐ‖＝ ｏｐ(１) . 由 Ｊｎ１的对称性知此等价于需要证明依概率 １ 有

ｕＴＪｎ１ｕ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｄＴ
ｎｉｅＴ

ｉ ｅｉｄｎｉ→１ꎬ

式中ꎬｕ 为任意单位向量及 ｄｎｉ ＝ｕＴＱ－１ / ２
ｎ ＸＴ

ｉ Ａ１ / ２
ｉ Ｒ－１

０ Ａ－１ / ２
ｉ . 记 ｄｎ ＝ ｍａｘ

１≤ｉ≤ｎ
｜ ｄｎｉ ｜ꎬ由 Ａ１~Ａ３ 知 ｄｎ≤ｃ‖Ｑ－１ / ２

ｎ ‖＝ ｏ(１)

和∑
ｎ

ｉ ＝ １
‖ｄｎｉ‖２≤ｃ. 另易见 Ｅ(ｕＴＪｎ１ｕ)＝ １ꎬ且对任意 ε>０ꎬ由马尔可夫不等式有

∑
ｎ

ｉ ＝ １
Ｅ[ｄＴ

ｎｉｅＴ
ｉ ｅｉｄｎｉＩ(ｄＴ

ｎｉｄｎｉ>ε)]≤ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
‖ｄｎｉ‖２Ｅ[‖ｅｉ‖２Ｉ(‖ｅｉ‖２>ε /‖ｄｎｉ‖２)]≤

ｓｕｐ
ｉ≥１

Ｅ‖ｅｉ‖２ε－δ / ２ｄδ / ２
ｎ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
‖ｄｎｉ‖２≤ｃｄδ / ２

ｎ →０.

因此由文[１２]中第 ３５８ 页推论可得‖Ｊｎ１－Ｉｐ‖＝ ｏｐ(１) .
下面证明‖Ｊｎｋ‖＝ｏｐ(１)ꎬｋ＝２ꎬ３ꎬ４. 首先证明‖Ｊｎ２‖＝ｏｐ(１) .
由假设 Ａ１ 和 Ａ３ꎬ我们可知ｓｕｐ

ｉ≥１
‖Ａ１ / ２

ｉ ‖２ ‖Ｒ－１
０ ‖<∞以及

—９—
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Ｅ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
‖Ｑ －１ / ２

ｎ ＸＴ
ｉ ‖２‖Ａ －１ / ２

ｉ ｅｉ‖２( ) ≤ ｃ１∑
ｎ

ｉ ＝ １
‖Ｑ －１ / ２

ｎ ＸＴ
ｉ ‖２ ＝ ｃ１ ｔｒ Ｑ －１ / ２

ｎ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ＸＴ

ｉ Ｘｉ( ) Ｑ －１ / ２
ｎ[ ] ≤ ｃ２ .

由此结合引理 １ 可得

‖Ｊｎ２‖＝ Ｑ－１ / ２
ｎ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
(ηｎｉ － η ｉ)ηＴ

ｉ( ) Ｑ－１ / ２
ｎ ＝ Ｑ－１ / ２

ｎ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ＸＴ

ｉ Ａ１ / ２
ｉ (Ｒ－１

ｎ － Ｒ－１
０ )Ａ－１ / ２

ｉ ｅｉｅＴ
ｉ Ａ

－１ / ２
ｉ Ｒ－１

０ Ａ１ / ２
ｉ Ｘｉ( ) Ｑ－１ / ２

ｎ ≤

‖(Ｒ －１
ｎ － Ｒ －１

０ )‖ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
‖Ｑ －１ / ２

ｎ ＸＴ
ｉ ‖２‖Ａ －１ / ２

ｉ ｅｉ‖２( ) ｓｕｐ
ｉ≥１

‖Ａ１ / ２
ｉ ‖２‖Ｒ －１

０ ‖ ＝ Ｏｐ(ｎ
－１ / ２) ＝ ｏｐ(１) .

同理可得‖Ｊｎｋ‖＝ ｏｐ(１)ꎬｋ＝ ３ꎬ４. 由以上已证的结果立即可得定理结论成立.
引理 ４　 若假设 Ａ１~Ａ３ 成立ꎬ则有以下结果成立:

ｍａｘ
ｉ≥１

‖Ｑ－１ / ２
ｎ ηｎｉ‖＝ ｏｐ(１) .

证明　 易见ｍａｘ
ｉ≥１

‖Ｑ－１ / ２
ｎ ηｎｉ‖≤ｍａｘ

ｉ≥１
‖Ｑ－１ / ２

ｎ ηｉ‖＋ｍａｘ
ｉ≥１

‖Ｑ－１ / ２
ｎ (ηｎｉ－ηｉ)‖. 首先由假设 Ａ１~Ａ３ 知有 ωｎ ＝

∑
ｎ

ｉ ＝ １
‖Ｑ－１ / ２

ｎ ＸＴ
ｉ ‖２ ＝Ｏ(１)ꎬ而

Ｐ ｍａｘ
ｉ≥１

‖Ｑ－１ / ２
ｎ ηｉ‖>ε( ) ≤ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
Ｐ(‖Ｑ－１ / ２

ｎ ηｉ‖>ε)≤ε－(２＋δ) ｓｕｐ
ｉ≥１

Ｅ‖ｅｉ‖２＋δ‖Ｑ－１ / ２
ｎ ‖δωｎ ＝ ｏ(１)ꎬ

结合假设 Ａ１ ~ Ａ３ 即得ｍａｘ
ｉ≥１

‖Ｑ－１ / ２
ｎ ηｉ‖＝ ｏｐ(１) . 类似处理方法并结合引理 １ 的结论可得ｍａｘ

ｉ≥１
‖Ｑ－１ / ２

ｎ

(ηｎｉ－ηｉ)‖＝ ｏｐ(１) . 从而引理 ４ 结论得证.
引理 ５　 若假设 Ａ１~Ａ３ 成立ꎬ则有以下结果成立:

‖Ｑ１ / ２
ｎ ｔ‖＝Ｏｐ(１)ꎬ

式中ꎬｔ 满足 ∑
ｎ

ｉ ＝ １

ηｎｉ

１＋ｔＴηｎｉ

＝ ０.

证明　 令 ｔ＝‖ｔ‖ｕꎬ其中‖ｕ‖＝１ꎬ利用 ｜ ｔＴηｎｉ ｜≤‖ｔ‖‖Ｑ１ / ２
ｎ ｕ‖‖Ｑ－１ / ２

ｎ ηｎｉ‖ꎬ对式(２)进行放大并整

理得

‖ｔ‖ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
(ｕＴηｎｉ) ２≤‖Ｑ１ / ２

ｎ ｕ‖‖Ｑ－１ / ２
ｎ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
ηｎｉ‖＋‖ｔ‖‖Ｑ１ / ２

ｎ ｕ‖２‖Ｑ－１ / ２
ｎ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
ηｎｉ‖ｍａｘ

１≤ｉ≤ｎ
‖Ｑ－１ / ２

ｎ ηｎｉ‖.

另由引理 ３ 知:对任意 ０<ε<１ꎬ依概率 １ 有‖ｔ‖ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
(ｕＴηｎｉ) ２≥(１－ε)‖ｔ‖‖Ｑ１ / ２

ｎ ｕ‖２ .

因此ꎬ我们有(１－ε)‖ｔ‖‖Ｑ１ / ２
ｎ ｕ‖≤‖ｔ‖‖Ｑ１ / ２

ｎ ｕ‖ Ｑ－１ / ２
ｎ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
ηｎｉ ｍａｘ

１≤ｉ≤ｎ
‖Ｑ－１ / ２

ｎ ηｎｉ‖＋ Ｑ－１ / ２
ｎ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
ηｎｉ .

此式与引理 ２ 的( ｉｉ)和引理 ４ 结合ꎬ我们有

(１－ε)‖ｔ‖‖Ｑ１ / ２
ｎ ｕ‖≤‖ｔ‖‖Ｑ１ / ２

ｎ ｕ‖Ｏｐ(１)ｏｐ(１)＋Ｏｐ(１) .
这可推得引理 ５ 结论.

定理 １ 的证明　 由引理 ４ 和引理 ５ꎬ我们有ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ

｜ ｔＴηｎｉ ｜ ＝ｏｐ(１) . 因此对对数经验似然比统计量 ＬＲ(β０)＝

－ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｌｏｇ[１＋ｔＴηｎｉ]关于 ｔＴηｎｉ进行泰勒公式展开得

－２ＬＲ(β０)＝ ２ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
[ ｔＴηｎｉ－( ｔＴηｎｉ) ２ / ２]＋ｏｐ(１) . (３)

由式(２)可得

０＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １

ｔＴηｎｉ

１＋ｔＴηｎｉ

＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｔＴηｎｉ－ｔＴ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
η ｎｉηＴ

ｎｉ( ) ｔ＋ ∑
ｎ

ｉ ＝ １

( ｔＴηｎｉ) ３

１＋ｔＴηｎｉ

(４)

和

０＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １

ηｎｉ

１＋ｔＴηｎｉ

＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ηｎｉ－ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
η ｎｉηＴ

ｎｉ( ) ｔ＋ ∑
ｎ

ｉ ＝ １

ηｎｉ( ｔＴηｎｉ) ２

１＋ｔＴηｎｉ

. (５)

由(４)及引理 ３、引理 ４ 和引理 ５ 得

—０１—
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∑
ｎ

ｉ ＝ １
( ｔＴηｎｉ) ２ ＝ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
ｔＴηｎｉ＋ ∑

ｎ

ｉ ＝ １

( ｔＴηｎｉ) ３

１＋ｔＴηｎｉ

＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｔＴηｎｉ＋ｏｐ(１) . (６)

将(６)代入(３)得

－２ＬＲ(β０)＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
( ｔＴηｎｉ) ２＋ｏｐ(１) . (７)

另由(５)可得

ｔ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
η ｎｉηＴ

ｎｉ( )
－１∑

ｎ

ｉ ＝ １
ηｎｉ＋ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
η ｎｉηＴ

ｎｉ( )
－１∑

ｎ

ｉ ＝ １

ηｎｉ( ｔＴηｎｉ) ２

１＋ｔＴηｎｉ

ꎬ

将上式代入(７)并结合引理 ３、引理 ４ 和引理 ５ 得

－２ＬＲ(β０)＝ Ｑ －１ / ２
ｎ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
η ｎｉ( )

Ｔ
Ｑ －１ / ２

ｎ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
η ｎｉηＴ

ｎｉＱ
－１ / ２
ｎ( ) Ｑ －１ / ２

ｎ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
η ｎｉ( ) ＋ｏｐ(１) .

此式结合引理 ２( ｉｉ)和引理 ４ꎬ我们有－２ＬＲ(β０)
ｄ
→χ２(ｐ) .

３　 数值模拟

在这部分ꎬ我们提供一些数值模拟研究本文提出的方法在有限样本下的表现ꎬ主要从覆盖概率及置信

椭球方面与三类广义估计方程的经验似然结果进行比较研究ꎬ考虑下列非线性边际模型:

ｈｉｊ ＝Ｅ(ｙｉｊ)＝
ｅｘｐ(ｘＴ

ｉｊβ０)
１＋ｅｘｐ(ｘＴ

ｉｊβ０)
ꎬＶａｒ(ｙｉｊ)＝ ｈｉｊ(１－ｈｉｊ)ꎬｊ＝ １ꎬ２ꎬ３ꎬｉ＝ １ꎬ􀆺ꎬｎꎬ

式中ꎬ参数 β０ ＝(－１ꎬ０.５ꎬ０.２) Ｔꎬｘｉｊ ＝(ｘｉｊ１ꎬｘｉｊ２ꎬｘｉｊ３) Ｔ 来自 ３ 维正态分布ꎬ边际均值和方差分别为 ０ 和 ０.１６ꎬ
且分量间两两相关系数为 ０.５. 另外响应变量来自 ３ 维正态分布ꎬ分量间两两相关系数也取为 ０.５. 我们考

虑以下 ４ 种广义估计方程下的经验似然方法(分别记为 ＧＥＥ１－ＥＬꎬＧＥＥ２－ＥＬꎬＧＥＥ３－ＥＬ 和 ＧＥＥ４－ＥＬ)和
一种经典广义估计方程方法(记为 ＧＥＥ５):

ＧＥＥ１:∑
ｎ

ｉ ＝ １
ＸＴ

ｉ [ｙｉ－ｈｉ(β)] ＝ ０ꎻ

ＧＥＥ２:∑
ｎ

ｉ ＝ １
ＸＴ

ｉ Ａｉ(β)[ｙｉ－ｈｉ(β)] ＝ ０ꎻ

ＧＥＥ３:∑
ｎ

ｉ ＝ １
ＸＴ

ｉ Ａ１ / ２
ｉ (β)Ｒ０Ａ

－１ / ２
ｉ (β)[ｙｉ－ｈｉ(β)] ＝ ０ꎻ

ＧＥＥ４:∑
ｎ

ｉ ＝ １
ＸＴ

ｉ Ａ１ / ２
ｉ (β)Ｒ－１

ｎ (β)Ａ－１ / ２
ｉ (β)[ｙｉ－ｈｉ(β)] ＝ ０ꎻ

ＧＥＥ５:∑
ｎ

ｉ ＝ １
ＸＴ

ｉ Ａ１ / ２
ｉ (β) Ｒ^－１

ｎ Ａ－１ / ２
ｉ (β)[ｙｉ－ｈｉ(β)] ＝ ０ꎬ

式中ꎬＲ^ｎ ＝ １ / ｎ∑
ｎ

ｉ ＝ １
Ａ－１ / ２

ｉ (􀭹βｎ)[ｙｉ－ｈｉ(􀭹βｎ)][ｙｉ－ｈｉ(􀭹βｎ)] ＴＡ－１ / ２
ｉ (􀭹βｎ)ꎬ此处 􀭹βｎ 是 ＧＥＥ１ 的解.

注　 ＧＥＥ１ 相当于工作相关阵取为单位阵的广义估计方程ꎻＧＥＥ２ 相当于基于最小二乘方法所得的广

义估计方程ꎻＧＥＥ３ 相当于用真实相关阵建立的广义估计方程ꎬ实际中由于真实相关阵未知而不可用ꎬ此
处是为了模拟比较而采用ꎻＧＥＥ４ 是本文方法所基于的广义估计方程ꎬ其中 Ｒｎ(β)充当 ＧＥＥ３ 中真实相关

阵的角色ꎬ据我们所知该方程求解极其复杂ꎬ但经验似然方法置信域的构造并不需要求解未知参数估计

(这也是经验似然方法的一大优势)ꎬ所以不影响本文方法的使用ꎻＧＥＥ５ 是一种两步方法的广义估计方

程ꎬ即先基于 ＧＥＥ１ 参数的初始估计构造相关阵的估计ꎬ然后基于此估计再构造广义估计方程ꎬＷａｎｇ[１３]在

发散维协变情形系统地讨论估计相关阵和广义估计方程的渐近理论.
模拟中样本容量 ｎ 分别取为 １５０ꎬ３００ꎬ４５０ꎬ模拟重复 ５ ０００ 次ꎬ我们计算 ５ ０００ 次模拟中置信域覆盖参

数真值 β０ 比例. 另从 ５ ０００ 次模拟中选取一个样本ꎬ画出 ＧＥＥ１－ＥＬꎬＧＥＥ２－ＥＬꎬＧＥＥ３－ＥＬꎬＧＥＥ４－ＥＬ 和

ＧＥＥ５(基于 Ｗａｌｄ 型检验统计量构造置信椭球)方法的参数 ９５％的置信椭球ꎬ为能在平面上展示ꎬ我们固

定第 ３ 个参数值在真值处并画出另两个参数的置信椭圆ꎬ同时我们计算该样本下 ５ 种方法下置信椭圆精

—１１—
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度(置信椭圆的面积占比分别在横轴[－３ꎬ１]和纵轴[－１ꎬ３]上等间隔取 ３０ 个点ꎬ逐点计算 ５ 种方法的枢

轴量的值ꎬ统计落在置信椭圆内点在全部 ９００ 个点中的占比) .
５ 种情形参数的 ９５％ 置信域的覆盖概率结果见表 １.

表 １　 参数 ９５％覆盖概率模拟

Ｔａｂｌｅ １　 Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ９５％ ｃｏｖｅｒａｇｅ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｐａｒａｍｅｔｅｒ

ｎ ＧＥＥ１－ＥＬ ＧＥＥ２－ＥＬ ＧＥＥ３－ＥＬ ＧＥＥ４－ＥＬ ＧＥＥ５

１５０ ０.９４０ ４ ０.９４０ ０ ０.９４４ ６ ０.９４４ ６ ０.９３５ ８
３００ ０.９４４ ６ ０.９４７ ２ ０.９４９ ８ ０.９４８ ４ ０.９４７ ０
４５０ ０.９４４ ６ ０.９４３ ０ ０.９４９ ８ ０.９４９ ８ ０.９４３ ８

　 　 从表 １ 可以看出ꎬ随样本量增加ꎬ５ 种情形下覆盖概率趋近于 ９５％. 此外ꎬＧＥＥ３－ＥＬ 的结果即真实的

相关阵模拟效果最好ꎬＧＥＥ４－ＥＬ 的结果即本文提出的方法的模拟效果仅次于 ＧＥＥ３－ＥＬ 的结果ꎬ且随着样

本量的增加ꎬＧＥＥ４－ＥＬ 与 ＧＥＥ３－ＥＬ 的模拟效果几乎接近ꎬ这一点也说明在真实相关阵未知情况下ꎬ本文

方法具有较好的可靠性ꎬ另外与 ＧＥＥ５ 方法下 Ｗａｌｄ 型统计量构造的传统置信域比较ꎬＧＥＥ４－ＥＬ 方法在各

种样本量下也有较好表现. 针对选取的一个样本ꎬ参数的 ９５％置信椭圆如图 １ 所示ꎬ其中“＋”符号点标记

表示真参数值点ꎬ“∗”符号点标记表示基于 ＧＥＥ５ 所得参数的估计值点.

图 １　 参数置信椭圆

Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｃｏｎｆｉｄｅｎｃｅ ｅｌｌｉｐｓｅ ｏｆ ｐａｒａｍｅｔｅｒ

可以看出ꎬ随着样本量增加ꎬ５ 种情形对应的置信椭圆都有变小的趋势ꎬ另 ＧＥＥ３－ＥＬꎬＧＥＥ４－ＥＬ 和 ＧＥＥ５
方法置信椭圆较小且较接近ꎬ特别是随着样本量增大ꎬ三者椭圆几乎重合ꎬ而 ＧＥＥ１－ＥＬ 和 ＧＥＥ２－ＥＬ 方法的

置信椭圆相对较大ꎬ这说明考虑正确(ＧＥＥ３－ＥＬꎬＧＥＥ４－ＥＬ 和 ＧＥＥ５ 方法的意义下)相关信息有助于改善统

计推断效果ꎬ不过随着样本量增加ꎬＧＥＥ１－ＥＬ 和 ＧＥＥ２－ＥＬ 方法的结果与 ＧＥＥ３－ＥＬꎬＧＥＥ４－ＥＬ 和 ＧＥＥ５ 方法

的结果差异也呈现出缩小趋势. 同样ꎬ针对上述选取的样本ꎬ表 ２ 中参数的 ９５％覆盖精度即 ５ 种方法下置信

椭圆面积占比也支持类似的结论. 总的来说ꎬ本文所提方法在置信域的可靠性和精度方面都有不错的表现.
表 ２　 参数 ９５％覆盖精度模拟

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ９５％ ｃｏｖｅｒａｇｅ ａｃｃｕｒａｃｙ ｏｆ ｐａｒａｍｅｔｅｒ

ｎ ＧＥＥ１－ＥＬ ＧＥＥ２－ＥＬ ＧＥＥ３－ＥＬ ＧＥＥ４－ＥＬ ＧＥＥ５

１５０ ０.３６８ ９ ０.３８６ ７ ０.２８１ １ ０.２６０ ０ ０.２８５ ６
３００ ０.２７６ ７ ０.２７７ ８ ０.２１７ ８ ０.２１５ ６ ０.２３０ ０
４５０ ０.１４８ ９ ０.１４７ ８ ０.０９４ ４ ０.０９７ ８ ０.０９４ ４

４　 结论

本文考虑多维响应变量广义线性模型经验似然方法. 我们的主要贡献体现在以下两个方面:第一、在
本文的方法中ꎬ我们将响应向量的相关阵信息融入到经验似然比统计量的构造中ꎬ用以构造未知参数的置

信域ꎬ以期提高未知参数置信域的可靠性和精度ꎻ这里ꎬ我们需要指出的是在本文的方法中对响应向量的

相关信息无需做任何参数化假定ꎬ这样可以避免参数化相关阵错误设定的问题出现. 第二、在费希尔信息
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阵最弱的假定和一些正则性假设下ꎬ本文证明了经验似然比统计量的渐近 Ｗｉｌｋｓ 性质. 此外ꎬ数值模拟结

果显示本文所提出方法的结果在有限样本量下置信域的可靠性和精度方面的表现好于工作相关阵选取与

真实相关阵不一致的情形ꎬ与真实相关阵情形表现极为相似ꎬ说明本文方法的有效性.
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