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Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 稳定范畴的粘合和等价不变量

高　 楠ꎬ陈浩标

(上海大学理学院数学系ꎬ上海 ２００４４４)

[摘要] 　 引入了 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射刚性维数ꎬ以 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射模的稳定范畴的粘合为主要工具ꎬ证明了

Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射刚性维数是 Ｍｏｒｉｔａ 等价、Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 稳定等价和导出等价的不变量ꎬ刻画了某些代数类的

Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射刚性维数.
[关键词] 　 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射模ꎬＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射刚性维数ꎬＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 稳定等价ꎬ三角范畴的粘合
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同调不变量的研究是代数表示论的重要研究课题. 例如 Ｄｅｎｎｉｓ 和 ＩｇｕｓａꎬＬｏｄａｙ[１－２]ꎬＨｏｃｈｓｃｈｉｌｄ(上)同
调在 Ｍｏｒｉｔａ 等价的不变量ꎬＨａｐｐｅｌꎬＫｅｌｌｅｒꎬＰａｎ 和 Ｘｉ[３－７]ꎬＨｏｃｈｓｃｈｉｌｄ(上)同调、整体维数的有限性和有限维

数的有限性是导出等价的不变量ꎬＫｒａｕｓｅꎬＬｉｕ 和 ＸｉꎬＰａｎ 和 ＺｈｏｕꎬＸｉ[８－１１]ꎬ有限维代数的表示型、表示维数

和 Ｈｏｃｈｓｃｈｉｌｄ(上)同调是 Ｍｏｒｉｔａ 型的稳定等价的不变量.
Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 同调代数的主要思想是用 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射模代替投射模. Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射模是由 Ｅｎｏｃｈｓ 和

Ｊｅｎｄａ[１２]引入ꎬ它是 Ａｕｓｌａｎｄｅｒ 和 Ｂｒｉｄｇｅｒ[１３] 定义的双边诺特环上 Ｇ－维数为 ０ 的有限生成模的推广ꎬ参见

[１２ꎬ１４－１６] . 回顾 Ｒｉｃｋａｒｄ[１７]的经典结果:两个自入射代数之间的导出等价可诱导出 Ｍｏｒｉｔａ 型的稳定等

价. 近年来ꎬＨｕ 和 Ｐａｎ[１８]通过定义阿贝尔范畴的导出范畴之间的非负函子和一致有界函子证明了导出等

价可以诱导出 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射对象的稳定等价(文中统称为 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 稳定等价) . 自然地ꎬ确定 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ
稳定等价下的同调不变量成为代数表示论、Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 同调代数和奇点范畴理论中的基本课题.

三角范畴的粘合由 Ｂｅｉｌｉｎｓｏｎ 等[１９] 引入ꎬ它是 ３ 个三角范畴和满足良好性质的 ６ 个三角函子构成的

图表.
在本文中ꎬ我们引入了 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射刚性维数的概念ꎬ并描述了其同调性质. 我们以三角范畴的粘

合和 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 稳定等价为技巧和工具ꎬ证明了 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射刚性维数是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 稳定等价的不变量ꎬ
在此基础上ꎬ刻画了几类代数的 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射刚性维数. 以上结果表明了 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射刚性维数在

Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 同调代数的研究中具有一定的优势.
具体来说ꎬ设 ＡꎬＢ和 Ｃ是阿廷代数. 若 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射模的稳定范畴 Ａ－ＧｐｒｏｊꎬＢ－Ｇｐｒｏｊ 和 Ｃ－Ｇｐｒｏｊ 位
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于一粘合中ꎬ我们证明了 Ａ的 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射刚性维数大于 Ｂ和 Ｃ的. 特别地ꎬＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射刚性维数为

Ｍｏｒｉｔａ 等价和 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 稳定等价的不变量.

１　 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射刚性维数

本节中ꎬ我们引入了 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射刚性维数. 接着ꎬ我们阐明了 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射刚性维数的一些同调

性质. 在此基础上ꎬ我们主要证明了它是 Ｍｏｒｉｔａ 等价、Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 稳定等价和导出等价下的同调不变量.
１.１　 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射刚性维数

在引入 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 刚性维数的概念之前ꎬ我们先解释本节中使用的一些符号和术语.
假设 Ａ是阿廷代数. 我们分别用 Ａ－Ｍｏｄ 和 Ａ－ｍｏｄ 表示左 Ａ－模构成的范畴和有限生成左 Ａ－模构成的

范畴ꎬ用 Ａ－ｐｒｏｊ 表示有限生成投射左 Ａ－模形成的满子范畴. 令 Ｄ:Ａ－ｍｏｄ→Ａｏｐ－ｍｏｄ 表示对偶函子.
称模 Ｇ∈Ａ－ｍｏｄ 是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射的ꎬ若存在 Ａ－ｐｒｏｊ 中的正合列

􀆺→Ｐ－１→Ｐ０ ｄ０
➝Ｐ１→􀆺ꎬ

使得其在函子 ＨｏｍＡ(－ꎬＰ)作用下仍保持正合ꎬ并且 Ｇ≅ｋｅｒ ｄ０ [１２ꎬ１４]ꎬ其中 Ｐ∈Ａ－ｐｒｏｊ.
称 Ａ模 Ｍ 为生成子ꎬ若 Ａ∈ａｄｄＭꎬ其中 ａｄｄＭ是指 Ａ－ｍｏｄ 的包含 Ｍ且对有限直和和直和项封闭的满

子范畴. 称 Ｍ是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射生成子是指 Ｍ既是生成子又是 Ｇｏｒｅｓｎｔｅｉｎ 投射 Ａ－模.
控制维数的思想来源于 Ｎａｋａｙａｍａ 的对域上的有限维代数分类的工作[２０] .之后ꎬＴａｃｈｉｋａｗａ 具体定义

了控制维数[２１－２２]ꎬＭüｌｌｅｒ 和 Ｙａｍａｇａｔａ 对其进行了系统研究[２３－２４] . 我们特别指出ꎬＣｈｅｎ 和 Ｘｉ 研究了导出

等价下的控制维数[２５] .
定义 １.１[２２] 　 设 Ａ是阿廷代数ꎬＭꎬＴ∈Ａ－ｍｏｄ. Ｍ的 Ｔ－控制维数记为 Ｔ－ｄｏｍｄｉｍＭꎬ定义如下:
Ｔ－ｄｏｍｄｉｍＭ＝ｓｕｐ{ｎ ｜ ０→Ｍ→Ｔ０→Ｔ１→􀆺→Ｔｎ－１是一个正合列ꎬ使得对∀０≤ｉ≤ｎ－１ꎬＴｉ∈ａｄｄ Ｔ} .
定义 １.２　 设 Ａ是阿廷代数ꎬ定义 Ａ的 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射刚性维数如下:

ＧｒｉｇｄｉｍＡ＝ｓｕｐ{ＤＭ－ｄｏｍｄｉｍΓ ｜Ｍ是 Ａ－ｍｏｄ 中的 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射生成子ꎬΓ＝ＥｎｄＡ(Ｍ)} .
为了计算自同态代数的控制维数ꎬＣｈｅｎ 等[２６]引入了 Ａ－模 Ｍ的刚性次数ꎬ记为 ｒｄＡＭꎬ定义为:

ｒｄＡＭ＝ｓｕｐ{ｎ ｜ ＥｘｔｉＡ(ＭꎬＭ)＝ ０ꎬ∀１≤ｉ≤ｎ} .
我们揭示了 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射刚性维数和刚性次数之间的联系.
引理 １.３　 设 Ａ为阿廷代数ꎬＭ是 Ａ－ｍｏｄ 中的 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射生成子. 令 Γ:＝ＥｎｄＡ(Ｍ)ꎬ则

ＤＭ－ｄｏｍｄｉｍΓ＝ ｒｄＡＭ＋２.
证明　 设

０→Ｍ→Ｉ０→Ｉ１→􀆺→Ｉｎ→􀆺
是 Ｍ的极小内射分解. 应用函子 ＨｏｍＡ(Ｍꎬ－)ꎬ我们可得如下复形

０→Γ→ＨｏｍＡ(ＭꎬＩ０)→􀆺→ＨｏｍＡ(ＭꎬＩｎ)→􀆺.
由于 ＨｏｍＡ(Ｍꎬ－)是满忠实函子ꎬ并且 ＨｏｍＡ(ＭꎬＩｉ)∈ａｄｄＤＭꎬ所以可得

ＤＭ－ｄｏｍｄｉｍΓ＝ ｒｄＡＭ＋２.
由引理 １.３ꎬ上述定义可重新表述为:

ＧｒｉｇｄｉｍＡ＝ｓｕｐ{ ｒｄＡＭ ｜Ｍ是 Ａ－ｍｏｄ 中的 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射生成子}＋２.
因此ꎬ对于任何代数 ＡꎬＧｒｉｇｄｉｍＡ≥２.
接下来我们计算 ｇｅｎｄｏ￣Ｇｏｒｅｓｎｔｅｉｎ 代数和 ＣＭ－有限的非－ＣＭ－自由的 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 代数的 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投

射刚性维数. 为读者方便ꎬ我们先回顾上述代数的概念.
(１)若 ｉｎｊ.ｄｉｍＡＡ<∞和 ｉｎｊ.ｄｉｍ ＡＡ<∞ ꎬ则称阿廷代数 Ａ是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 代数[１６] .
(２)若阿廷代数 Ａ 同构于 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 代数的 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射生成子的自同态代数ꎬ则称 Ａ 是 ｇｅｎｄｏ￣

Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 代数. 等价地说ꎬ若存在 Ａ 的幂等元 ｅꎬ满足 ｅＡｅ 是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 代数和 Ａｅ 是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射生成

子ꎬ使得 Ａ≅ＥｎｄｅＡｅ(Ａｅ) [２７] .
(３)若阿廷代数 Ａ只有有限多的不可分解的有限生成的 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射模的同构类ꎬ则称 Ａ 是有限

Ｃｏｈｅｎ￣Ｍａｃａｕｌａｙ 型的代数(简称为有限 ＣＭ 类型) .
—２—
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(４)若 Ａ－Ｇｐｒｏｊ ＝ Ａ－ｐｒｏｊꎬ即其所有的有限生成的 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射模都是投射模ꎬ则称阿廷代数 Ａ 是

ＣＭ－自由的.
例 １　 设(Ａꎬｅ)为 ｇｅｎｄｏ￣ｄ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 代数ꎬ其中 ｄ为非负整数. 若有正整数 ｎ≥２ꎬｒｄｅＡｅｅＡ≥ｎ－２ꎬ则

ＧｒｉｇｄｉｍｅＡｅ≥ｎ.
证明　 由(Ａꎬｅ)为 ｇｅｎｄｏ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 代数ꎬ根据引理 １.３ 我们有

Ｄ(ｅＡ)－ｄｏｍｄｉｍＡ＝ ｒｄｅＡｅｅＡ＋２.
由假设 ｒｄｅＡｅ ｅＡ≥ｎ－２ꎬ因此 Ｄ( ｅＡ) －ｄｏｍｄｉｍ Ａ≥ｎ. 根据 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射刚性维数的定义ꎬ我们可得

ＧｒｉｇｄｉｍｅＡｅ≥ｎ.
例 ２　 设 Ａ为 ＣＭ－有限的非－ＣＭ－自由的 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 代数ꎬＧ为 Ａ的 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射生成子. 则

ＧｒｉｇｄｉｍＡ≤ｉｄＧ＋１.
证明　 令 ｍ:＝ ｉｄＧꎬ如果 ｍ ＝ ０ꎬ则 Ｇ 是内射的ꎬ由于 Ｇ 是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射的ꎬ故有正合列 ０→Ｇ→Ｐ→

Ｃ→０ꎬ其中 Ｐ是投射的. 这意味着 Ｇ是投射的ꎬ所以 Ａ为 ＣＭ－自由代数. 因此 ｍ≥１.
当 ｍ为无穷大时ꎬ无需证明. 故假设 ｍ是有限的ꎬ则 ＥｘｔｍＡ(ＧꎬＧ)≠０ꎬ所以 ｒｄＡＧ≤ｍ－１. 因此ꎬ

ＧｒｉｇｄｉｍＡ≤ｉｄＧ－１＋２＝ ｉｄＧ＋１.
证毕.

１.２　 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射刚性维数的一些同调性质

定理 １.４　 设 Ａ和 Ｂ为阿廷代数ꎬ则:
(１)Ｇｒｉｇｄｉｍ(Ａ×Ｂ)＝ ｍｉｎ{Ｇｒｉｇｄｉｍ ＡꎬＧｒｉｇｄｉｍＢ} .
(２)如果 ｋ是完备域. 则 Ｇｒｉｇｄｉｍ(Ａ⊗ｋＢ)≥ｍｉｎ{Ｇｒｉｇｄｉｍ ＡꎬＧｒｉｇｄｉｍＢ} .
(３)如果 Ａ和 Ｂ是 Ｍｏｒｉｔａ 等价ꎬ则 Ｇｒｉｇｄｉｍ Ａ＝ＧｒｉｇｄｉｍＢ.
(４)如果 Ａ－Ｇｐｒｏｊ 和 Ｂ－Ｇｐｒｏｊ 作为加法范畴是稳定等价的ꎬ则

ＧｒｉｇｄｉｍＡ＝ＧｒｉｇｄｉｍＢ.
(５)如果 Ａ和 Ｂ导出等价ꎬ则 ＧｒｉｇｄｉｍＡ＝ＧｒｉｇｄｉｍＢ.
证明　 设 Ｍ和 Ｎ分别是 Ａ－ｍｏｄ 和 Ｂ－ｍｏｄ 中的 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射生成子. 取 Ｍ的极小内射分解

０→Ｍ→Ｉ０→Ｉ１→􀆺→Ｉｎ→􀆺ꎬ
应用函子 ＨｏｍＡ(Ｍꎬ－)ꎬ我们可得如下复形

０→ＥｎｄＡ(Ｍ)→ＨｏｍＡ(ＭꎬＩ０)→􀆺→ＨｏｍＡ(ＭꎬＩｎ)→􀆺(∗)ꎬ
其中 ＨｏｍＡ(ＭꎬＩｉ)∈ａｄｄＤＭ.
同样地ꎬ取 Ｎ的极小内射分解

０→Ｎ→Ｊ０→Ｊ１→􀆺→Ｊｎ→􀆺ꎬ
运用函子 ＨｏｍＢ(Ｎꎬ－)ꎬ我们可得如下复形

０→ＥｎｄＢ(Ｎ)→ＨｏｍＢ(ＮꎬＪ０)→􀆺→ＨｏｍＢ(ＮꎬＪｎ)→􀆺(∗∗)ꎬ
其中 ＨｏｍＢ(ＮꎬＪｉ)∈ａｄｄＤＮ.
(１)由 ＥｎｄＡ×Ｂ(Ｍ×Ｎ)≅ＥｎｄＡ(Ｍ)×ＥｎｄＢ(Ｎ)和 Ｄ(Ｍ×Ｎ)≅ＤＭ×ＤＮꎬ我们可得 Ｄ(Ｍ×Ｎ)－ｄｏｍｄｉｍＥｎｄＡ×Ｂ

(Ｍ×Ｎ)＝ ｍｉｎ{ＤＭ－ｄｏｍｄｉｍＥｎｄＡ(Ｍ)ꎬＤＮ－ｄｏｍｄｉｍＥｎｄＢ(Ｎ)} .
因此

Ｇｒｉｇｄｉｍ(Ａ×Ｂ)＝ ｍｉｎ{Ｇｒｉｇｄｉｍ ＡꎬＧｒｉｇｄｉｍＢ} .
(２)根据[２８ꎬ命题 ２.６]可知ꎬＭ⊗ｋＮ 是 Ａ⊗ｋＢ－ｍｏｄ 中的 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射模. 由于 Ａ∈ａｄｄＭ 和 Ｂ∈

ａｄｄＮꎬ我们可得 Ａ⊗ｋＢ∈ａｄｄ(Ｍ⊗ｋＮ) . 这意味着 Ｍ⊗ｋＮ是 Ａ⊗ｋＢ－ｍｏｄ 中的 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射生成子.
由于域 ｋ作为 ｋ－代数是完备的ꎬ我们有

ＥｎｄＡ⊗ｋＢ(Ｍ⊗ｋＮ)≅ＥｎｄＡ(Ｍ)⊗ｋＥｎｄＢ(Ｎ)ꎬ
考虑复形(∗)和(∗∗)的张量积. 则根据

ＨｏｍＡ(ＭꎬＩｉ)∈ａｄｄＤＭꎬＨｏｍＢ(ＮꎬＪｉ)∈ａｄｄＤＮ.
我们有

—３—
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(ＨｏｍＡ(ＭꎬＩｔ)⊗ｋＥｎｄＢ(Ｎ))􀱇(ＥｎｄＡ(Ｍ)⊗ｋＨｏｍＢ(ＮꎬＪｔ))􀱇
(􀱇ｔ－１

ｉ＝０(ＨｏｍＡ(ＭꎬＩｉ)⊗ｋＨｏｍＢ(ＮꎬＪｔ
－１－ｉ)))∈ａｄｄＤ(Ｍ⊗ｋＮ) .

因此

Ｄ(Ｍ⊗ｋＮ)－ｄｏｍｄｉｍＥｎｄＡ⊗ｋＢ(Ｍ⊗ｋＮ)＝ ｍｉｎ{ＤＭ－ｄｏｍｄｉｍＥｎｄＡ(Ｍ)ꎬＤＮ－ｄｏｍｄｉｍＥｎｄＢ(Ｎ)} .
从而ꎬ我们可得

Ｇｒｉｇｄｉｍ(Ａ⊗ｋＢ)≥ｍｉｎ{Ｇｒｉｇｄｉｍ ＡꎬＧｒｉｇｄｉｍＢ} .
(３)用 Ｆ:Ａ－ｍｏｄ→Ｂ－ｍｏｄ 表示 Ｍｏｒｉｔａ 等价函子. 我们首先证明 Ｆ(Ｍ)是 Ｂ－ｍｏｄ 中的投射生成子. 设

(Ｐ􀅰ꎬｄ)＝ 􀆺→Ｐ－１ ｄ
－１

➝Ｐ０ ｄ０
➝Ｐ１ ｄ１

➝Ｐ２→􀆺
是投射 Ａ－模的完备投射分解ꎬ满足 Ｍ≅Ｉｍ ｄ０ . 应用函子 Ｆꎬ我们可得 Ｂ－模的正合列 Ｆ(Ｐ􀅰)

􀆺→Ｆ(Ｐ－１)
Ｆ(ｄ－１)

➝Ｆ(Ｐ０)
Ｆ(ｄ０)

➝Ｆ(Ｐ１)
Ｆ(ｄ１)

➝Ｆ(Ｐ２)→􀆺
使得 Ｆ(Ｍ)≅Ｉｍ Ｆ(ｄ０) . 而且对于任意投射 Ｂ－模 Ｑꎬ由

ＨｏｍＢ(Ｆ(Ｐ􀅰)ꎬＱ)≅ＨｏｍＡ(Ｐ􀅰ꎬＦ－１(Ｑ))
我们可得 Ｆ(Ｐ􀅰)是投射 Ｂ－模的完备投射分解. 因此ꎬＦ(Ｍ)是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射 Ｂ－模. 此外ꎬ由 Ａ∈

ａｄｄＭ可知 Ｂ∈ａｄｄ Ｆ(Ｍ) . 故 Ｆ(Ｍ)是 Ｂ－ｍｏｄ 中的 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射生成子.
因为 Ｆ是 Ｍｏｒｉｔａ 等价函子ꎬ所以有同构

ＥｘｔｉＢ(Ｆ(Ｍ)ꎬＦ(Ｍ))≅ＥｘｔｉＡ(ＭꎬＭ)ꎬ
由引理 １.３ꎬ我们可得 ＧｒｉｇｄｉｍＡ＝ＧｒｉｇｄｉｍＢ.
(４)设 Ｇ:Ａ－Ｇｐｒｏｊ→Ｂ－Ｇｐｒｏｊ 是稳定等价. 则我们有:Ｇ(Ｍ)􀱇Ｂ是 Ｂ－ｍｏｄ 中的Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射生成子. 由

ＥｘｔｉＢ(Ｇ(Ｍ)􀱇ＢꎬＧ(Ｍ)􀱇Ｂ)≅ＥｘｔｉＢ(Ｇ(Ｍ)ꎬＧ(Ｍ))≅ＥｘｔｉＡ(ＭꎬＭ)ꎬ
可知 ｒｄＡＭ＝ ｒｄＢ(Ｇ(Ｍ)􀱇Ｂ) . 根据引理 １.３ꎬ我们可得 ＧｒｉｇｄｉｍＡ＝ＧｒｉｇｄｉｍＢ.
(５)如果 Ａ和 Ｂ导出等价ꎬ根据[１８ꎬ推论 ５.５]ꎬ可知 Ａ－Ｇｐｒｏｊ 和 Ｂ－Ｇｐｒｏｊ 是稳定等价的. 因此由(４)可

得 ＧｒｉｇｄｉｍＡ＝ＧｒｉｇｄｉｍＢ.
１.３　 粘合的不变量

在本小节中ꎬ我们以粘合为主要工具ꎬ比较代数的 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射刚性维数.
给定三角范畴 DꎬX 和 Y . 若存在如下三角函子的图:

使得

(１)(ｑꎬｉ)ꎬ( ｉꎬｐ)ꎬ( ｌꎬｅ)和(ｅꎬｒ)都是伴随对.
(２) ｉꎬｌ 和 ｒ 是满忠实的.
(３)ｅｉ ＝ ０.
(４)对任意的 Ｚ∈Dꎬ单位和余单位生成好三角:ｌｅ(Ｚ)→Ｚ→ｉｑ(Ｚ)→和 ｉｐ(Ｚ)→Ｚ→ｒｅ(Ｚ)→.
则称 D 是 X 和 Y 的一个粘合[１９] .
由[２９－３０]可得(YꎬDꎬX)的阶梯是三角范畴和三角函子构成的有限或无限图ꎬ见下页.
使得任意 ３ 个连续的行构成一个三角范畴的粘合(粘合可以重复) .阶梯(YꎬDꎬX )的高度是其中粘

合的个数.
定理 １.５　 假设有代数 ＡꎬＢ和 Ｃ的粘合:
则以下叙述成立.
(１)若(∗)左高度为 ２ꎬ则

ＧｒｉｇｄｉｍＡ≥ｍａｘ{ＧｒｉｇｄｉｍＣꎬＧｒｉｇｄｉｍＢ} .

—４—
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高　 楠ꎬ等:Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 稳定范畴的粘合和等价不变量

(２)若(∗)右高度为 ２ꎬ则
ＧｒｉｇｄｉｍＡ≥ｍａｘ{ＧｒｉｇｄｉｍＣꎬＧｒｉｇｄｉｍＢ} .

证明　 首先证明(１) . 令 Ｇ为 Ｃ－ｍｏｄ 中 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射生成子ꎬ使得 ｒｄＣＧ＝ｎ－２. 由于 ｌ 是满忠实且正

合的ꎬ对于 １≤ｉ≤ｎ－２ꎬ存在同构

ＥｘｔｉＡ( ｌ(Ｇ)ꎬｌ(Ｇ))≅ＥｘｔｉＣ(Ｇꎬｅｌ(Ｇ))≅ＥｘｔｉＣ(ＧꎬＧ)＝ ０.
这意味着 ｌ(Ｇ)􀱇Ａ是 Ａ－ｍｏｄ 的 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射生成子ꎬ使得 ｒｄＡ( ｌ(Ｇ)􀱇Ａ)≥ｎ－２ꎬ故

ＧｒｉｇｄｉｍＡ≥ｎ.
令 Ｅ为 Ｂ－ｍｏｄ 中的 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射生成子ꎬ使得 ｒｄＢＥ ＝ ｎ－２. 由于 ｉ 是满忠实且正合的ꎬ对于 １≤ｉ≤

ｎ－２ꎬ存在同构

ＥｘｔｉＡ( ｉ(Ｅ)ꎬｉ(Ｅ))≅ＥｘｔｉＢ(ｑｉ(Ｅ)ꎬＥ)≅ＥｘｔｉＢ(ＥꎬＥ)＝ ０.
这意味着 ｉ(Ｅ)􀱇Ａ是 Ａ－ｍｏｄ 的 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射生成子ꎬ使得 ｒｄＡ( ｉ(Ｅ)􀱇Ａ)≥ｎ－２ꎬ故

ＧｒｉｇｄｉｍＡ≥ｎ.
(２)同理可证.
用 Ｄ(Ａ－Ｍｏｄ)和 Ｄｂ(Ａ－Ｍｏｄ)分别表示 Ａ－Ｍｏｄ 的无界导出范畴和有界导出范畴.

例 ３　 设 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 代数 Ａꎬｅ和 ｆ是 Ａ的幂等元ꎬ满足 ｆＡｅ＝ ０. 令 Ｎ:＝Ａｅ⊗Ａ ｆＡꎬΛ(０ꎬ０)＝
Ａ Ｎ
Ｎ Ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ 为 Ｍｏｒｉｔａ

ｃｏｎｔｅｘｔ 代数. 则 ＧｒｉｇｄｉｍΛ(０ꎬ０)≥ＧｒｉｇｄｉｍＡ.
证明　 根据[３１ꎬ例 ３.１]ꎬ存在无界阶梯ꎬ则由定理 １.５ꎬ结论成立.

例 ４　 设 Ａ为 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 代数ꎬλ:Ａ→Ｂ为同调满同态ꎬ且诱导出如下粘合:
使得 ｊ!可限制到 Ｄｂ(Ｃ－Ｍｏｄ)上. 若 ｐｄＡＢ<∞ ꎬ则

ＧｒｉｇｄｉｍＡ≥ｍａｘ{ＧｒｉｇｄｉｍＣꎬＧｒｉｇｄｉｍＢ} .

证明　 根据[３１ꎬ定理 ３.１]ꎬ有无界阶梯.
—５—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉



南京师大学报(自然科学版) 第 ４７ 卷第 ２ 期(２０２４ 年)

则由定理 １.５ 可得此结论.
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２１－２４.
[８] ＫＲＡＵＳＥ Ｈ. Ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎ ｔｙｐｅ ａｎｄ ｓｔａｂｌｅ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｃｅ ｏｆ Ｍｏｒｉｔａ ｔｙｐｅ ｆｏｒ ｆｉｎｉｔｅ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ａｌｇｅｂｒａｓ[ Ｊ] . Ｍａｔｈｅｍａｔｉｓｃｈｅ

ｚｅｉｔｓｃｈｒｉｆｔꎬ１９９８ꎬ２２９:６０１－６０６.
[９] ＬＩＵ ＹꎬＸＩ Ｃ. Ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｓ ｏｆ ｓｔａｂｌｅ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｃｅｓ ｏｆ Ｍｏｒｉｔａ ｔｙｐｅ ｆｏｒ ｆｉｎｉｔｅ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ａｌｇｅｂｒａｓ ＩＩ [ Ｊ] . Ｍａｔｈｅｍａｔｉｓｃｈｅ

ｚｅｉｔｓｃｈｒｉｆｔꎬ２００５ꎬ２５１:２１－３９.
[１０] ＰＡＮ ＳꎬＺＨＯＵ Ｇ. Ｓｔａｂｌｅ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｃｅｓ ｏｆ Ｍｏｒｉｔａ ｔｙｐｅ ａｎｄ ｓｔａｂｌｅ Ｈｏｃｈｓｃｈｉｌｄ ｃｏｈｏｍｏｌｏｇｙ ｒｉｎｇｓ[ Ｊ] . Ａｒｃｈｉｖ ｄｅｒ ｍａｔｈｅｍａｔｉｋꎬ

２０１０ꎬ９４(６):５１１－５１８.
[１１] ＸＩ Ｃ. Ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ ａｎｄ ｑｕａｓｉ￣ｈｅｒｅｄｉｔａｒｙ ａｌｇｅｂｒａｓ[Ｊ] . Ａｄｖａｎｃｅｓ ｉｎ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓꎬ２００２ꎬ１６８(２):１９３－２１２.
[１２] ＥＮＯＣＨＳ Ｅ ＥꎬＪＥＮＤＡ Ｏ Ｍ Ｇ. Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ｉｎｊｅｃｔｉｖｅ ａｎｄ ｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ ｍｏｄｕｌｅｓ[Ｊ] . Ｍａｔｈｅｍａｔｉｓｃｈｅ ｚｅｉｔｓｃｈｒｉｆｔꎬ１９９５ꎬ２２０(１):６１１－

６３３.　
[１３] ＡＵＳＬＡＮＤＥＲ ＭꎬＢＲＩＤＧＥＲ Ｍ. Ｓｔａｂｌｅ ｍｏｄｕｌｅ ｔｈｅｏｒｙ[Ｍ] . Ｐｒｏｖｉｄｅｎｃｅ:Ａｍｅｒｉｃａｎ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｓｏｃｉｅｔｙꎬ１９６９.
[１４] ＥＮＯＣＨＳ Ｅ ＥꎬＪＥＮＤＡ Ｏ Ｍ Ｇ. Ｒｅｌａｔｉｖｅ ｈｏｍｏｌｏｇｉｃａｌ ａｌｇｅｂｒａ:Ｖｏｌｕｍｅ １[Ｍ] . Ｂｅｒｌｉｎ:Ｗａｌｔｅｒ ｄｅ ＧｒｕｙｔｅｒꎬＧｍｂＨ ａｎｄ ＣＯ.ＫＧꎬ

２０１１.　
[１５] ＧＡＯ ＮꎬＺＨＡＮＧ Ｐ. Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ｄｅｒｉｖｅｄ ｃａｔｅｇｏｒｉｅｓ[Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ ａｌｇｅｂｒａꎬ２０１０ꎬ３２３(７):２０４１－２０５７.
[１６] ＨＡＰＰＥＬ Ｄ. Ｏｎ ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ａｌｇｅｂｒａｓ[Ｃ] / / Ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎ Ｔｈｅｏｒｙ ｏｆ Ｆｉｎｉｔｅ Ｇｒｏｕｐｓ ａｎｄ Ｆｉｎｉｔｅ￣Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ Ａｌｇｅｂｒａｓ:Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓ

ｏｆ ｔｈｅ Ｃｏｎｆｅｒｅｎｃｅ ａｔ ｔｈｅ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｂｉｅｌｅｆｅｌｄ ｆｒｏｍ Ｍａｙ １５－ １７ꎬ１９９１ꎬａｎｄ ７ Ｓｕｒｖｅｙ Ａｒｔｉｃｌｅｓ ｏｎ Ｔｏｐｉｃｓ ｏｆ Ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎ
Ｔｈｅｏｒｙ. Ｂｉｒｋｈäｕｓｅｒ Ｂａｓｅｌꎬ１９９１:３８９－４０４.

[１７] ＲＩＣＫＡＲＤ Ｊ. Ｄｅｒｉｖｅｄ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｃｅ ａｓ ｄｅｒｉｖｅｄ ｆｕｎｃｔｏｒｓ[Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｌｏｎｄｏｎ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓꎬ１９９１ꎬ４３(２):３７－４８.
[１８] ＨＵ ＷꎬＰＡＮ Ｓ. Ｓｔａｂｌｅ ｆｕｎｃｔｏｒｓ ｏｆ ｄｅｒｉｖｅｄ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｃｅｓ ａｎｄ Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ ｍｏｄｕｌｅｓ[ Ｊ] . Ｍａｔｈｅｍａｔｉｓｃｈｅ Ｎａｃｈｒｉｃｈｔｅｎꎬ

２０１７ꎬ２９０(１０):１５１２－１５３０.
[１９] ＢＥＩＬＩＮＳＯＮ Ａ ＡꎬＤＥＬＩＧＮＥ Ｐ. Ｆａｉｓｃｅａｕｘ ｐｅｒｖｅｒｓꎬａｎａｌｙｓｉｓ ａｎｄ ｔｏｐｏｌｏｇｙ ｏｎ ｓｉｎｇｕｌａｒ ｓｐａｃｅｓ[Ｍ] . Ｐａｒｉｓ:Ｆｒａｎｃｅ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ

Ｓｏｃｉｅｔｙꎬ１９８２.
[２０] ＴＡＤＡＳＩ ＮＡＫＡＹＡＭＡ. Ｏｎ ａｌｇｅｂｒａｓ ｗｉｔｈ ｃｏｍｐｌｅｔｅ ｈｏｍｏｌｏｇｙ[Ｊ] . Ａｂｈａｎｄｌｕｎｇｅｎ ａｕｓ ｄｅｍ ｍａｔｈｅｍａｔｉｓｃｈｅｎ ｓｅｍｉｎａｒ ｄｅｒ ｕｎｉｖｅｒｓｉｔäｔ

ｈａｍｂｕｒｇꎬ１９５８(２２):３００－３０７.
[２１] ＴＡＣＨＩＫＡＷＡ Ｈ. Ｏｎ ｄｏｍｉｎａｎｔ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｓ ｏｆ ＱＦ－３ ａｌｇｅｂｒａｓ[Ｊ] . Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ Ａｍｅｒｉｃａｎ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｓｏｃｉｅｔｙꎬ１９６４ꎬ

１１２(２):２４９－２６６.
[２２] ＴＡＣＨＩＫＡＷＡ Ｈ. Ｑｕａｓｉ￣Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ Ｒｉｎｇｓ ａｎｄ Ｇｅｎｅｒａｌｉｚａｔｉｏｎｓ[Ｍ] . Ｓｐｒｉｎｇｅｒ Ｌｅｃｔｕｒｅ Ｎｏｔｅｓ ｉｎ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ. ＢｅｒｌｉｎꎬＮｅｗ Ｙｏｒｋ:

Ｓｐｒｉｎｇｅｒ￣Ｖｅｒｌａｇꎬ１９７３.
[２３] ＭÜＬＬＥＲ Ｂ Ｊ. Ｔｈｅ ｃｌａｓｓｉｆｉｃａｔｉｏｎ ｏｆ ａｌｇｅｂｒａｓ ｂｙ ｄｏｍｉｎａｎｔ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ[Ｊ] . Ｃａｎａｄｉａｎ ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓꎬ１９６８ꎬ２０:３９８－４０９.
[２４] ＹＡＭＡＧＡＴＡ Ｋ. Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ ａｌｇｅｂｒａｓ[Ｍ] . Ｎｏｒｔｈ￣ＨｏｌｌａｎｄꎬＡｍｓｔｅｒｄａｍ:Ｅｌｓｅｖｉｅｒꎬ１９９６:８４１－８８７.
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高　 楠ꎬ等:Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 稳定范畴的粘合和等价不变量

[２５] ＣＨＥＮ ＨꎬＸＩ Ｃ. Ｄｏｍｉｎａｎｔ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｓꎬｄｅｒｉｖｅｄ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｃｅｓ ａｎｄ ｔｉｌｔｉｎｇ ｍｏｄｕｌｅｓ[Ｊ] . Ｉｓｒａｅｌ ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓꎬ２０１６ꎬ２１５:
３４９－３９５.

[２６] ＣＨＥＮ ＨꎬＦＡＮＧ ＭꎬＫＥＲＮＥＲ Ｏꎬｅｔ ａｌ. Ｒｉｇｉｄｉｔｙ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ ｏｆ ａｌｇｅｂｒａｓ[Ｃ] / / Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｃａｍｂｒｉｄｇｅ
Ｐｈｉｌｏｓｏｐｈｉｃａｌ Ｓｏｃｉｅｔｙ. Ｃａｍｂｒｉｄｇｅ:Ｃａｍｂｒｉｄｇｅ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ Ｐｒｅｓｓꎬ２０２１ꎬ１７０(２):４１７－４４３.

[２７] ＧＡＯ ＮꎬＫＯＥＮＩＧ Ｓ. Ｇｒａｄｅꎬｄｏｍｉｎａｎｔ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ ａｎｄ Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ａｌｇｅｂｒａｓ[Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ ａｌｇｅｂｒａꎬ２０１５ꎬ４２７:１１８－１４１.
[２８] ＨＵ ＷꎬＬＵＯ Ｘ ＨꎬＸＩＯＮＧ Ｂ Ｌꎬｅｔ ａｌ. Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ ｂｉｍｏｄｕｌｅｓ ｖｉａ ｍｏｎｏｍｏｒｐｈｉｓｍ ｃａｔｅｇｏｒｉｅｓ ａｎｄ ｆｉｌｔｒａｔｉｏｎ ｃａｔｅｇｏｒｉｅｓ[Ｊ] .

Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ ｐｕｒｅ ａｎｄ ａｐｐｌｉｅｄ ａｌｇｅｂｒａꎬ２０１９ꎬ２２３(３):１０１４－１０３９.
[２９] ＢＥＩＬＩＮＳＯＮ Ａ ＡꎬＧＩＮＳＢＵＲＧ Ｖ ＡꎬＳＣＨＥＣＨＴＭＡＮ Ｖ Ｖ. Ｋｏｓｚｕｌ ｄｕａｌｉｔｙ[Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ ｇｅｏｍｅｔｒｙ ａｎｄ ｐｈｙｓｉｃｓꎬ１９８８ꎬ５(３):

３１７－３５０.
[３０] ＨÜＧＥＬ Ｌ ＡꎬＫＯＥＮＩＧ ＳꎬＬＩＵ Ｑꎬｅｔ ａｌ. Ｌａｄｄｅｒｓ ａｎｄ ｓｉｍｐｌｉｃｉｔｙ ｏｆ ｄｅｒｉｖｅｄ ｍｏｄｕｌｅ ｃａｔｅｇｏｒｉｅｓ[ Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ ａｌｇｅｂｒａꎬ２０１７ꎬ

４７２:１５－６６.
[３１] ＧＡＯ ＮꎬＸＵ Ｘ. Ｈｏｍｏｌｏｇｉｃａｌ ｅｐｉｍｏｒｐｈｉｓｍｓꎬｃｏｍｐａｃｔｌｙ ｇｅｎｅｒａｔｅｄ ｔ￣ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ ａｎｄ Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ￣ｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ ｍｏｄｕｌｅｓ[ Ｊ] . Ｃｈｉｎｅｓｅ

ａｎｎａｌｓ ｏｆ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ(Ｓｅｒｉｅｓ Ｂ)ꎬ２０１８ꎬ３９:４７－５８.
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