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分数布朗运动情形下利率随机的双标的

型两值期权定价

黄凤云１ꎬ刘国祥２ꎬ王成冬２ꎬ章新婕２

(１.广西师范大学出版社ꎬ广西 桂林 ５４１００４)
(２.南京师范大学数学科学学院ꎬ江苏 南京 ２１００２３)

[摘要] 　 主要利用不同计价单位的拟鞅方法ꎬ推导随机利率服从 Ｖａｓｉｃｅｋ 模型ꎬ两种标的资产分别服从具有一

定相关性的标准分数布朗运动的双标的型两值期权的定价公式.
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关于期权定价的最早研究是法国数学家 Ｂａｃｈｅｌｉｅｒ[１]基于股票价格服从无漂移的布朗运动的假设下推

导出了期权定价公式ꎬ开启了期权定价研究的先河. 然而布朗运动的性质却无法满足金融市场中股票价

格非负的特点ꎬ因此 Ｏｓｂｏｒｎｅ(１９５９) [２]提出股票价格序列是服从对数正态分布的ꎬ由此保证了股票价格的

非负性. 随后到 １９７３年 Ｂｌａｃｋ 和 Ｓｃｈｏｌｅｓ 假设股票价格服从几何布朗运动ꎬ提出了著名的 Ｂ－Ｓ[３] 模型.
Ｍｅｒｔｏｎ(１９７３) [４]考虑到实际金融市场中的利率不是恒定不变的ꎬ便在 Ｂ－Ｓ 公式中引入了随机利率模型ꎬ
并且 Ｍｅｒｔｏｎ还提出股票价格是存在跳跃的ꎬ并用 Ｐｏｓｓｉｏｎ过程来描述这一特性.

随着期权定价模型研究过程的深入ꎬ人们渐渐发现金融市场中经典股票价格假设的不适性ꎬ于是人们

提出了分形资本市场理论. 文[５－６]首次提出了分形市场假说 (ＦＭＨ)ꎬ研究了用分数布朗运动来描述股

票价格变化过程ꎻＬａｕｒｅｎｔ等[７]和 Ｄｅｃｒｅｕｓｅｆｏｎｄ[８]研究了关于分数布朗运动的理论ꎬ给出了分数布朗运动的

随机积分、随机微分、分数 Ｇｉｒｓａｎｏｖ定理以及分数伊藤公式等ꎬ为后续期权定价模型的研究做出了巨大贡

献. 文[９]将分数布朗运动的相关随机分析知识应用到期权定价中ꎬ给出了股票价格服从分数布朗运动条

件下的定价公式.
虽然国内外学者基于分形市场假说开展的期权定价研究已有很多ꎬ但是针对双标的型两值期权的定

价却少有研究ꎬ故本文将研究分形市场上随机利率模型下双标的型的两值期权定价公式.
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１　 预备知识

定义 １　 记 Ｓ１(Ｔ)ꎬＳ２(Ｔ) 分别表示标的资产 １ꎬ标的资产 ２在到期日 Ｔ 的价格ꎬＫ１和 Ｋ２表示标的资产

１ꎬ２的交割价格.
双标的型现金或无看涨期权(Ｂｉｖａｒｉａｔｅ Ｃａｓｈ￣ｏｒ￣ｎｏｔｈｉｎｇ ｃａｌｌꎬＢＣＮＣ)到期收益为:

ＢＣＮＣＴ ＝
Ｘꎬ ｉｆ Ｓ１(Ｔ)>Ｋ１ꎬＳ２(Ｔ)>Ｋ２ꎬ
０ꎬ ｅｌｓｅ.{

资产或无看涨期权(Ｂｉｖａｒｉａｔｅ Ａｓｓｅｔ￣ｏｒ￣ｎｏｔｈｉｎｇ ｃａｌｌꎬＢＡＮＣ)在到期日收益为:

ＢＡＮＣＴ ＝
Ｓ１(Ｔ)ꎬ ｉｆ Ｓ１(Ｔ)>Ｋ１ꎬＳ２(Ｔ)>Ｋ２ꎬ
０ꎬ ｅｌｓｅ.{

定理 １　 分数布朗运动 ＷＨｔ ꎬｔ∈[０ꎬＴ]ꎬ是拟鞅.
定理 ２　 设 (Ｘ ｔ) ｔ≥０是带域流概率空间(ΩꎬFꎬＰꎬ(F ｔ) ｔ≥０)上的适随机过程ꎬ满足如下微分方程

ｄＸ ｔ ＝μＸ( ｔ)ｄｔ＋σＸ( ｔ)ｄＷＨｔ ꎻＸ(０)＝ ｘ>０ꎬ

其中 ｘꎬμꎬσ 为常数. 则 ｄＸ( ｔ)
ｄｔ
＝μＸ( ｔ)＋σＸ( ｔ)◇ＷＨ( ｔ)ꎬ由 Ｗｉｃｋ积分可以解得:

Ｘ( ｔ)＝ ｘｅｘｐ◇{μｔ＋σＷＨ( ｔ)} ＝ ｘｅｘｐ μｔ－ １
２
σ２ ｔ２Ｈ＋σＷＨ( ｔ){ } .

定理 ３　 设(Ｘ ｔ) ｔ≥０是带域流概率空间(ΩꎬFꎬＰꎬ(F ｔ) ｔ≥０)上的随机过程ꎬＷＨ( ｔ)为该概率空间上的标

准分数布朗运动ꎬ １
２
<Ｈ<１ꎬｆ∈Ｌ２([０ꎬＴ])为确定的函数ꎬ设‖ｆ‖ｔ 是连续可微的函数ꎬｔ∈[０ꎬＴ] . 记

Ｘ( ｔ)＝ Ｘ(０)＋ ∫ｔ
０
ｇ( ｓ)ｄｓ＋ ∫ｔ

０
ｆ( ｓ)ｄＷＨ( ｓ)ꎬ　 ０≤ｔ≤Ｔꎬ

其中 Ｘ(０) 是常数ꎬｇ为确定的函数且满足 ∫Ｔ
０
｜ ｇ( ｓ) ｜ ｄｓ<∞ . 设函数 Ｆ( ｔꎬｘ)关于 ｔ连续可微ꎬ关于 ｘ二

次连续可微ꎬ则

Ｆ( ｔꎬＸ ｔ)＝ Ｆ(０ꎬＸ０)＋ ∫ｔ
０

∂Ｆ( ｓꎬＸｓ)
∂ｓ

ｄｓ＋ ∫ｔ
０

∂Ｆ( ｓꎬＸｓ)
∂ｘ

ｄＸｓ＋
１
２ ∫

ｔ

０

∂２Ｆ( ｓꎬＸｓ)
∂ｘ２

ｄ
ｄｓ
‖ｆ‖２

ｓ
é

ë
êê

ù

û
úú ｄｓꎬ

其中‖ｆ‖２
ｔ ＝‹ ｆꎬｆ› ｔ ＝ ∫ｔ

０
∫ｔ
０
ϕ(ｕꎬｖ) ｆｕ ｆｖｄｕｄｖꎬϕ( ｓꎬｔ)＝ ２Ｈ(２Ｈ－１) ｜ ｔ－ｓ ｜ ２Ｈ

－２ .

注:当 ｆｔ ＝σ时ꎬ‖σ‖２
ｔ ＝σ２ ｔ２Ｈ .

引理 １　 ∀０<ｔ<Ｔꎬλ∈Ｃꎬ有

􀭹Ｅ ｔ[ｅλＷ
Ｈ(Ｔ)] ＝ｅλＷＨ( ｔ)＋

λ２
２ (Ｔ

２Ｈ－ｔ２Ｈ) .
定理 ４(计价单位转换定理) 　 设 Ｘ( ｔ)是未定权益ꎬＮ( ｔ)是计价单位ꎬＱ 是相应于 Ｎ( ｔ)的等价鞅测

度ꎬ即价格体系
Ｘ( ｔ)
Ｎ( ｔ)

在 Ｑ下是鞅ꎬ即Ｘ( ｔ)
Ｎ( ｔ)

＝ 􀭹ＥＱｔ
Ｘ(Ｔ)
Ｎ(Ｔ)

é

ë
êê

ù

û
úú .

对任意计价单位 Ｕ( ｔ)>０ꎬ存在与 Ｑ等价的鞅测度 ＱＵꎬ使得新的价格体系
Ｘ( ｔ)
Ｎ( ｔ)

在测度 ＱＵ 下是鞅ꎬ即

Ｘ( ｔ)
Ｕ( ｔ)

＝ 􀭹ＥＱＵｔ
Ｘ(Ｔ)
Ｕ(Ｔ)

é

ë
êê

ù

û
úú ꎬ

且 Ｒａｄｏｎ￣Ｎｉｋｏｄｙｍ导数为:
ｄＱＵ

ｄＱ
＝
ＵＴＮ０
Ｕ０ＮＴ

.

２　 随机利率下双标的型两值期权定价

２.１　 模型假设与建立

我们考虑连续时间的金融市场ꎬ且存在两种可连续交易的资产ꎬ一种是无风险资产(如债券)ꎬ其价格

—７—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉



南京师大学报(自然科学版) 第 ４８卷第 １期(２０２５年)

过程 Ｍ( ｔ)满足如下微分方程:

ｄＭ( ｔ)＝ ｅ －∫
Ｔ

ｔ
ｒ(ｕ)ｄｕ Ｍ( ｔ)ｄｔ.

另一种是风险资产(如股票)ꎬ在风险中性概率测度 Ｐ 下ꎬｔ 时刻ꎬ双标的资产价格过程分别为 Ｓ１( ｔ)ꎬ
Ｓ２(ｔ)ꎬ随机利率过程 ｒ(ｔ)满足如下微分方程:

ｄＳ１( ｔ)＝ μ１( ｔ)Ｓ１( ｔ)ｄｔ＋σ１Ｓ１( ｔ)ｄＷＨ１( ｔ)ꎬ (１)
ｄＳ２( ｔ)＝ μ２( ｔ)Ｓ２( ｔ)ｄｔ＋σ２Ｓ２( ｔ)ｄＷＨ２( ｔ)ꎬ (２)
ｄｒ( ｔ)＝ ａ(ｂ－ｒ( ｔ))ｄｔ＋σｒｄＢＨｒ ( ｔ)ꎬ (３)

其中 {ＷＨ１( ｔ)ꎬｔ≥０}ꎬ{ＷＨ２( ｔ)ꎬｔ≥０}ꎬ{ＢＨ( ｔ)ꎬｔ≥０}是完备的概率空间(ΩꎬF ＨꎬＰ)上的分数布朗运动ꎬ
１
２
<Ｈ<１ꎬ并且

ｃｏｖ(ｄＷＨ１( ｔ)ꎬｄＷＨ２( ｔ))＝ ρ(ｄｔ２Ｈ)ꎬ (４)
ｃｏｖ(ｄＷＨ１( ｔ)ꎬｄＢＨ( ｔ))＝ ρ１(ｄｔ２Ｈ)ꎬ (５)
ｃｏｖ(ｄＷＨ２( ｔ)ꎬｄＢＨ( ｔ))＝ ρ２(ｄｔ２Ｈ) . (６)

２.２　 模型的求解

本文将分别以零息债券ꎬ风险资产价格作为计价单位来对现金或无ꎬ资产或无两值期权的定价公式进

行推导ꎬ所以我们要先推导出零息债券的定价公式.
２.２.１　 零息债劵定价

定理 ５　 设到期日为 Ｔ的零息债券在时刻 ｔꎬｔ∈[０ꎬＴ]的价格为 Ｐ( ｔꎬＴ)ꎬ并且持有人在到期日获得的

收益为 １ꎬ即 Ｐ(ＴꎬＴ)＝ １. 那么该零息债券在 ｔ 时刻的定价公式为

Ｐ( ｔꎬＴ)＝ ｅ－ｒ( ｔ)Ｂ( ｔꎬＴ)－Ａ( ｔꎬＴ)ꎬ (７)

其中 Ａ( ｔꎬＴ)＝ ｂ(Ｔ－ｔ)－ｂＢ(Ｔ－ｔ)－Ｈ ∫Ｔ
ｔ
σ２ｒ ｓ２Ｈ

－１Ｂ２( ｓꎬＴ)ｄｓꎻＢ( ｔꎬＴ)＝ １
－ｅ－ａ(Ｔ－ｔ)

ａ
.

证明　 根据伊藤公式求解微分方程(３)得

ｒ(ｕ)＝ ｅ－ａ(ｕ－ｔ) ｒ( ｔ)＋ｂ(１－ｅ－ａ(ｕ－ｔ))＋σｒ ∫ｕ
ｔ
ｅ－ａ(ｕ－ｓ)ｄＢＨｒ ( ｓ)ꎻｕ∈[ ｔꎬＴ] .

从而有

∫Ｔ
ｔ
ｒ(ｕ)ｄｕ＝ ｒ( ｔ)Ｂ( ｔꎬＴ)＋ｂ(Ｔ－ｔ)－ｂＢ( ｔꎬＴ)＋σｒ ∫Ｔ

ｔ
Ｂ( ｓꎬＴ)ｄＢＨｒ ( ｓ) .

其中 Ｂ( ｔꎬＴ)＝ １
－ｅ－ａ(Ｔ－ｔ)

ａ
ꎬ在概率空间(ΩꎬF Ｈ

ｔ ꎬＰ)中ꎬ根据无套利原理ꎬ到期日为 Ｔ 的零息债券在 ｔ 时

刻的价格 Ｐ( ｔꎬＴ)为

Ｐ(ｔꎬＴ)＝ 􀭹Ｅｔ ｅ
－∫Ｔｔ ｒ(ｕ)ｄｕＰ(ＴꎬＴ)[ ] ＝ ｅｘｐ{－ｒ(ｔ)Ｂ(ｔꎬＴ)－ｂ(Ｔ－ｔ)＋ｂＢ(ｔꎬＴ)}􀭹Ｅｔ ｅｘｐ － σ ｒ∫Ｔ

ｔ
Ｂ(ｓꎬＴ)ｄＢＨｒ (ｓ){ }[ ] ꎬ

而 Ｅ ∫Ｔ
ｔ
Ｂ( ｓꎬＴ)ｄＢＨｒ ( ｓ)[ ] ＝ ０ꎬ Ｖａｒ ∫Ｔ

ｔ
Ｂ( ｓꎬＴ)ｄＢＨｒ ( ｓ)[ ] ＝ ∫Ｔ

ｔ
∫ｓ
０
Ｂ２ ( ｖꎬ Ｔ) ϕ ( ｓꎬ ｖ) ｄｖｄｓꎬ因此 Ｐ ( ｔꎬ Ｔ) ＝

ｅ－ｒ( ｔ)Ｂ( ｔꎬＴ)－Ａ( ｔꎬＴ)ꎬ其中 Ａ( ｔꎬＴ)＝ ｂ(Ｔ－ｔ)－ｂＢ(Ｔ－ｔ)－
σ２ｒ
２ ∫

Ｔ

ｔ
∫ｓ
０
Ｂ２(ｖꎬＴ)ϕ( ｓꎬｖ)ｄｖｄｓ.

２.２.２　 双标的型两值期权模型求解

定理 ６　 到期日为 Ｔꎬｔ时刻标的资产价格分别为 Ｓ１( ｔ)ꎬＳ２( ｔ)ꎬ交割价格分别为 Ｋ１ꎬＫ２ 的双标的型现

金或无看涨期权(ＢＣＮＣ)在随机利率ꎬ标的资产价格满足微分方程(１)(２)(３)的环境下ꎬ在 ｔ 时刻的定价

模型为

ＢＣＮＣ( ｔ)＝ ＸＰ( ｔꎬＴ)Ｎ(ｄ１ꎬｄ２ꎬθ) . (８)
其中

Ｄ( ｔ)＝ ｅ∫
ｔ

０
ｒ(ｕ)ｄｕꎬ ｄ１ ＝

ｌｎ
Ｚ１( ｔ)
Ｋ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ －ｍ１

ｎ１
ꎬｄ２ ＝

ｌｎ
Ｚ２( ｔ)
Ｋ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ －ｍ２

ｎ２
ꎬθ＝Ｃｏｖ(Ｙ１ꎬＹ２)ꎬ

—８—
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Ｎ(ｄ１ꎬｄ２ꎬθ)＝ ∫ｄ１
－∞
∫ｄ２
－∞

１

２π １－θ２
ｅ
ｙ２１－２θｙ１ｙ２＋ｙ

２
２

２(１－θ２) ｄｙ２ｄｙ１ꎬ

ｍｉ ＝ －
１
２ ∫

Ｔ

ｔ
∫ｓ
０
(σｒＢ(ｖꎬＴ)＋σｉρｉ) ２ϕ( ｓꎬｖ)ｄｖｄｓ＋σ２ｉ(１－ρ２ｉ )(Ｔ２Ｈ－ｔ２Ｈ)ꎬ

ｎ２ｉ ＝ ∫Ｔ
ｔ
∫ｓ
０
(σｒＢ(ｖꎬＴ)＋σｉρｉ) ２ϕ( ｓꎬｖ)ｄｖｄｓ＋σ２ｉ(１－ρ２ｉ )(Ｔ－ｔ) ２Ｈꎬ　 ｉ＝ １ꎬ２.

证明　 根据风险中性定价原理ꎬ到期日为 Ｔ 的双标的型现金或者无两值看涨期权(ＢＣＮＣ)在 ｔ∈[０ꎬ
Ｔ]时刻的定价公式为:

ＢＣＮＣ( ｔ)＝ 􀭹Ｅｐｔ ｅ
－∫Ｔｔ ｒ(ｕ)ｄｕＸＩ{Ｓ１(Ｔ) > Ｋ１ꎬＳ２(Ｔ) > Ｋ２}[ ] ＝􀭹Ｅｐｔ

Ｄ( ｔ)
Ｄ(Ｔ)

ＸＩ{Ｓ１(Ｔ) > Ｋ１ꎬＳ２(Ｔ) > Ｋ２}
é

ë
êê

ù

û
úú .

其中 Ｄ( ｔ)＝ ｅ∫
ｔ

０
ｒ(ｕ)ｄｕ
.

引入一个新的概率测度 Ｑꎬ使得在该概率测度下以零息债券为计价单位的资产价值
Ｓ( ｔ)
Ｐ( ｔꎬＴ)

ꎬ０< ｔ<Ｔ

是拟鞅ꎬ并且
ｄＱ
ｄＰ
＝ Ｄ( ｔ)
Ｄ(Ｔ)Ｐ( ｔꎬＴ)

ꎬ那么

ＢＣＮＣ( ｔ)＝ 􀭹ＥＰｔ
Ｄ( ｔ)
Ｄ(Ｔ)

ＸＩ{Ｓ１(Ｔ)>Ｋ１ꎬＳ２(Ｔ)>Ｋ２}
é

ë
êê

ù

û
úú ＝

ＸＰ( ｔꎬＴ)􀭹ＥＱｔ [ Ｉ{Ｓ１(Ｔ)>Ｋ１ꎬＳ２(Ｔ)>Ｋ２}] ＝
ＸＰ( ｔꎬＴ)Ｑ{Ｓ１(Ｔ)>Ｋ１ꎬＳ２(Ｔ)>Ｋ２} ＝

ＸＰ( ｔꎬＴ)Ｑ
Ｓ１(Ｔ)
Ｐ(ＴꎬＴ)

>Ｋ１ꎬ
Ｓ２(Ｔ)
Ｐ(ＴꎬＴ)

>Ｋ２{ } ꎬ (９)

令 Ｚ ｉ( ｔ)＝
Ｓｉ( ｔ)
Ｐ( ｔꎬＴ)

ꎬｉ＝ １ꎬ２ꎬ则式(９)为

ＢＣＮＣ( ｔ)＝ ＸＰ( ｔꎬＴ)Ｑ{Ｚ１(Ｔ)>Ｋ１ꎬＺ２(Ｔ)>Ｋ２} . (１０)
因此接下来需要确定 Ｚ１(Ｔ)ꎬＺ２(Ｔ) 的联合分布. 由伊藤乘积公式

ｄＺ ｉ( ｔ)＝ Ｓｉ( ｔ) －
１

Ｐ２( ｔꎬＴ)
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄＰ( ｔꎬＴ)＋ １

Ｐ( ｔꎬＴ)
ｄＳｉ( ｔ)＋[ＤＨｔ Ｚ ｉ( ｔ)σｒＢ( ｔꎬＴ)＋ＤＨｔ Ｚ ｉ( ｔ)σｉ]ｄｔ＝

(Ｚ ｉ( ｔ)[ ｒ( ｔ)Ｂ′( ｔꎬＴ)＋Ａ′( ｔꎬＴ)－Ｈσ２ｒＢ２( ｔꎬＴ)＋ａＢ( ｔꎬＴ)(ｂ－ｒ( ｔ))]＋[ＤＨｔ Ｚ ｉ( ｔ)σｒＢ( ｔꎬＴ)＋
ＤＨｔ Ｚ ｉ( ｔ)σｉ])ｄｔ＋σｒＢ( ｔꎬＴ)Ｚ ｉ( ｔ)ｄＢＨｒ ( ｔ)＋Ｚ ｉ( ｔ)σｉｄＷＨｉ ( ｔ)ꎬ

又由于 Ｚ１(Ｔ)ꎬＺ２(Ｔ)在概率测度 Ｑ下是拟鞅ꎬ因此根据 Ｇｉｒｓａｎｏｖ定理ꎬ
ｄＺ ｉ( ｔ)＝ σｒＢ( ｔꎬＴ)Ｚ ｉ( ｔ)ｄＢＨｒ ( ｔ) Ｑ＋Ｚ ｉ( ｔ)σｉｄＷＨｉ ( ｔ) Ｑꎬｉ＝ １ꎬ２ (１１)

(ＷＨ( ｔ) Ｑ) ｔ≥０与(ＢＨｒ ( ｔ) Ｑ) ｔ≥０是测度 Ｑ 下的分数布朗运动. 设存在一个分数布朗运动(ＷＨ( ｔ)) ｔ≥０与
(ＢＨｒ ( ｔ) Ｑ) ｔ≥０独立ꎬ则根据式(５)ꎬ(６)得

ＷＨｉ ( ｔ) Ｑ ＝ ρｉＢＨｒ ( ｔ) Ｑ＋ １－ρ２ｉ ＷＨ( ｔ)ꎬｉ＝ １ꎬ２ꎬ (１２)
代入式(１１)得

ｄＺ ｉ( ｔ)
Ｚ ｉ( ｔ)

＝ (σｒＢ( ｔꎬＴ)＋σｉρｉ)ｄＢＨｒ ( ｔ) Ｑ＋σｉ １－ρ２ｉ ｄＷＨ( ｔ)ꎬ　 ｉ＝ １ꎬ２ (１３)

根据伊藤公式求解得 ｌｎ(Ｚ ｉ(Ｔ))＝ ｌｎ(Ｚ ｉ( ｔ))＋Ｙｉ－ｍｉꎬ其中ꎬ

ｍｉ ＝ －
１
２ ∫

Ｔ

ｔ
∫ｓ
０
(σ ｒＢ(ｖꎬＴ) ＋ σ ｉρ ｉ) ２ϕ( ｓꎬｖ)ｄｖｄｓ ＋ σ ２ｉ(１ － ρ ２ｉ )(Ｔ２Ｈ － ｔ２Ｈ)ꎬ

Ｙｉ ＝ ∫Ｔ
ｔ
(σ ｒＢ( ｓꎬＴ) ＋ σ ｉρ ｉ)ｄＢＨｒ ( ｓ) Ｑ ＋ σ ｉ １ － ρ ２ｉ (ＷＨ(Ｔ) － ＷＨ( ｔ))ꎬ

并且 Ｅ[Ｙｉ] ＝ ０ꎬＶａｒ[Ｙｉ] ＝ ∫Ｔ
ｔ
∫ｓ
０
(σｒＢ(ｖꎬＴ)＋σｉρ２ｉ )ϕ( ｓꎬｖ)ｄｖｄｓ＋σ２ｉ(１－ρ２ｉ )(Ｔ－ｔ) ２Ｈ≜ｎ２ｉ ꎬｉ＝ １ꎬ２. 所以

Ｑ{Ｚ１(Ｔ)>Ｋ１ꎬＺ２(Ｔ)>Ｋ２} ＝Ｑ{ ｌｎ(Ｚ１(Ｔ))>ｌｎ(Ｋ１)ꎬｌｎ(Ｚ２(Ｔ))>ｌｎ(Ｋ２)} ＝

—９—
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Ｑ Ｙ１>ｌｎ
Ｋ１
Ｚ１( ｔ)

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ｍ１ꎬＹ２>ｌｎ

Ｋ２
Ｚ２( ｔ)

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ｍ２{ } ＝

Ｑ Ｙ１
ｎ１
>
ｌｎ

Ｋ１
Ｚ１( ｔ)

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ｍ１

ｎ１
ꎬ
Ｙ２
ｎ２
>
ｌｎ

Ｋ２
Ｚ２( ｔ)

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ｍ２

ｎ２

ì

î

í

ïï

ïï

ü

þ

ý

ïï

ïï

＝

Ｎ(ｄ１ꎬｄ２ꎬθ) . (１４)
其中

ｄ１ ＝
ｌｎ
Ｚ１( ｔ)
Ｋ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ －ｍ１

ｎ１
ꎬｄ２ ＝

ｌｎ
Ｚ２( ｔ)
Ｋ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ －ｍ２

ｎ２
ꎬθ＝Ｃｏｖ(Ｙ１ꎬＹ２)ꎬ

Ｎ(ｄ１ꎬｄ２ꎬθ)＝ ∫
ｄ１

－∞
∫ｄ２
－∞

１

２π １－θ２
ｅ
ｙ２１－２θｙ１ｙ２＋ｙ

２
２

２(１－θ２) ｄｙ２ｄｙ１ .

定理 ７　 到期日为 Ｔꎬｔ时刻标的资产价格分别为 Ｓ１( ｔ)ꎬＳ２( ｔ)ꎬ交割价格分别为 Ｋ１ꎬＫ２的双标的型资

产或无看涨期权(ＢＡＮＣ)在随机利率、标的资产价格满足微分方程(１)、(２)、(３)的环境下ꎬ在 ｔ 时刻的定

价模型为

ＢＡＮＣ( ｔ)＝ Ｓ１( ｔ)Ｎ
α１
β１

ꎬ
α２
β２

ꎬθ′
æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ (１５)

其中

ξｉ ＝
∫Ｔ
ｔ
[σ ｒＢ( ｓꎬＴ) ＋ ρ ｉσ ｉ]ｄＢＨｒ ( ｓ) Ｑ′ ＋ σ ｉ １ － ρ ２ｉ (Ｗ^Ｈｉ (Ｔ) Ｑ′ － Ｗ^Ｈ( ｔ) Ｑ′)

β ｉ
.

αｉ ＝ ｌｎ
１
Ｚ ｉ( ｔ)

－ｌｎ １
Ｋ ｉ
－ ∫Ｔ

ｔ
∫ｓ
０
(σｒＢ(ｖꎬＴ)＋σｉρｉ) ２ϕ( ｓꎬｖ)ｄｖｄｓ－σ２ｉ(１－ρ２ｉ )(Ｔ２Ｈ－ｔ２Ｈ)ꎬ

β２ｉ ＝ ∫Ｔ
ｔ
∫ｓ
０
(σｒＢ(ｖꎬＴ)＋ρｉσｉ) ２ϕ( ｓꎬｖ)ｄｖｄｓ＋σ２ｉ(１－ρ２ｉ )(Ｔ－ｔ) ２Ｈꎬ　 ｉ＝ １ꎬ２ꎬθ′＝Ｃｏｖ(ξ１ꎬξ２) .

证明　 由分数风险中性定价原理知ꎬ到期日为 Ｔ 的双标的型资产或无两值看涨期权(ＢＡＮＣ)在 ｔ∈
[０ꎬＴ]时刻的定价公式为

ＢＡＮＣ( ｔ)＝ 􀭹Ｅ ｔ ｅ∫
Ｔ

ｔ
ｒ(ｕ)ｄｕＳ１(Ｔ) Ｉ{Ｓ１(Ｔ) > Ｋ１ꎬＳ２(Ｔ) > Ｋ２}[ ] ＝􀭹Ｅ ｔ

Ｄ( ｔ)
Ｄ(Ｔ)

Ｓ１(Ｔ) Ｉ{Ｓ１(Ｔ) > Ｋ１ꎬＳ２(Ｔ) > Ｋ２}
é

ë
êê

ù

û
úú ꎬ (１６)

其中 Ｄ( ｔ)＝ ｅ∫
ｔ

０
ｒ(ｕ)ｄｕ . 现在我们将以标的资产价格 Ｓ１( ｔ)作为计价单位ꎬ定义一个新的概率测度 Ｑ′:

ｄＱ′
ｄＰ
＝
Ｓ１(Ｔ)Ｄ( ｔ)
Ｓ１( ｔ)Ｄ(Ｔ)

ꎬ

并且可以证明
Ｐ( ｔꎬＴ)
Ｓ１( ｔ)

ꎬＰ( ｔꎬＴ)
Ｓ２( ｔ)

是关于测度 Ｑ′的拟鞅. 因此由测度变换ꎬ式(１６)可写为

ＢＡＮＣ( ｔ)＝ 􀭹ＥＱ′ｔ [Ｓ１( ｔ) Ｉ{Ｓ１(Ｔ)>Ｋ１ꎬＳ２(Ｔ)>Ｋ２}] ＝Ｓ１( ｔ)􀭹Ｅ
Ｑ′
ｔ [ Ｉ{Ｓ１(Ｔ)>Ｋ１ꎬＳ２(Ｔ)>Ｋ２}] .

注意到 {Ｓｉ(Ｔ)>Ｋ ｉ}⇔
１
Ｓｉ(Ｔ)

< １
Ｋ ｉ{ }⇔ Ｐ(ＴꎬＴ)

Ｓｉ(Ｔ)
< １
Ｋ ｉ{ } ꎬｉ＝ １ꎬ２ꎬ因此我们有

ＢＡＮＣ( ｔ)＝ Ｓ１( ｔ)􀭹ＥＱ′ｔ Ｉ Ｐ(ＴꎬＴ)
Ｓ１(Ｔ)

< １Ｋ１
ꎬＰ(ＴꎬＴ)Ｓ２(Ｔ)

< １Ｋ２
{ }[ ] ＝Ｓ１( ｔ)Ｑ′

Ｐ(ＴꎬＴ)
Ｓ１(Ｔ)

< １
Ｋ１

ꎬＰ(ＴꎬＴ)
Ｓ２(Ｔ)

< １
Ｋ２{ } .

现只需要确定
Ｐ(ＴꎬＴ)
Ｓｉ(Ｔ)

在测度 Ｑ′下的分布即可. 令 １
Ｚ ｉ( ｔ)

＝ Ｐ( ｔꎬＴ)
Ｓｉ( ｔ)

ꎬ则

ｄ １
Ｚ ｉ( ｔ)

＝ － １
Ｚ ｉ( ｔ) ２

ｄＺ ｉ( ｔ)＋
１

Ｚ ｉ( ｔ) ３
(ｄＺ ｉ( ｔ)) ２ ＝ －

１
Ｚ ｉ( ｔ)

[σｒＢ( ｔꎬＴ)ｄＢＨｒ ( ｔ)＋σｉｄＷＨｉ ( ｔ)]＋[􀆺]ｄｔꎬ

由于
１
Ｚ ｉ( ｔ)

在概率测度 Ｑ′下是拟鞅ꎬ由 Ｇｉｒｓａｎｏｖ定理ꎬ

—０１—
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ｄ １
Ｚ ｉ( ｔ)

＝ － １
Ｚ ｉ( ｔ)

[σｒＢ( ｔꎬＴ)ｄＢＨｒ ( ｔ) Ｑ′＋σｉｄＷＨｉ ( ｔ) Ｑ′]ꎬ

其中 ＢＨ( ｔ) Ｑ′ꎬＷＨｉ ( ｔ) Ｑ′是测度 Ｑ′下的标准分数布朗运动.

设 Ｗ^Ｈｉ ( ｔ) Ｑ′是关于 Ｑ′ 的与 ＢＨｒ ( ｔ) Ｑ′独立的分数布朗运动ꎬ那么

ＷＨｉ ( ｔ) Ｑ′ ＝ ρｉＢＨｒ ( ｔ) Ｑ′＋ １－ρ２ｉ Ｗ^Ｈｉ ( ｔ) Ｑ′ꎬ

从而 ｄ １
Ｚ ｉ( ｔ)

＝ － １
Ｚ ｉ( ｔ)

[(σｒＢ( ｓꎬＴ)＋σｉρｉ)ｄＢＨｒ ( ｔ) Ｑ′＋σｉ １－ρ２ｉ ｄＷ^Ｈ( ｔ) Ｑ′]ꎬ因此

ｌｎ １
Ｚ ｉ(Ｔ)

＝ ｌｎ １
Ｚ ｉ( ｔ)

－ ∫Ｔ
ｔ
(σｒＢ( ｓꎬＴ)＋σｉρｉ)ｄＢＨｒ ( ｓ) Ｑ′－σｉ １－ρ２ｉ (Ｗ^Ｈ(Ｔ)－Ｗ^Ｈ( ｔ))－

∫Ｔ
ｔ
∫ｓ
０
(σｒＢ(ｖꎬＴ)＋σｉρｉ) ２ｄｖｄｓ－σ２ｉ(１－ρ２ｉ )(Ｔ２Ｈ－ｔ２Ｈ)ꎬ

所以
Ｐ(ＴꎬＴ)
Ｓｉ(Ｔ)

< １
Ｋ ｉ{ }⇔ ｌｎ Ｐ(ＴꎬＴ)

Ｓｉ(Ｔ)
<ｌｎ １
Ｋ ｉ{ }⇔ ｌｎ １

Ｚ ｉ(Ｔ)
<ｌｎ １
Ｋ ｉ{ }⇔

ｌｎ １
Ｚ ｉ( ｔ)

－ ∫Ｔ
ｔ
(σ ｒＢ( ｓꎬＴ) ＋ σ ｉρ ｉ)ｄＢＨｒ ( ｓ) Ｑ′ － σ ｉ １ － ρ ２ｉ (Ｗ^Ｈ(Ｔ) － Ｗ^Ｈ( ｔ)) －{

∫Ｔ
ｔ
∫ｓ
０
(σ ｒＢ(ｖꎬＴ) ＋ σ ｉρ ｉ) ２ｄｖｄｓ － σ ２ｉ(１ － ρ ２ｉ )(Ｔ２Ｈ － ｔ２Ｈ) < ｌｎ

１
Ｋ ｉ}⇔

∫Ｔ
ｔ
[σ ｒＢ( ｓꎬＴ) ＋ ρ ｉσ ｉ]ｄＢＨｒ ( ｓ) Ｑ′ ＋ σ ｉ １ － ρ ２ｉ (Ｗ^Ｈｉ (Ｔ) Ｑ′ － Ｗ^Ｈ( ｔ) Ｑ′) > α ｉ{ } ꎬ

其中

αｉ ＝ ｌｎ
１
Ｚ ｉ( ｔ)

－ｌｎ １
Ｋ ｉ
－ ∫Ｔ

ｔ
∫ｓ
０
(σｒＢ(ｖꎬＴ)＋σｉρｉ) ２ϕ( ｓꎬｖ)ｄｖｄｓ－σ２ｉ(１－ρ２ｉ )(Ｔ２Ｈ－ｔ２Ｈ) .

注意到

∫Ｔ
ｔ
[σｒＢ( ｓꎬＴ)＋ρｉσｉ]ｄＢＨｒ ( ｓ) Ｑ′＋σｉ １－ρ２ｉ (Ｗ^Ｈｉ (Ｔ) Ｑ′－Ｗ^Ｈ( ｔ) Ｑ′) ~Ｎ(０ꎬβ２ｉ )ꎬ

其中 β２ｉ ＝ ∫Ｔ
ｔ
∫ｓ
０
(σｒＢ(ｖꎬＴ) ２＋ρｉσｉ) ２ϕ( ｓꎬｖ)ｄｖｄｓ＋σ２ｉ(１－ρ２ｉ )(Ｔ－ｔ) ２Ｈꎬ令

ξｉ ＝
∫Ｔ
ｔ
[σ ｒＢ( ｓꎬＴ) ＋ ρ ｉσ ｉ]ｄＢＨｒ ( ｓ) Ｑ′ ＋ σ ｉ １ － ρ ２ｉ (Ｗ^Ｈｉ (Ｔ) Ｑ′ － Ｗ^Ｈ( ｔ) Ｑ′)

β ｉ
ꎬ

因此 ξｉ ~Ｎ(０ꎬ１)ꎬ所以

ＢＡＮＣ( ｔ)＝ Ｓ１( ｔ)Ｑ′
Ｐ(ＴꎬＴ)
Ｓ１(Ｔ)

< １
Ｋ１

ꎬＰ(ＴꎬＴ)
Ｓ２(Ｔ)

< １
Ｋ２{ } ＝Ｓ１( ｔ)Ｑ′ ξ１<

α１
β１

ꎬξ２<
α２
β２{ } ＝Ｓ１( ｔ)Ｎ α１β１ꎬ

α２
β２

ꎬθ′
æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

其中 θ′＝Ｃｏｖ(ξ１ꎬξ２) .

３　 结论

本文结合实际金融市场规律ꎬ在分形理论基础上ꎬ引入随机利率模型ꎬ在已有单个标的资产的研究基

础上ꎬ我们增加了一个与之具有一定相关性的标的资产ꎬ构成双标的资产的两值期权模型. 假设两种标的

资产价格分别服从具有相关性的分数布朗运动ꎬ并且采用拟鞅ꎬ改变计价单位的方法研究推导了具有相关

性的双标的型两值期权的定价公式.
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