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［摘要］ 改进了 )*+,-规则，给出了一个解极小 !$模问题的有效算法 (
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’ 引言
文［$—1］对极小 !$模问题!!

23,

!!

" $

# $ % $ &" ’{ (
（$ $$）

其中 &" )*+ ,
* ，* - ,，给出了一些算法 $但是这些算法有的要求（$ $$）非退化，有的计算量较

大，有的对退化可能引起的循环未加考虑 $本文对线性规划的 )*+,-规则作了修改，将其用于
（$ $$），形成了一个简单快速且不会循环的算法 $我们的算法依赖下列众所周知的结论 $
定理 ! 问题（$ $$）必存在基本最优解 $
定理 ( &" ’ (的解#"为（$ $$）最优解的充要条件是，存在 ./ $ $，/" 0（#"）’｛/#"/ ’

"，/ ’ $，⋯，,｝，与 ./ ’ 435,（#"/），/ % 0（#"）一起使（ .$，.!，⋯，.,）1 " )（&1）$

! 算法
我们观察到，（$ $$）的最优基中各个基向量的 !$模往往较大，故我们将 )*+,-的最小下标

选主元规则修改为最大 !$模选主元规则 $具体讲，就是在可以进基（出基）的向量中选 !$ 模最
大者进基（出基）$设 & ’（2$，2!，⋯，2,），!/

!!

’ 2

!!

/ $，/ ’ $，⋯，,，若!/$ $!/! $⋯$!/,
，令

#!/3 ’!/3 4（ 3 5 $），3 ’ $，⋯，, （! $$）

这样｛#!/｝有严格的顺序：#!/$ -#!/! - ⋯ -#!/,
$

算法 !
（$）用式（! $$）计算#!/，/ ’ $，⋯，,；对（&，(）用行主元 6+74489:;-+,消去法得初始基 6以
及65$（&，(）’（&2$&2!⋯&2,#(）；计算

./ ’ ’
*

3 ’ $
435,（#(3）&23/，/ ’ $，⋯，,；#7 ’ ’

*

3 ’ $
435,（#(3）#(3 ’ ’

*

3 ’ $

#(3 $

（上述计算中若出现#(3 ’ "，取 435,（#(3）’ $）
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（!）形成表格!! 及基变量下标集 "：

!! #
!$" !$! ⋯ !$% "&
’" ’! ⋯ ’% "

[ ]( #

!!" "&"

!!) "&)

’ "











(

，" #｛*"，*!，⋯，*)｝+

（#）若 ’, # "，,$ "，则由定理 !知 -*. #"&.，. # "，⋯，)，-, # $，,$ "为（" +"）的基本

最优解，停止；否则求 / 使
"!/ # %&’｛"!, 0 ’, 0 1 "，, $ "｝+

（(）置". # ’*.)*+,（ ’/）!$./，. # "，⋯，)，求

"# # %*,
"# .#)
｛

0"&. 0
". ". 1 $｝，

2 #｛.
0"&. 0
".

#"#，. # "，⋯，)｝，

"!*3 # %&’
.% 2
｛"!*.

*. % "｝+

（-）以!$3/ 为主元作换基运算，即计算

（!!43，"&43）#（!!3，"&3）5!$3/，

（!!4.，"&4.）#（!!.，"&.）6!$./（!!43，"&43），. # "，⋯，) 但 . & 3，

（ ’4，"(4）#（ ’，"(）7（)*+,（ ’/）6 ’/）（!!43，"&43）+
置 *3 # /，把（!!4.，"&4.），. # "，⋯，)，（ ’4，"(4）记为（!!.，"&.），. # "，⋯，)，（ ’，"(），转 !8 +
［例］ 求下列极小 /"模问题的一个最优解’’

%*,
’’

- "

9 + * + 6 -" 7 -! 7 "
( -- 6 .-/ # 6 "

6 "
! -" 7 -# 7 "

! -- 7 #-/ # #
.

-" 7 -( # 6













"

解 "!" # "#
!，
"!! # !，"!# # #，"!( # (，"!- # #

(，
"!/ # "/，

（!，&）#

6 " " $ $ "
( 6 . 6 "

6 "
! $ " $ "

! # #
.

" $ $ " $ $ 6













"

+

用行主元 0&1))23456&,消去法，第一行用 6 .作主元得
"
. 6 "

. $ $ 6 "
#! " "

.

6 7
.

#
. " $ "8

#! $ $

" $ $ " $ $ 6













"

+

第二、三行主元选 "，无需消去运算，计算 ’，"( 得
—!
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!! "

!
" # !

" # # # !
$% ! !

"

# &
"

$
" ! # !’

$% # #

! # # ! # # # !

# &
(

!
( ! # ! ’

!) !





















’
"

，$ "｛)，$，(｝%

选主元：& " !，"! " #，’ "｛%｝，( " %，主元!)%! " # &
"，换基运算得

!! "

# # !
!(

!
& # $

*) ! !
"

! # $
& # "

& # # !’
%" # #

# $
&

"
& ! !’

%" # # !

# ! # !
!(

!
& # ! $

*) !























’
"

，$ "｛)，!，(｝%

由 *+ # !，+ $ $ 知 ,) " !
"，,( " # !，,! " ,% " ,$ " ,* " #为基本最优解 %

! 有限步收敛性
以下把第" # !次换基运算后所得到的!!，$ 记为

!!（"）"

!)（"）!! !)（"）!% ⋯ !)
（"）
!- !)（"）.!

!)（"）/! !)（"）/% ⋯ !)
（"）
/- ".
（"）
/

*（"）! *（"）% ⋯ *（"）- "0（"













）

"

!)（"）! !)（"）% ⋯ !)
（"）
- !)（"）.

*（"）! *（"）% ⋯ *（"）- "0（"











）

，$（"）"｛1
（"）
! ，⋯，1

（"）
/ ｝%

相应的基记为 2（"），基本解记为 ,（"）%
引理 " 设第"次换基运算以!)

（"）
(& 为主元，则

（!）!)13
（"）"（#，⋯，#，!

3
，#，⋯，#）+，1（"）3 % $（"）时；

（"）*（"4!）
& " ,-./（ *（"）& ）；

（#）+ % $（"）& $（" 4 !）时，*（"4!）
+ " *（"）+ ；

（$）*（"）
1
（"）
3

" !或 # !，1（"）3 % $（"）时 %

证明 （!）成立是显然的 %
（"）!)（"4!）

(& "!)（"）(& 5!)（"）(& " !，故 *（"4!）
& " *（"）& 4（,-./（ *（"）& ）# *（"）& ）·!)

（"4!）
(& " ,-./（ *（"）& ）%

（#）+% $（"）& $（" 4 !），设 + " 1（"）3 %则 + ’ &，+ ’ 1（"）( ，( ’ 3，!)（"）(+ " #，!)（"4!）
(+ "

!)（"）(+ 5!)（"）(& " #，故 *（"4!）
+ " *（"）+ 4（,-./（ *（"）& ）# *（"）& ）!)

（"4!）
(+ " *（"）+ %

（$）由 *（!）
1
（!）
3

" ,-./（".（!）3 ），3 " !，⋯，/ 知" " !时成立 %假设"时成立 %

由 1（"4!）
( " & 以及（"），（#））知" 4 !时结论成立 %
引理 ! 设 *（"） "（ *（"）! ，*

（"）
% ，⋯，*

（"）
- ），!!
（"）
3 "（!)（"）3! ，!)

（"）
3% ，⋯，!)

（"）
3- ），则对("，有：

—$
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（ !（!），!"（!））# "
$

% ! "
!（!）
&
（!）
%

（#’（!）% ，!(
（!）
% ）)

证明 ! # "时，（ !（"），!"（"））# "
$

% ! "
#$%&（!(（"）% ）（#’

（"）
% ，!(
（"）
% ）!"

$

% ! "
!（"）
&
（"）
%

（#’（"）% ，!(
（"）
% ）)

假设! # * 时结论成立，第 * 次换基运算时主元为#+（ *）
,- ，则! # * . "时有

!（ * ."）
- # #$%&（ !（ *）

- ），（引理 "之（!））

（#’（ *）
, ，!(
（ *）
, ）/#+

（ *）
,-（#’
（ * ."）
, ，!(
（ * ."）
, ）# ’，

（#’（ * ."）
% ，!(
（ * ."）
% ）#（#’

（ *）
% ，!(
（ *）
% ）/#+

（ *）
%-（#’
（ * ."）
, ，!(
（ * ."）
, ），% $ , )

由引理 "之（"）及归纳假设得

"
$

% # "
!
&
（ *."）
%

（ * ."）（#’（ * ."）
% ，!(
（ * ."）
% ）# "

%$ ,
!（ *）

&
（ *）
%

（#’（ *）
% ，!(
（ *）
% ）/"

%$ ,
!（ *）

&
（ *）
%

#+（ *）
%-（#’
（ * ."）
, ，!(
（ * ."）
, ）

. !（ *）

&
（ *）
,

［（#’（ *）
, ，!(
（ *）
, ）/#+

（ *）
,-（#’
（ * ."）
, ，!(
（ * ."）
, ）］. #$%&（ !（ *）

- ）（#’
（ * ."）
, ，!(
（ * ."）
, ）

#（ !（ *），!"（ *））.［#$%&（ !（ *）
- ）/"

$

% # "
!（ *）

&
（ *）
%

#+（ *）
%- ］（#’
（ * ."）
, ，!(
（ * ."）
, ）

#（ !（ *），!"（ *））.（#$%&（ !（ *）
- ）/ !（ *）

- ）（#’
（ * ."）
, ，!(
（ * ."）
, ）

#（ !（ * ."），!"（ * ."））)
引理! 对 % # "，⋯，$，若!(（!）% $ ’，则 #$%&（!(（!）% ）# !（!）

&
（!）
%

)

证明 ! # "时，!（"）
&
（"）
%

# #$%&（!(（"）% ），结论成立 )

假设! # * 时结论成立，第 *次换基运算的主元为#+（ *）
,- ，记"

（ *）
% # !（ *）

&
（ *）
%
#$%&（ !（ *）

- ）#+
（ *）
%- ，% #

"，⋯，$，则! # * . "时有
（#）若 % # , 时有!(（ * ."）

, $ ’，由!(（ * ."）
, # (（ *）

, 0#+（ *）
,- 知!(
（ *）
, $ ’，由归纳假设知 #$%&（!(（ *）

, ）

# !（ *）

&
（ *）
,

，从引理 "之（!）知 !（ * ."）
- # #$%&（ !（ *）

- ），注意到"
（ *）
, 1 ’，!(（ *）

, 1 ’，&（ * ."）
, # - 有

#$%&（!(（ * ."）
, ）# #$%&（!(（ *）

, 0#+（ *）
,- ）# #$%&（#$%&（ !（ *）

- ）!(
（ *）
, 0"
（ *）
, ）# #$%&（ !（ *）

- ）# !（ * ."）
- # !（ * ."）

&
（ *."）
,

)

（!）若 % $ , 时有!(（ * ."）
% $ ’，（#）中已有!(（ * ."）

, # #$%&（ !（ *）
- ）!(
（ *）
, 0"
（ *）
, ，故

!(（ * ."）
% #!(（ *）

% /#+（ *）
%- #$%&（ !（ *）

- ）!(
（ *）
, 0"
（ *）
, # !（ *）

&
（ *）
%

［!(（ *）
% /"

（ *）
% !(
（ *）
, 0"
（ *）
, ］)

若"
（ *）
% 1 ’，由!(（ *）

% 0"
（ *）
% %!(

（ *）
, 0"
（ *）
, ，!(
（ * ."）
% $ ’知!(（ *）

% /"
（ *）
% !(
（ *）
, 0"
（ *）
, 1 ’ )

若"
（ *）
% & ’，由!(（ * ."）

% $ ’仍有!(（ *）
% /"

（ *）
% !(
（ *）
, 0"
（ *）
, 1 ’ )

这样由引理 "之（"）得
#$%&（!(（ * ."）

% ）# #$%&（ !（ *）
&
（ *）
%
）# !（ *）

&
（ *）
%

# !（ * ."）
&
（ *."）
%

)

引理

’’

" 2（!

’’）
" #!"（!）

’’

，且｛ 2（!

’’）
"｝递减 )

证明 设 3（!）#｛%!(
（!）
% $ ’，% # "，⋯，$｝，由 2（!）

&
（!）
%

#!(（!）% ，% # "，⋯，$，2（!）4 # ’，4(

5（!），知 "
%) 3（!）

#$%&（!(（!）% ）!(
（!）
%

’’

# 2（!

’’）
" )由引理 (，引理 )

’’

得

2（!

’’）
" # "

%) 3（!）
!（!）
&
（!）
%

!(（!）% # "
$

% # "
!（!）
&
（!）
%

!(（!）% #!"（!），

—*
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!!

!（!"!

!!）
! #"$（!"!） #"$（!）"（"#$%（ %（!）& ）’ %（!）& ）"(

（!"!）
) *

（!）若"(（!"!）
) #"(（!）) +#,（!）)& $ &，即"(（!）) $ &，由引理 ’及其证明过程知

"#$%（"(（!"!）
) ）# %（!"!）

-
（!"!）
)

# %（!"!）
& # "#$%（ %（!）&

!!

），

!（!"!

!!）
! #"$（!）"（! ’ %（!）& ）"(

（!"!）
) ."$（!）

!!

# !（!

!!）
! *

（"）若"(（!"!）
) #"(（!）) +#,（!）)& # &，即"(（!）) # &

!!

，则

!（!"!

!!）
! #"$（!）

!!

# !（!

!!）
! *!!

注 !（!"!

!!）
! #"$（!"!） #"$（!）

!!

# !（!

!!）
!%"(（!）) # &%"(（!"!） #"(（!）*

引理 ( ｛#/（!）｝不会循环 *
证明 反证法，为简单起见，设有循环

#/（! &） #/（) & &⋯） #/（) &） #/（!）*
显然以后将无限次重复上述过程 *由引理 *的注可知在循环过程中"$（!），"(（!）保持不变 *设

0 #｛1 在循环过程中 ,1 始终是基向量，!’ 1 ’ 2｝，
3 #｛1 在循环过程中 ,1 始终是非基向量，!’ 1 ’ 2｝*
4 #｛!，)，⋯，2｝+（ 0 ( 3），

令 ""5 # ,#%｛""1 1 ) 4｝*
假设 ,5 在第 6 次换基运算后变为基向量，由选主元规则应有

%（ 6）
5 7 !， %（ 6）

1 ’ !，当""1 7""5 时 *

由于循环，必有#/（ 6 " )）##/（ 6），第 6 " )次换基运算中 ,5又要进基，故存在 8满足 6 . 8 .
6 " ) 使,5在第 8次换基运算时首次出基 *由于 ,5在9（ 6 " !），⋯，9（ 8）的交集中，由引理 !知

%（ 8）
5 # ⋯ # %（ 6 "!）

5 # "#$%（ %（ 6）
5 ）*

设第 8 次换基运算时主元为#,（ 8）
)& ，故 -（ 8）

) # 5，,& 进基 *显然

#
（ 8）
) # %（ 8）

-
（ 8）
)
"#$%（ %（ 8）

& ）#,
（ 8）
)& 7 & *

另外，若有 :$ )，-（ 8）
: ) 4使#

（ 8）
: # %（ 8）

-
（ 8）
:
"#$%（ %（ 8）

& ）#,
（ 8）
:& 7 &，由于"(（ 8）

: # &（ -8:) 4时）以及""-
（ 8）
:

7""-
（ 8）
)
知不应有 ,-

（ 8）
)

# ,5出基，因而必有#
（ 8）
: # %（ 8）

-
（ 8）
:
"#$%（ %（ 8）

& ）#,
（ 8）
:& ’ &，:$ )且 -（ 8）

: ) 4时，

定义 ; #（;!，;)，⋯，;2）
-如下：

;-
（ 8）
:

# ’ "#$%（ %（ 8）
& ）#,
（ 8）
:& ，: # !，⋯，<，

;& # "#$%（ %（ 8）
& ），

;1 # &，其他 1 *
对这个 ; 有

/; # 9（ 8）9（ 8）’!/; # 9（ 8）（#,（ 8）
! ，#,
（ 8）
) ，⋯，#,

（ 8）
2 ）; # "#$%（ %（ 8）

& ）9（ 8）（’#,（ 8）
& "#,（ 8）

& ）#
& *

*
2

1 # !
"#$%（ %（ 8）

1 ）;1 # ’*
<

: # !
"#$%（ %（ 8）

-
（ 8）
:

）"#$%（ %（ 8）
& ）#,（ 8）

:& " !

# ’ "#$%（ %（ 8）
& ）*

<

: # !
%（ 8）
-
（ 8）
:

#,（ 8）
:& " !

—(
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! " #（ $）
% & ! ’ "，

#$%&（ #（ $）
( ）)( ! " #（ $）

*
（ $）
+
#$%&（ #（ $）

% ）!,（ $）
+% ’ "，

#$%&（ #（ $）
% ）)% ! !，

#$%&（ #（ $）
*
（ $）
-

）)*
（ $）
-

! " #（ $）
*
（ $）
-
#$%&（ #（ $）

% ）!,
（ $）
-% " "，*（ $）

- # . 且 - $ +，

#$%&（ #（ $）
/ ）)/ ! "，其他 / # . 0

由引理 ’及上面各式得

%
1

/ ! !
#（ 2）
/ )/ "%

1

/ ! !
#$%&（ #（ $）

/ ）)/ !（ #（ 2）
*
（ 2）
!
，#（ 2）

*
（ 2）
’
，⋯，#（ 2）

*
（ 2）
3
）4（ 2）"!5) "%

1

/ ! !
#$%&（ #（ $）

/ ）)/ 6 " 0

另一方面，#（ 2）
/ ! #（ $）

/ ! #$%&（ #（ $）
/ ），/# 7（引理 !），)/ ! "，/# 8（)的定义），#（ $）

( ! #$%&（ #（ 2）
( ），

#（ 2）
( 6 !， #（ 2）

/ & !，/ # .，因而

%
1

/ ! !
#（ 2）
/ )/ "%

1

/ ! !
#$%&（ #（ $）

/ ）)/ ! %
/# 7
（ #（ 2）

/ " #$%&（ #（ $）
/ ））)/ &%

/#8
（ #（ 2）

/ " #$%&（ #（ $）
/ ））)/

&%
/# .
（ #（ 2）

/ #$%&（ #（ $）
/ ）" !）#$%&（ #（ $）

/ ）)/

!（ #（ 2）
( #$%&（ #（ 2）

( ）" !）#$%&（ #（ $）
( ）)( & %

/# . (｛(｝
#（ 2）
/ #$%&（ #（ $）

/ ）"( )! #$%&（ #（ $）
/ ）)/

&（ #（ 2）
( #$%&（ #（ 2）

( ）" !）#$%&（ #（ $）
( ）)( ’ " 0

这个矛盾说明引理 )结论成立 0
定理 ! 算法!必有限步终止 0
证明 由引理 !之（!）及引理 *，在算法 !中只能出现有限个不同的!5，若算法不有限步

终止，则必出现循环，这与引理 )矛盾 0
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