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［摘要］ 给出了紧致度量空间上连续自映射的周期点集具有局部度量稳定性的必要条件和充分条件 (
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本文中，若不特别说明，（!，"）恒为紧致的度量空间，# - !! ! 为连续满射，记作 #"
$%（!，!），# 的周期点集记为 &（ #）’
定义 ! 设 #"$%（!，!），(#!，#（(）#( ’若对于$!. "，$)"(，存在 ) 的邻域 *（ )），

使得直径 /012（ #+（*（)）%(））3!，$+&"，则称 ( 对 # 具有局部度量稳定性；若对于$)"
(，存在!. "，对 ) 的任意邻域 *（)），存在 + . "，使 /012（ #+（*（)）%(））&!，则称 ( 对 # 具有
局部度量不稳定性 ’
定义 " 设 #"$%（!，!），’为 # 的不变的紧致集，’#!，若 # 4’与单边符号空间", 的

转移自映射#, 拓扑半共轭，即存在$：’!", 为连续满射，使$(# 5#($，则称’为 # 的 , 阶伪
移位不变集；又若$%"",，$

6 %（%）有限，则称’为 # 的 , 阶半伪移位不变集 ’
定义 # 设 #"$%（!，!），若对于$!. "，存在&. "，使得 # 的任一&伪轨｛-"，-%，⋯，-.，

⋯｝能被一点 -!跟踪，即 "（ #/（-），-/））3!，") /) 7 8，则称 # 具有伪轨跟踪性质 ’
定理 ! 设（!/，"/）为紧致的度量空间，#/"$%（!/，!/），/ 5 %，! ’则 &（ #% 9 #!）对 #% 9 #! 具

有局部度量稳定性的充要条件是 &（ #/）对 #/ 具有局部度量稳定性，/ 5 %，! ’
证明 首先证明：&（ #% 9 #!）5 &（ #%）9 &（ #!）’事实上，$（ )%，)!）"&（ #%）9 &（ #!），有 )/

"&（ #/），设 )/ 的周期为 ./，/ 5 %，!，令 . 5［ .%，.!］，则 #./（ )/）5 )/ ’从而（ #% 9 #!）.（ )%，)!）5
（ #.%（)%），#.!（)!））5（)%，)!），故（)%，)!）"&（ #% 9 #!），&（ #%）9 &（ #!）#&（ #% 9 #!）’反之，若（ )，

0）"&（ #% 9 #!），设（)，0）的周期为 .，则（ #% 9 #!）.（ )，0）5（ #.%（ )），#.!（ 0））5（ )，0），从而 #.%
（)）5 )，#.!（0）5 0，即 )"&（ #%），0"&（ #!），（ )，0）"&（ #%）9 &（ #!）’故 &（ #% 9 #!）#&（ #%）9
&（ #!），从而 &（ #% 9 #!）5 &（ #%）9 &（ #!）’
充分性 $（)%，)!）"&（ #% 9 #!），由于 &（ #% 9 #!）5 &（ #%）9 &（ #!），则 )%" &（ #%），)!"

&（ #!）’由已知，&（ #/）对 #/ 具有局部度量稳定性，/ 5 %，!，即$!. "，存在 )/ 的邻域 *（ )/），使

/012（ #+/（*（ )/）% &（ #/）））3!，$+&"，/ 5 %，!，于是 /012（（ #% 9 #!）+（（ *（ )%）9 *（ )!））%
&（ #% 9 #!）））5 /012（（ #% 9 #!）+（（ *（ )%）% &（ #%））9（ *（ )!））% &（ #!）））5 /012（ #+%（ *（ )%）%
&（ #%））9 #+!（*（)!）%&（ #!）））)/012（ #+%（*（ )%）%&（ #%）））7 /012（ #+!（*（ )!）%&（ #!）））3 !!，
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!!"! "
故 #（ $" # $$）对 $" # $$具有局部度量稳定性 "
必要性 !%&##（ $&），& % "，$，由 #（ $"）# #（ $$）% #（ $" # $$），有（ %"，%$）##（ $" # $$），由

已知，#（ $" # $$）对 $" # $$ 具有局部度量稳定性，即!!& !，存在（ %"，%$）的邻域 ’（ %"，%$），使
得 ’()*（（ $" # $$）!（’（%"，%$）$#（ $" # $$）））+!，!!"! "对 ’（ %"，%$）%(" # ($，存在 %"，%$
的邻域 ’（%"），’（ %$）使 ’（ %"）# ’（ %$）% ’（ %"，%$）"从而!& ’()*（（ $" # $$）!（ ’（ %"，%$）$
#（ $" # $$）））"’()*（（ $" # $$）!（’（ %"）$ #（ $"）#（’（ %$）$ #（ $$））））% ’()*（（ $!"（ ’（ %"）$ #
（ $"））#（ $!$（’（%$）$#（ $$）））"*),

& % "，$
｛’()*（ $!&（’（%&）$#（ $&）））｝，!!"! "故 #（ $&）对 $& 具有局

部度量稳定性，& % "，$ "
文［"］指出，对于线段连续自映射和圆周连续自映射 $，#（ $）对 $ 具有局部度量稳定性的

充要条件是 $ 无马蹄，而 $ 有马蹄等价于存在 ! & !，$! 有 ) 阶伪移位不变集［$］，下面将文［"］
的结果推广到一般紧致度量空间上 "
引理 !［"］ 设 $#*+（(，(），则 $ 有 ) 阶伪移位不变集的充要条件是存在 ( 上的两两非交

的紧致子集 ,!，,"，⋯，,) - "满足 $（,-）&’
) - "

& % !
,&，- % !，"，⋯，) - " "

引理 # 设 $#*+（(，(），若存在 ! & !，$! 有 ) 阶半伪移位不变集(，. % $! .(，"是 . 与

#之间的拓扑半共轭，则"
- "（#（#））% #（.）"

证明 显然 #（.）%"
- "（#（#）），只要证 #（.）&"

- "（#（#））"由文［$］的证明，!$ /（ &!，

&"，⋯）#%) ，设 ,$ % $
/

0 % !
. - 1（,&1
），设( % ’

$#%)

,$，且!2#,$，"（2）%$，下面分三步完成证明 "

（"）!$#%)，!2#,$，"（2）%$，则 2#"
- "（$），故 ,$%"

- "（$）"反之，设 2#"
- "（$），

则"（2）%$，又 2#(，则存在&#%)，使 2#,&，从而"（ 2）%$%&，故 2#,$，即"
- "（$）%

,$，从而"
- "（$）% ,$，!$#%) "

（$）由［0］的引理 "，.（$
)

1 % !
. - 1（,&1
））% .（,&!$$

)

1 % "
. - 1（,&1
））% .（,&!$ . - "（$

)

1 % "
. - 1 1 "（,&1

）））

% .（,&!
）$$

)

1 % "
. - 1 1 "（,&1

）% .（,&!
）$,&"$$

)

1 % $
. - 1 1 "（,&1

）% ,&"$$
)

1 % $
. - 1 1 "（,&1

）（因 .（,!）&,&"
）

%$
)

1 % "
. - 1 1 "（,&1

）% $
) - "

1 % !
. - 1（,&1 1 "
）"从而 .（,$）% .（$

/

1 % !
. - 1（,&1
））%$

/

1 % !
. - 1（,&1 1 "
）% ,#（$）"

（0）!2#"
- "（#（#）），存在$# #（#），2#"

- "（$）% ,$，设$的周期为 3，由 .（ ,$）%
,#（$），有 .3（,$）% ,$3（$）% ,$，由已知 ,$ %"

- "（$）有限，从而 .3 . ,
$
是一一映射，即 ,$ %

"
- "（$）%#（.），故"

- "（#（#））%#（.），从而"
- "（#（#））% #（.）"

定理 # 设 $#*+（(，(），#（ $）对 $ 具有局部度量稳定性，则!! & !，$! 没有 ) 阶半伪移
位不变集 "
证明 假设存在 !! & !，$!!有 ) 阶半伪移位不变集(，令 . % $!! .(，"是 . 与#之间的拓

扑半共轭，则!$#%)，"
- "（$）有限 "若$##（#），则总存在两两相异的周期点列$3)$（ 3)

/）"若 %3#(，"（%3）%$3，由引理 $，"
- "（#（#））% #（.），从而 %3##（ .），由于｛%3｝3#$为无

限集，必存在收敛的子列｛#3-
｝，设其收敛到点 %，由"的连续性，"（ %3-）)"（ %）（ -)/）"又

"（%3-）%$3-)$，故"（%）%$，再由引理 $，%##（.）"%) %｛$%（ 4!，4"，⋯）. 4&#｛!，"，⋯，) -
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!｝｝是紧致度量空间，其中度量!定义如下：设"!（""，"#，⋯），#!（#"，##，⋯）

!（"，#）!
"，"!#；
#
$ $，"!#，$ 是使 "$!#$ 的最小正整数{ %

由于 &（ ’）对 ’ 具有局部度量稳定性，则 &（(）对 ( 具有局部度量稳定性，即"$% "，对上
述 )#&（(）），存在 ) 的邻域*（&），使得 &’()（(+（*（&）$&（(）））*$，"+%" %由于 *（&）中

必存在 ),-#&（ (）满足%（ ),-）!%（ )），设!（%（ ),-），%（ )））! #
$ $，$ 为正整数，则!（&

$ + #

（%（),-）），&
$ + #（%（)）））! #

$，而%&($ + # !&$ + #&(，从而!（%&($ + #（),-），%&($ + #（)））! #
$，但是

),-，)#*（)）$&（(），.（ ($ + #（ ),-），(
$ + #（ )））*$，$可以任意小，这与%的连续性矛盾，从而

假设不成立，故"+ % "，’+ 没有 / 阶半伪移位不变集 %
系 ! 若存在 +# % "，’+## 有 /#阶半伪移位不变集，或存在 +$ % "，’+$$ 有 /$ 阶半伪移位不

变集，则 &（ ’# , ’$）对 ’# , ’$不具有局部度量稳定性 %
证明 由定理 #和定理 $的逆否命题即得 %
引理 "［#］ 设 ’#01（2，2），’ 具有伪轨跟踪性质，固定$% "和’% "，使得任一’伪轨能

被一点 3$跟踪，若存在 3"，3##2，.（3"，3#）% -$，且存在 +#$，对于 4，-#｛"，#｝，存在从 34
到 3- 的长为+ . #的’链 04-，则 ’+ 具有二阶伪移位不变集 %
定理 " 设 ’#01（2，2），’ 具有伪轨跟踪性质，若对任意整数 / % "，’/ 没有二阶伪移位不

变集，则 &（ ’）对 ’ 具有局部度量稳定性 %
证明 假设 &（ ’）对 ’ 不具有局部度量稳定性，则存在$" % "和 )#&（ ’），对 ) 的任意邻

域 *（)），存在 + % "，使 &’()（ ’+（*（)）$&（ ’）））%$"，取$/ " *$* #
-$"，因 ’ 具有伪轨跟踪性

质，对上述$% "，取’% "，使得任一’伪轨被任一 3$跟踪 %取 *（)）的直径小于’，则存在 $ %
"，使得 &’()（ ’$（*（&）$&（ ’）））% -$%从而存在 5"，5##*（ )）$&（ ’），.（ ’$（ 5"），’$（ 5#））% -$
且 .（5"，5#）*’%令 3" ! ’$（5"），3# ! ’$（5#），则 .（3"，3#）% -$，不妨设 ’+（ 5"）! 5"，’,（ 5#）! 5#
且 "’ $ * )’0｛+，,｝%由于 .（ ’（ ’+ + $ + #（ 3"）），’, + $（ 3#））! .（ ’+ + $（ 3"），’, + $（ 3#））! .（ ’+ + $

（ ’$（5"）），’, + $（ ’$（5#）））! .（ ’+（ 5"），’,（ 5#））! .（ 5"，5#）*’，.（ ’+ + $（ 3"），’（ ’, + $ + #（ 3"）））!
.（5"，5#）*’，故可构造从 34 到 3- 的’链 04-如下，4，-#｛"，#｝：

03" 3"
!｛3"，’（3"），⋯，’+ + $ + #（3"），’, + $（3#），’, + $ . #（3#），⋯，’, + $ . $（3#），

’（3#），⋯，’, + $ + #（3#），’+ + $（3"），’+ + $ . #（3"），⋯，’+ + $ . $（3"）｝；
03" 3#

!｛3"，’（3"），⋯，’+ + $ + #（3"），’, + $（3#），’, + $ . #（3#），⋯，’, + $ . $（3#），

’（3#），’$（3#），⋯，’,（3#）｝；
03# 3"

!｛3#，’（3#），⋯，’, + $ + #（3#），’+ + $（3"），’+ + $ . #（3"），⋯，’+ + $ . $（3"），

’（3"），’$（3"），⋯，’+（3"）｝；
03# 3#

!｛3#，’（3#），⋯，’, + $ + #（3#），’+ + $（3"），’+ + $ . #（3"），⋯，’+ + $ . $（3"），

’（3"），⋯，’+ + $ + #（3"），’, + $（3#），’, + $ . #（3#），⋯，’, + $ . $（3#）｝%
并且 03" 3"

! 03" 3#
! 03# 3"

! 03# 3#
! + . , . # %由引理 1，’+ . ,具有二阶伪移位不变集，

这与已知条件矛盾，从而假设不成立，故 &（ ’）对 ’ 具有局部度量稳定性 %
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系 ! 设 !! "#（$，$），! 具有伪轨跟踪性质，%（ !）"&，若 "’（ !）! ’（ !）或 ’（ !）!
(%（ !），则 %（ !）对 ! 具有局部度量稳定性 )
证明 由文［"］的定理，若 ! 具有伪轨跟踪性质，则存在 * # $，!* 有伪移位不变集等价于

"’（ !）"’（ !），也等价于 ’（ !）"(%（ !），结合定理 %，即得 )
另外，对 %（ !）的局部度量不稳定性，还有以下结论 )
定理 " 设 !!"#（$，$），则%（ !）对 ! 具有局部度量不稳定性的充要条件是 %（ !）对 ! 具

有局部度量不稳定性 )
证明 充分性 #+!%（ !），对 + 的邻域 ,（+），存在 -!%（ !）和 - 的邻域 ,（-），使 ,（-）

$,（+），由于 %（ !）对 ! 具有局部度量不稳定性，存在!$ # $和 * # $，使 &’()（ !*（,（ -）%%
（ !）））&!$，而%（ !）’%（ !），,（ +）’ ,（ -），从而 &’()（ !*（ ,（ +）% %（ !）））&&’()（ !*（ ,（ -）%
%（ !）））&!$，故%（ !）对 ! 具有局部度量不稳定性 )
必要性 由于%（ !）对 ! 具有局部度量不稳定性，#+!%（ !）$%（ !），存在!$ # $，对于 +

的任意邻域 ,（+），存在 * # $，使得 &’()（ !*（ ,（ +）% %（ !）））&!，即存在 +*，++! ,（ +）%

%（ !），.（ !*（+*），!*（++）&!$ )由 !* 的连续性，取定正数", *
%!$，则存在"$ # $，使 ,"$

（ +/）!

｛0!$ - .（0，+/）,"$｝$,（%）且 !*（,"$
（+/））$,"（ !*（+/）），/ ! *，+，任取 -/!,"$

（ +/）%%（ !），

/ ! *，+ )则 .（ !*（-*），!*（-+））&.（ !*（ +*），!*（ ++））. .（ !*（ +*），!*（ -*））. .（ !*（ ++），!*（ -+））

#!$ .
+
%!$ #

*
%!$，故 &’()（ !*（,（+）%%（ !）））# *

%!$，从而 %（ !）对 ! 具有局部度量不稳定性 )

定理 # 设 $ 为无限集，!!"#（$，$），! 拓扑可迁且%（ !）! $，则 %（ !）对 ! 具有局部度量
不稳定性 )
证明 由文［/］和已知条件，! 敏感依赖于初始条件，从而%（ !）对 ! 具有局部度量不稳定

性，由定理 "，%（ !）对 ! 具有局部度量不稳定性 )
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