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具特定奇点分布的一个三次系统
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［摘要］ 给出了一个具体的三次系统，它的有限远奇点中有四个构成一凹四边形，三个外顶点为焦点，而另一

个内顶点为鞍点 (这是二次系统所不能出现的结构 (这一具体实例证明了文［#］中的一个猜测 (

［关键词］ 奇点；二次系统；三次系统；)*+,-./0--定理

［中图分类号］1#$2(#；［文献标识码］3；［文章编号］#""#!’4#4（!""#）"!!""#&!"!

! 引言
叶彦谦在文［#］中讨论了一个类似于二次系统的三次系统：
!" 5 6 # 7!" 7 $"! 7 %"# 7 &#! 5 ’!（"，#）
!# 5 "（# 7 (" 7 )"! 7 *#）5 +8（"，#{ ）

（#）

当 ) 5 "时（#）就是一般的二次系统 ,文中分析了系统（#）与二次系统的奇点分布的异同 ,
并且给出了（#）中系数的一些具体数值例子 ,一方面，它们所具有的奇点分布与二次系统有着
明显的不同 ,譬如，此类三次系统中两个指标 7 #，两个指标 6 #的奇点可以构成一个凹的四边
形 ,但根据 )*+,-./0--定理［!］,这种结构在二次系统中是不可能出现的 ,另一方面，此类三次系
统的奇点分布与二次系统又有一定的相似 ,文［#］中给出这样一个例子，它的四个奇点构成一
个凹的四边形，其中三个外顶点指标为 7 #，且两个为焦点，一个为结点，另一个内顶点指标 6
#，为鞍点 ,二次系统中也会出现这种结构 ,但如果三个外顶点均为焦点，这在二次系统中就不
可能，因此任何二次系统最多只能有两个焦点型奇点，见文［!］,文［#］中猜测，对于（#）这种结
构有可能实现，但未能给出具体的例子 ,下面一节我们将给出这样一个具体例子 ,

" 具有三个焦点包围一个鞍点的结构的系统
考虑系统：

!" 5 6 # 7 " 6 2
& "! 7 !"# 6 #! 5 ’（"，#）

!# 5 "（# 6 8
#" "

! 7 !#）5 +（"，#{ ）

（!）

将 ’（"，#）5 "与 # 6 8
#" "

! 7 !# 5 "消去 # 得：

—&#
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! !!""# $ % !&"’ ( & !)"& $ % * ! ! （’）
通过数值计算，可得出（’）的四个实根的近似值：

"% * ! !+,,，"& * & !’#’)，"’ * $ ! !))"%，"# * %! !+-!" !

相对应的 #$ *
’
&! "

&
$ $

%
&，可计算得：

#% * $ ! !#!"-，#& * ! !’&’,，#’ * $ ! !#)’%，## * %- !,-") !

图 ! 奇点分布图

因此 %%（! !+,,，$ ! !#!"-），%&（& !’#’)，! !’&’,），%’（ $ ! !))"%，
$ ! !#)’%），和 %#（%! !+-!"，%- ! ,-" )）为系统（&）在抛物线 % $
’
%!"

& ( &# * !上的四个奇点 !此外（&）在 # 轴上还有两个奇点

&（!，!），’（!，$ %）!所以（&）共有六个奇点 !它们的分布如图 %
所示 !
由于 ’，%%，%&在双曲线 (（ "，#）* !的同一支上依次排

列，且 %%在第四象限，故 !，’，%&，%%构成一个凹四边形 !
对于 &（!，!），其线性部分的特征方程为
% $! $ %
% ! $!

*!& $!( % * !，特征根!%，& * !% . ’/
& ，

所以 & 为不稳定焦点 !
对于 ’（!，$ %），特征方程为
$ % $! %
$ % ! $!

*!& (!( % * !，特征根!%，& * !$ % . ’/
& ，

所以 ’ 为稳定焦点 !
对于 %&（& !’#’)，! !’&’,），特征方程为
$ % !&,%, $! ’ !!’"#
$ ’ !&")& # !-,+ $!

*!& $ ’ !#!)&!( # !!!+- * !，特征根

!%，& *
’ !#!)& . # !! #’)/

& ，所以 %&为不稳定焦点 !

图 " 三个焦点包围一个鞍点的结构图

对于 %%（! !+,,，$ ! !#!"-），特征方程为
$ ! !,!#& $! % !’")&
$ ! !’+,! % !)+- $!

*

!& $ ! !++%,!$ ! !+# * !，
特征根!%!& * $ ! !+# 0 ! !所以 %%为鞍点 !
综上所述，& 为不稳定焦点，’ 为稳定焦点，

%&为不稳定焦点，%% 为鞍点 !其相应于文［%］中
图 ’（’）的结构如图 & !因此文［%］中猜测得以
证实 !
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