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!!+,-./012!连通图的一个充分条件
邵叶红，徐敏

（南京师范大学数学与计算机科学学院，南京，!#""$%）

［摘要］ 证明了下面的结论：设 "是 #阶（ $ % ! % !）!连通图，"! 为 "的部分平方图，$ " !，而（&#，&!，⋯，

&$%#）是 $’345序列 (若对于每个 )# *$%#（"!），在 "中有$
$%#

+ , #
&+!+（)）- # % !，则 "是 !’+,-./012!连通图 (

［关键词］ !6+,-./012!连通图；插点方法；345序列；部分平方图

［中图分类号］7#*%)*；［文献标识码］8；［文章编号］#""#!&(#(（!""#）"&!"""%!"*

! 引言
本文只讨论有限简单图，文中未加定义的概念与记号，可见［#］(
设 "为图，!是非负整数 (若对满足 . , !的任意集合.（% /（"）），总有 "’.是+,-./012

!连通图，则称 " 为 !’+,-./012’ 连通图 (
设｛0#，0!｝% /（"），令
1（0#，0!）,｛2 2 # 3（0#）& 3（0!），3（2）% 3（0#）’ 3（0!）’｛0#，0!｝｝(

"的部分平方图 "! 是满足下列条件的图：/（"!）, /（"），且 4（"!）, 4（"）’
｛0# 0! 0# 0!( 4（"），且 1（0#，0!）) 5｝(

设 6 - #为整数，令 *6（"）,｛7 7 是 " 的独立集， 7 , 6｝(
设 7为图"的独立集，如果存在｛8#，8!｝% 7，使得 9.:0（ 8#，8!）, !，则称 7为本质集，其中

9.:0（ 9，8）表示 9 与 8的距离 (设 6 - #是整数 (记 *（ :）
6 （"）,｛7 7是"的本质集， 7 , 6｝(

设 ;% /（"），且 ; , 6 (对任意 +#｛"，#，⋯，6｝，令 .+（;）,｛9 9# /（"）， 3（ 9）&
; , +｝，!+（;）, .+（;） (这是文［!］中给出的邻域交的概念 (设 )，; 为 /（"）的子集，令
9.:0（)，;）, -.2｛9.:0（2，9） 2 # )，9 # ;｝并令

3+（;）,｛9 9 # /（"），9.:0（ 9，;）, +｝（ + , "，#，⋯，6），

#（;）, 3"（;）’ 3#（;）’ 3!（;） , ｛9 9 # /（"），9.:0（ 9，;）* !｝ (
对于上述记号，在涉及到另一图 "< 时，将在记号上加撇来表示 (
对于整数 $ " !，非负有理数序列（&#，&!，⋯，&$%#）称为 $’345序列，如果
（#）&#* #，
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（!）对于满足!
!

" # "
$"" % & "的任意的 $"，$!，⋯，$!#｛!，#，⋯，% & "｝，有!

!

" # "
（’$" ( "）" " )

$%&* 序列首次出现在文［#］)
关于 +*’()*+,-.* 连通图，已有的一个充分条件如下：
定理 !［/］ 设 , 是（% & " & +）!连通图，% $ !，而（’"，’!，⋯，’%&"）是 %*$%&序列 )若对

于每个 - # .%&"（ /）（,），在 , 中有!
%&"

$ # "
’$+$（-）0 1（-）& +，则 , 是 +*’()*+,-.* 连通图 )

问题 ! 设 , 是（% & " & +）* 连通图，% $ !，而（’"，’!，⋯，’%&"）是 %*$%&序列 )若对于

每个 - # .%&"（,%），在 , 中有!
%&"

$ # "
’$+$（-）0 1 & +，则 , 是 + ( ’()*+,-. ( 连通图 )

! 有关引理
设 ,是 1阶连通的非 ’()*+,-.图，2是,的一个极大圈，3是, ( 4（2）的一个分支 )设 5

# 2（ 6，67），如果存在某个顶点 8# 2［ 67，6），使得｛8，8&｝& 9（5），则 5称为2上关于2（ 6，
67）的可插点（简称 5 是可插点）)我们有下列引理 )
引理 !［0，1］ 设｛6，67｝& 92（3）)若 2（ 6，5）（& 2（ 6，67））中的所有顶点都是可插点，则
（"）存在一条（5，6）路 :，使得 4（:）# 4（2）；
（!）5 ’ 92（3），从而在 2（ 6，67）中存在第一个不可插点 ; )且若 8# 9（;）( 2［ 67，6），
则 8&’ 9（;）)
设 42 #｛6"，6!，⋯，6<｝& 92（3）（<$ !），-2 #｛;"，;!，⋯，;<｝是 42 关于3的第一个

不可插点集合 )
引理 "［0，1］ 对于任意｛$，"｝&｛"，!，⋯，<｝，如果 =$ # 2（ 6$，;$］，=" # 2（ 6"，;"］，有
（"）不存在（=$，="）* 路>，使得 > 上所有内点不在 4（2）上；
（!）不存在 8 # 2（=$，6"），使得｛="8，=$8&｝& ?（,）)
引理 #［0，1］ 若 5 # 92（3），则 5&’ 92（3）；
引理 $［0，1］ 如果 5# 92（3）2｛6$｝，$#｛"，!，⋯，<｝，则对于任意 ;# 2（ 6$，;$），5& ;’

?（,）)

任取 ;3# 4（3），设 - #｛;3，;"，;!，⋯，;<｝，@- #)
<

$ # "
2［;$，6$&"］，A- # 4（,）2 @-，有

引理 %［0，1］ - # .<&"（,），A- & B3（-）) B"（-），A- ( 93（-）#｛;3｝)
对于 -，设 2［ C"，C!）& 2［;D，6D&"］（ D #｛"，!，⋯，<｝），如果（"）2（ C"，C!）( B3（-）# E，

（!）C" # 9!（-）) -，C!# B3（-）)｛6 &D&"｝，则 2［ C"，C!）称为 45*区间 )45*区间2［ C"，C!）称
为简单的，若 2（ C"，C!）& B"（-）)
引理 &［0，1］ 设 2［ C"，C!）（& 2［;D，6D&"］，对某个 D#｛"，!，⋯，<｝）是 45*区间 )则下列结

论成立：

（"）设 F$ # 9（;$）( 2（ C"，C!）（ $ #｛3，"，!⋯，<｝），则 FD，FD("，，⋯，F"，F<，F<("，⋯，

FD&"，F3（其中可能有的是空集）在 2（ C"，C!）中构成相继的子路，它们仅可能在端点公共 )并
且对 $ #｛3，"，!，⋯，<｝2｛D｝，有 F$ " "；
（!）设 G" # 2（ C"，C!）( B"（-），G! # 2（ C"，C!）2 G" #｛8"，8!，⋯，8!｝，8"# B$"（-）（ "#
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｛!，"，⋯，!｝）"则
（#） #! $ #" % &［ ’!，’"） ( ! "

（$）)!，)"，⋯，)! !｛"，%，⋯，* $ !｝，"
!

+ % !
)+ # * $ ! "

引理 !［&，’］ 设 ,- %｛.)!，.)"，⋯，.)-$!｝$ ,，)!，)"，⋯，)- $!!｛(，!，⋯，*｝"若 &上有!个
简单 &,-/ 区间，则对于 -/)*+/ 序列（0!，0"，⋯，0-$!）有：

"
- $!

) % !
0)1)（,）# 2（,-）(" ( 3"（,-）% 4,-

(!，

其中当 .(! ,- 时，" % !；否则" % ( "
引理 "［,］ , ! 5*$!（6&）"
引理 #［-］ 设 67为图，8$ 9（67），且 6 % 67 ( 8 "若 #! 5:（67）&），且 #$ 9（6），则

对于每个｛’)，’+｝$ #，有（9（6）. 376（8））% ;（ ’)，’+）% <，从而当 376（8）% ;（ ’)，’+）%
<（对于任意｛’)，’+｝$ #）时，有 # ! 5:（6&）"

$ 定理 $的证明
本文论及的圈 &或路=，总假定被指定了一个方向 "设 .! 9（&），分别用 .$ 和 .( 表示 &

上沿其方向 . 的后继点和前承点，类似地有 .$ $，.( ( 等 "
定理 $的证明 用反证法 "假设 6满足条件，但不是 1//#012345/连通图，即存在某个 >$

9（6），使得 > % 1，且 67 % 6 ( >不是/#012345/连通图，则存在｛?!，?"｝$ 9（67），使得 67
中最长的（?!，?"）/ 路 = 不是 /#012345路 "其起点为 ?!，终点为 ?" "
设 @是67 ( 9（=）的一个分支 "在 67上添加新顶点A，新边 ?!A，?"A，设所得的图为 6B，

则 & % =［?!，?"］A?!是 6B的极大圈，但不是 6B的/#012345圈 "取其方向与 =一致，易见 @也
是 67 ( 9（&）的分支 "
于是可设 3B&（@）% 37=（@）% 3=（@）%｛C!，C"，⋯，C*｝，且设 C!，C"，⋯，C*依次排列于

&上，在 6B的&上用插点的方法对分支@进行插点，’, %｛.!，."，⋯，.*(!｝是基于 3B&（@）的
3B&（@）.｛C*｝的第一个不可插点集合 "
下面将证明一系列断言，最后得到矛盾 "
断言 % 不存在 , $’,，使得 , ! 5D$!（6&）"
用反证法 "假设存在 , $’,，使得 , ! 5D$!（6&）（由于 6 是（D $ " $ 1）/ 连通图，则 * (

!( D $ !，故’, 中存在 D $ !个顶点的独立集）"则由 67 % 6 ( >，对于 )!｛(，!，⋯，D $ !｝便

有 1)（,）% 17)（,）$ E)，且 1 %"
D$!

) % (
E) "令 17 %"

D$!

) % !
E)，2（,）% 27（,）$#，便有 1( 17，#( 17 "

注意到 2（,）% 3(（,）) 3!（,）) 3"（,），当存在 .( ! 9（@）%（3(（,）) 3!（,）)
3"（,））时（即 .(! 9（@）% 3"（,））时，令"7 % ! "且 2 ( ! % 9（6 ( .(） ( 2（,）("7 "
否则，令"7 % (，且 2 ( !( 9（6 ( 9（@）） ( 3(（,）) 3!（,）) 3"（,） % 2（,）("7 "
故 2 ( !( 2（,）("7 "
由 D ( )*+序列的定义，对于每个 ) !｛!，"，⋯，D $ !｝，有 0) # "，于是

"
D$!

) % !
0)1)（,）#"

D$!

D % !
0)17)（,）$ " 17 #"

D$!

) % !
0)17)（,）$ ? $ 1 （!）
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由 !" 的结构，#"（$）! #%（$）& !对任意的 ’ "｛!，"，⋯，( & !｝有 )"’（$）* )%’（$），则

由（!）式及引理#得，#
(&!

’ * !
+’)%’（$）& , & ) *#

(&!

’ * !
+’)"’（$）& , & )! #"（$）& , & ) -!%! #%（$）

& ! & , & ) -!% * #（$）& ! & ) -!% ! # & )，与假设矛盾 .
断言 ! 对任意 $ $%$， $ * ( & !，有 $ " /(&!（（!%）&）.
先证对任意｛0’，01｝$%$，有｛,!，,"｝’ 2%（0’，01）* 3 .
反设｛,!，,"｝’ 2%（0’，01）( 3，则或者 ,!" 2%（0’，01），或者 ,"" 2%（0’，01）.若前者成立，

则 ,!" 4%（0’）’ 4%（01），且 4%（,!）$ 4%［0’］) 4%［01］，而当 ,!( 5!时，由引理 !（"）有 ,&
!

" 4%（,!）$（4%［0’］) 4%［01］）矛盾 . 当 ,! * 5! 时，取 ,! 在 6 中的邻点 0%，0% "
4%（,!）$（4%［0’］) 4%［01］）矛盾 . 若后者成立，则 ," " 4%（0’）’ 4%（01），且 4%（,"）$
4%［0’］) 4%［01］，当 ,"( 57 时，由引理 !（"）有 ,-

" " 4%（,"）$（4%［0’］) 4%［01］）矛盾 .当

," * 57 时，取 ,"在 6 中的邻点 0%%，0%% " 4%（,"）$（4%［0’］) 4%［01］）矛盾 .故 4"（8）’
2%（0’，01）*｛,!，,"｝’ 2%（0’，01）* 3，由引理 &，$" /(&!（（!"）&），任取 $$%$， $ * ( &
! .再由引理 ’，$ " /(&!（（!%）&）.
断言 " 若存在某｛0’，01｝$%$，使得 2（0’，01）( 3，则 2（0’，01）$ 9，且若 :" 2（0’，01），

则对任意的 0"（%$ $｛0’，01｝）) ;（6），有 :* 4（0），从而，若 :" 49（6），则对任意的｛0’，01｝

$%$，有 : * 2（0’，01）.
用反证法 .假设 2（0<，0<%）( 3，｛0<，0<%｝$%$，但 2（0<，0<%）+ 9，则存在某个 ," 2（0<，0<%）

’ ;（!%）.于是 ," 4（0<）’ 4（0<%），且 4（,）$ 4［0<］) 4［0<%］，则有 ," 4%（0<）’ 4%（0<%），
且 4%（,"）$ 4%［0<］) 4%［0<%］，由此 , " 2%（0<，0<%），这与断言 "矛盾 .
假设存在某个 0%"%$ $｛0<，0<%｝）) ;（6），使得 :" 4（0%），则由 2（0<，0<%）的定义，有 0%

" 4（ :）$ 4［0<］) 4［0<%］，从而 0% " 4%［0<］) 4%［0<%］，与引理 (矛盾 .
断言 # 存在 $ $%$，使得 $ " /(&!（!&）.
设 =% * 49（6）*｛8!，8"，⋯，8:%

｝，=! * 9 $ =% *｛8%!，8%"，⋯，8%:!｝.由此有 7 - !,
( & :! & ! .在 =!中对于 ’"｛!，"，⋯，:!｝，若存在｛0<’，0<%’｝$%$，使得 8%’" 2（0<’，0<%’），则在%$
中删去顶点 0<’，否则在%$ 中不删去顶点 .由断言 )，对任意｛0’，01｝$%$ $｛0<’｝，有 8%’ * 2（0’，

01）.如上述在%$中删去某些顶点后所得的顶点集记为$% .因为在%$中至多删去 :!个顶点，故有

7% * $% , ( & ! .由断言 )，任意｛0’，01｝$ $%，任意的 8 " 9，有 8 * 2（0’，01），故 $% "
/7%（!&）.
取 $ $ $%，使得 $ * ( & !，$ " /(&!（!&）.
显然断言 *与断言 !矛盾，由此，定理 "证毕 .
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几乎 7’@#A23(连通图和部分平方图

吴正声，周兴和

（南京师范大学数学与计算机科学学院，南京，J9KKFH）

［摘要］ #为图，#$是 #的部分平方图 -运用（ ! 8 J）连通图（ !!J）上的插点技术，借助 "&*序列对 #$中独
立集的邻域交加权，证明了图 #是几乎 7’@#A23(连通的一些充分条件 -

［关键词］ 几乎 7’@#A23(性；部分平方图；"&*序列

［责任编辑：陆炳新］
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