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［摘要］ 在集合论的基础上将离散的动态规划形式化，用递归函数刻划了动态规划的目标函数，并在有向图

上建立了动态规划 &推广了动态规划方法的应用范围 &

［关键词］ 有向图；动态规划；目标函数；递归函数
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! 引言
动态规划是由 ,-./012 3455607于 #$%8年提出的 &它是求解多阶段决策问题的有效方法 &

然而，正如文献［#］中指出的那样，“从严格的数学意义上来说，动态规划还不是一个很完善的
数学分支”&至今，动态规划的理论仍建立在以下这些基本概念之上：级、状态、决策、策略和收
益等 &很明显，这些概念还不是严格意义上的数学概念 &文［#］给出了最优性定理的证明 &这个
定理只是对目标函数为相加型的可分函数的动态规划而言的 &实际上，动态规划的目标函数可
以是多种多样的 &许多人研究了可用 3455607原理求解的动态规划的目标函数的特征，但结果
不甚完善 &本文用递归函数刻划了动态规划的目标函数，并在简单有向图上建立了动态规划 &
因此，推广了动态规划的应用范围 &

" 多阶段有向图上的动态规划
定义 " 设 ! "（#，$）是一个简单有向图，如果存在两两不相交的非空集合 %&，& " "，#，

⋯，’，使得

# "!
’

& " "
%&，

并且对于任意有向边 ( "（)，*）" $，存在自然数 +，使得
) " %+,#，* " %+，

对于任意顶点 )" #，)都在某条从-"到 -’的通路上，其中 -"" %"，-’" %’，那么，我们称这

个简单有向图 ! "（#，$）为一个多阶段有向图 .
我们假设 %"为一个单点集｛-"｝，%’也为一个单点集｛-’｝.本文中符号 -+表示它是%+中的

某个顶点 . /［-"，-+］表示所有从顶点 -"到顶点 -+ 的通路的集合 .根据上面的定义，这种通路
必为路径 .设 0 是一个从 1［-"，-’］到实数集 #中的映射 .则我们有最优化问题：
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! " # " $ ! %［&!，&’］， （"#$）

或者 %&’ (（$）
! " # " $ ! %［&!，&’］" （"#(）

为了使用动态规划原理求解以上问题，我们要把 (（$）的定义域扩大 "把原始问题嵌入到
一类相似的问题中去 "令

! ) "
&*!+

%［&!，&*］"

!中的元素用（&!，&)，&*，⋯，&*）表示 "!中有一条长度为 !的路径，用（&!）表示 "这是下
文中递归函数所需要的 "
把 (（$），$ ! %［&!，&’］的定义域扩大到!，这在某些实际问题中是十分自然的 "如求赋

权图上给定两点之间的最短路径，而最短路径也可用于其它两点 "而在另外一些问题上，这种
推广则需要一定的技巧 "
设"（ !，&*,)，&*，*）是一个实值函数，其中，! ! !，* 是一个自然数，)# * # ’，&*,) !

-*,)，&* ! -* "为了使目标函数可以应用动态规划原理，我们还要求函数"满足单调性要求：
当 * 取定时，"（ !，&*,)，&*，*）作为 ! 的函数，不管 &*,)，&* 取何值，它总具有一种单调性 "当它
是单调增加时，令#（*）) . )，当它是单调减少时，令#（*）) , ) "
定义 " 如果对于任意路径
（&!，&)，⋯，&*）!!，
函数 (（&!，&)，⋯，&*）由下式递归地给出：

(（&!，&)，⋯，&*）)"（ (（&!，&)，⋯，&*,)），&*,)，&*，*），

(（&!）为一已知实数 "那么，我们称 (（$）为关于有向图（/，&!，&’）的一个 +,--%&.函数 ""（ !，

&*,)，&*，*）称为 (（$）的发生函数 "当 (（$）为一个 +,--%&.函数时，我们称（"#$）或（"#(）为

一个动态规划问题 "
一个动态规划问题可以记为（/，&!，&’，(）"其中 / 称为基础图 " &!，&’ 分别称为始点和终

点，(（0）称为目标函数，’称为阶段数，-*称为*级状态集，+称为状态空间，%［&!，&’］称为策
略空间 "
我们规定 12#（. )）表示 %&’，12#（, )）表示 %/. "
定理 对于定义 *提出的动态规划问题，它的最优性递归方程为

12#（$*）
（ &!，⋯，&*）!%［ &!，&*］

(（ &!，⋯，&*）) 12#
34,)!-4,)
（$*）｛"（ 12#（$*!（ *）

（ &!，⋯，&*,)）!%［ &!，&*,)］
）(（ &!，⋯，&*,)），**,)，&*，*）｝"

其中

$* )
5#（’）#（’ , )）⋯#（* . )），* 6 ’
5， * ){ ’

证明 对于（"#）问题
12#（ 5） (（$）
! " # " $ ! 7，

根据 (（$）的递归结构和"（ !，&*,)，&*，*）的单调性，我们有
12#（ 5）

（ &!，⋯，&’）!%［ &!，&’］
(（&!，⋯，&’）

) 12#（ 5）
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! "#$（ %）
（ &!，⋯，&’）!(［ &!，&’］

!（ )（&!，⋯，&’*"），&’*"，&’，’）

! "#$
&’*"!+’*"

｛ "#$（ %）
（ &!，⋯，&’*"）!(（ &!，&’*"）

!（ )（&!，⋯，&’*"），&’*"，&’，’）｝

! "#$
&’*"!+’*"

｛! "#$（ %"（’））
（ &!，⋯，&’*"）!(（ &!，&’*"）

)（&!，⋯，&’*"），&’*"，&’，’）｝

上式中的第二个优化符要寻找的路径的长为 ’ * "，称之为第（’ * "）个路径优化符 ,
下面略去部分优化符下面的约束 ,
"#$（ %"（’））)（&!，⋯，&’*"）

! "#$（ %"（’））!（ )（&!，⋯，&’*#），&’*#，&’*"，’ * "）
! "#$（ %"（’））

&’*#!+’*#

｛"#$（ %"（’））!（ )（&!，⋯，&’*#），&’*#，&’*"，’ * "）｝

! "#$（ %"（’））
&’*#!+’*#

｛!（"#$（ %"（’）"（’ * "）)（&!，⋯，&’*#），&’*"，’ * "）｝,

上式中出现的路径优化符是第（’ * #）个 ,
应用数学归纳法，可以得到第 -（"" - " ’）个路径优化符为 "#$（#-），其中

#- !
%"（’）"（’ * "）⋯"（- . "），- / ’，
%， - ! ’{ ,

一般地，我们有

"#$（#-）
（ &!，⋯，&-）!(［ &!，&-］

)（&!，⋯，&-）

! "#$（#-）
&-*"!+-*"

｛!（ "#$（#-"（-））
（ &!，⋯，&-*"）!(［ &!，&-*"］

)（&!，⋯，&-*"），&-*"，&-，-）｝,

! 例子和算法
下面是三个 $%&&’()函数的例子 ,其中 &，0 为赋权顶点所对应的数值 ,
例 " 令!（ 1，&，0，-）! 2 .$-（0），$-（0）为已知函数，)（&!）! !，则

)（&!，&"，⋯，&-）! #
-

3 ! "
$3（&3）,

例 ! 令!（ 1，&，0，-）! 1 . &0，)（&!）! !，则
)（&!，&"，⋯，&-）! &! &" . &" &# . ⋯ . &-*" &- ,

例 # 令!（ 1，&，0，-）! 1·*+) -%
, . 0 * &，)（&!）! "，则

)（&!，&"）! &" * &! .$,#；

)（&!，&"，&#）! &# *（" *$,#）&" *$,# &! . ,
- ,

当动态规划问题中的基础图 4、发生函数!（ 1，&，0，-）以及 )（&!）确定后，可用下面的算
法求解这个问题 ,
多阶段有向图上的动态规划的算法步骤：

（"）对 - ! "，#，⋯，’，计算

#- !
%2（’）2（’ * "）⋯2（- . "），- / ’
%， - !{ ’

令 -：! " ,
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（!）对任一 !" ! #"，求解

$%&（!"）
（ !"，⋯，!"）!’［ !"，!"］

(（!"，⋯，!"）

) $%&（!"）
!"*#!#"*#

｛ $%&（!"*#）
（ !"，⋯，!"*#）!’［ !"，!"*#］

"（ (（!"，⋯，!"*#），!"*#，!"，"）｝，

并保存所求得的最优值及其路径 +
（$）检查 "是否为,，若是，算法终止 + $%&（!,）

!,*#!#,*#

(（!"，⋯，!,）即为原问题的最优值；否则，令

"：) " - #，转（!）+
当 (（.）取得（%&）的最优值时，/称为（%&）的最优路径（即最优策略）+这条最优路径可以

通过逆序跟踪求得 +
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