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［摘要］ 设 !是一个本原有向图且 "!#（!），!在 "点的指数，记作 *+,!（"），定义为这样的一个最小正整数

$，它使得对任意 %!#（!），!中均有"到 %的长为 $的有向通道 &设 #（!）-｛#，!，⋯，’｝使得 *+,!（#）"*+,!（!）

"⋯"*+,!（’）&本文研究了奇围长为 )的 ’阶本原对称有向图，并得到其局部指数集的完全刻划 &

［关键词］ 有向图；本原；局部指数

［中图分类号］.#)/() ［文献标识码］0；［文章编号］#""#!’&#&（!""#）"’!""!’!"’

! 引言
设 ! 是一个有向图，若存在一个正整数 $ 使得对任意点对 "，%（未必不相同），! 中均有

从 " 到 % 的长为 $ 的有向通道，则称 ! 是本原有向图，而上述的最小 $ 称为 ! 的指数，记作

!（!）&熟知，一个有向图 ! 是本原的当且仅当 ! 是强连通的且其所有圈长的最大公因
数是 # &
设 ! 是一个本原有向图，且 "!#（!），! 在 " 点的指数，记作 *+,!（"），定义为这样一个

最小正整数 $，它使得对任意 %!#（!），! 中均有 " 到 % 的长为 $ 的有向通道 &设 #（!）-｛#，
!，⋯，’｝使得 *+,!（#）"*+,!（!）"⋯"*+,!（’），则称 *+,!（ $）为 ! 的第 $ 个局部指数 &显然，
*+,!（’）-!（!）&
设 ! 是一个本原有向图，且 "，%!#（!），定义 " 到 % 的指数 *+,!（ "，%）是这样的一个最

小正整数 (，它使得只要 )#(，! 中就有 " 到 % 的长为 ) 的有向通道 &易见，*+,!（ "）- 12+
%!#（!）

*+,!（"，%）&
设 * 是一些 ’ 阶本原有向图的集合 &对其中图的局部指数的研究主要集中在如下三个

方面：

（#）确定12+
!!*

*+,!（$）；

（!）确定达到上述最大值的图的特征；
（$）确定局部指数集｛*+,!（$） !!*｝&
对所有 ’ 阶本原有向图的集合 +!’，上述问题已被［!］，［/］3［%］和［##］3［#’］完全解决 &

另外，还有一些特殊图类被［$］，［’］，［&］和［#"］研究 &设 *+!’，,表示奇围长为 , 的 ’ 阶本原有
向图的集合，令 -（*+!’，,，$）-｛*+,!（$） !! *+!’，,｝& #%%!年，-（ *+!’，,，’）已被［)］解决 &
对 #"$"’ 4 #，本文考察了 -（*+!’，)，$），并得到如下结果：
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定理

!（"#$%，!，&）"

｛#｝， 若 !!%!$且 %!&!#；
｛#，!｝， 若 % " $且 & " !；
｛#，!，⋯，% & ’｝， 若 %"(且 %!&!)；
｛#，!，⋯，% & )｝， 若 %"(且 ’!&!#；
｛#，!，⋯，% & $ * &｝， 若 %"(且 !!&!% & %













’

! 引理及其证明
引理 ! ［%］设 )!&!%，则有 +,-$（&）!+,-$（& & %）* % ’
设 ( 是一个长为 )（"’）的奇圈且 *#+（(），则在 ( 上必有两点 *,，*-使得 * 到 *,和 *-的

距离均为
. & %
) ，此时称 *,（ *-）为 * 的反极 ’

引理 " 设 %"(且 $#"#$%，!，则

+,-$（&）!
% & ’， 若 %!&!)；
% & )， 若 ’!&!#；
% & $ * &， 若 !!&!%

{
’

证明 当 % " (时，则 $ 必有如下的子图 $% 或 $) 或 $’（参见图 %）’此时，容易验证引理
成立 ’故以下总假定 %". ’

图 ! !的子图

设 ( 是 $的一个 !!圈 ’我们先证存在 *,，*-#+（(）使得 +,-$（*,）!% & ’且 +,-$（*-）!% &
’ ’设 / " /0,

0#+（$）
1（0，+（(））并设 1（01，+（(））" /，不妨令 # 是 01 到 ( 的最短路（长为 /）且 +

（#）$+（(）"｛*1｝’设 *,与 *-是 *1在 ( 上的两个反极 ’对任意 2#+（$），我们分如下三种情形：
（%）若 2#+（(），则 +,-$（ *,，2）!# ’
（)）若 2#+（#），则 +,-$（ *,，2）!) * /!) * % & ! " % & ’ ’

（’）2%+（(）&+（#），设 2 到 ( 的距离为 /,，则 / * /,!% & !且 /,! /，从而 /,!
% & ![ ]) ’

因为 %".，所以 /,!% & (，故有 +,-$（ *,，2）!# * % & ( " % & ’ ’
综合（%）2（’）即得 +,-$（ *,）! % & ’ ’同理可证，+,-$（ *-）! % & ’ ’故 +,-$（%）! % & ’ 且

+,-$（)）!% & ’ ’
考虑 *,（ *-）在 ( 上的另一个邻点，得 +,-$（’）!% & )且 +,-$（#）!% & ) ’再由引理 %知当

!!&!% 时，+,-$（&）!% & ) * & & # " % & $ * & ’
引理 # 设 %"!且 $#"#$%，!，则对任意的 &（%!&!% & %），有 +,-$（&）"# ’
证明 若 * 是 !!圈上的任意一点，则 +,-$（ *，*）" # ’若 * 不是 !!圈上的点，则存在一个奇

圈 (，设其长为 .，使得 +,-$（ *，*）" )1（ *，+（(））* . & %"# ’故对任意的 *# +（$），有
+,-$（ *）"# ’故对任意的 & 均有 +,-$（&）"# ’
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以下两个引理可通过直接计算得到，读者可自行验证 !
引理 ! 设!!"!# " #且 $$"%&$#，!如图 %所示，则有
（#）当 &!"!# " #时，

’()$$
（’）!

" " %， 若 #!’!%；
" " #， 若 *!’!$；
" " ! + ’，若 !!’!"；
%" " $， 若 " + #!’!#










!

（%）当 " , !时，

’()$$
（’）!

$，若 #!’!$；
!，若 ’ , !；
& 若 &!’!"

{
!

图 " !!

引理 # 设!!"!# " %且 $!"%&$#，!，如图 *所示，则

’()$!
（’）!

" " #， 若 #!’!%；
"， 若 *!’!$；
" " $ + ’，若 !!’!"；
%" " *， 若 " + #!’!# " #；
%" " %， 若 ’ , #













!

图 $ !#

引理 % 当#!’!%时，｛$，!，⋯，# " *｝#(（%&$#，!，’）；当 *!’!$时，｛$，!，⋯，# " %｝#
(（%&$#，!，’）!

图 ! !%

证明 当 #!’!%时，让引理 $中的 " 取遍集｛&，-，⋯，# "
#｝中的所有数，则得｛$，!，⋯，# " *｝#(（ %&$#，!，’）!当 *! ’!$
时，让引理 $中的 " 取遍集｛&，-，⋯，# " #｝中的所有数，则得｛!，
&，⋯，# " %｝#(（ %&$#，!，’）!考虑图 $&（参见图 $），易得当 *! ’
!$时，$"(（%&$#，!，’）!
引理 & 设!!’!# " #，我们有｛%’ " !，%’ " $，⋯，# " & + ’｝#(（%&$#，!，’）!
证明 当 !!’!# " #时，让引理 $中的 " 取遍集｛’，’ + #，⋯，# " #｝中的所有数，即得 !
引理 ’ 设!!’!# " #，我们有｛&，.，⋯，%’ " &｝#(（%&$#，!，’）!
证明 设!!’!# " #时，让引理 $中的 " 取遍集｛!，&，⋯，’ " #｝中的所有数，即得 !
引理 ( 设!!’!# " #，我们有｛-，/，⋯，%’ " !｝#(（%&$#，!，’）!
—&%
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证明 当 !!!!" " #时，让引理 !中的 # 取遍集｛!，$，⋯，! " #｝中的所有数，即得 $
引理 !" 设!!!!" " #我们有｛%，!｝"%（&’("，!，!）$
证明 考虑图 %中的 ($，得 %"%（&’("，!，!）$考虑图 (&（参见图 !），得 !"%（&’("，!，!）$

图 # !的子图

$ 定理的证明
由引理 ’ ( )和引理 $ ( #*可得当 "#&时，定理成立 $当 " + !时，在同构意义下 &’("，!中

只有 )!，所以对 #!!!%有 %（&’(!，!，!）+｛%｝$当 " + $时，在同构意义下 &’("，!中只有两个

图 (,和 (-（参见图 !），所以对 #!!!%有 %（&’($，!，!）+｛%｝且 %（&’($，!，!）+｛%，!｝$
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