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定义 ! 一个结合环叫做内域环（内除环、内整环），如果它的每个真子环都是域（除环、整环）而它自
身不是域（除环、整环）’
文［"］给出了内域环的结构（见引理 "），下面我们再给出内域环的两个等价条件 ’
引理 !［!］ 设 " 为结合环，则下列命题等价：
（"）" C # D $# ! # D %#，$、% 为素数；
（!）" 为内除环；
（*）" 为内域环 ’
命题 ! " 为内域环"" 为内整环 ’
证明：# ’显然 ’
$ ’若 " 为有限环，则 " 的每个真子环为有限整环即为域，故 " 为内域环 ’
若 " 为无限环，则 " 必有无限直子环 "" ’若 "" 的阶为 #，则 !# % # & ""，!# 为 " 的真子环但不是

整环，矛盾 ’若 ""的阶为素数 $，则 ""为有限域 &$ 上的无限维代数 ’任取!’ ""，则!为&$ 上的代数元 ’
否则!为&$ 上的超越元，从而!&$［!］% &$［!］& ""，!&$［!］为 "的真子环但不是整环，矛盾 ’故 &$［!］
为域，从而 "" 为域 ’于是 " 为内域环，不可能为无限环，矛盾 ’
命题 " 设 " 为结合环，若 " 的每个真子环都没有零因子，则 " 为内域环 ’
证明：若 " 为有限环，则 " 的每个真子环为无零因子 +EF2@环即为域，故 " 为内域环 ’
若 " 为无限环，则有 ’、(’ "(，使 ’( C #，作 # G ’ H C｛有限和 )" ’ I )! ’! I ⋯ I J )* ’ #｝’若

# G ’ H 有零因子，则 " C # G ’ H，( C +（’），于是 (! C # ’作 # G ( H，则 # G ( H C｛)( J )’ #｝，
因此 " C # G ( H ’又 " 为无限环，故 ( 的加法阶为 #，于是 # G !( H% " ’但 # G !( H 有零因子，矛
盾 ’所以 # G ’ H 没有零因子 ’同理，" C # G ( H 没有零因子 ’由 ’( C #，知 (’ C #’否则 (’)#，有（(’）!

C #，于是 " C # G (’ H 有真子环 # G !(’ H ’但 # G !(’ H 有零因子，矛盾 ’综前所述，知 # G ’ H!
" C # G ( H 为 "的子环并且有零因子，故 " C # G ’ H! # G ( H ’又 "为无限环，故 # G ’ H、"
C # G ( H 中至少有一个是无限环 ’不妨设 " C # G ( H 为无限环，则 " C # G ( H 有真子环 ,，于是
# G ’ H! , 为 " 的真子环 ’但 # G ’ H! , 有零因子，矛盾 ’所以 " 不可能为无限环 ’
定义" 一个无限维结合 ! .代数叫做内有限维 !& 代数，如果它的每个真子代数都是有限维 !& 代数 ’

一个无限域叫做内有限域，如果它的每个真子域都是限域 ’一个无限扩域 - D ! 叫做内有限扩域，如果对每
个真中间域 .，. D ! 是有限扩域 ’
文［!］给出了内有限域的结构 ’下面我们来刻划内有限维 !& 代数 ’

引理 "［"］ & 为内有限域"& C *
K

) C "
/&（$0)），0 为素数 ’
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引理 ! 设 ! ! " 为无限扩域，则 ! ! " 为内有限扩域 ! 存在素数 # 和 " 上的 # 次代数元!，使得 !

" "
#

$ " $
"（ #$#!）%

证明：$ %显然 %
% %对任意素数 %，令 &# "｛! &!& ! ’ "｝，!是"上的#$ 次代数元，$& ’｝%若有无限多个 &#$

，&#(
，

⋯非空，令 & ""
#

( " (
&#(
，则 "（&）为 !的真子域，并且 "（&）! "为无限扩域，矛盾 %故仅有有限个 &#$

，&#(
，⋯，

&#)
非空 %若 ) ) $，则 "（&#$

）和 " "
)

( " (
&#( )( 均为 "的真子域，并且至少有一个是 "上的无限扩域，矛盾 %故 )

" $，即存在素数 #，使得 ! ’ " 的每个元都是 " 上的 #$ 次代数元，$ & ’ %

令 *$ " ! &!& ! ’{ "，!恰为 "上的 #$ 次代数元｝%若对任意 $& ’，*$ 非空 %令 * " ’
#

$ " $
*#$’$

$ ，*#$’$

$

"｛!#$’$

$ &!$ & *$｝，*#$

$*$ ( *#$’$

$ ，则 * 非空 %任取!& *，则有 " 上的 # 次代数元!，使得 ! " "
#

$ " $
"（ #$#!）%

若存在 + & ’，使得 $ ) + 时，*$ 为空 %设 ! 在 " 上的可分闭包为 ,，则 ! 为 , 上的纯不可分扩域 %若

! " ,，任取!+ $ & ! ’ "，作 "（!$）" "（-+ $）%任取!+ ( & ! ’ "（!$），作 "（!(）" "（!+ $，!+ (）%重复这个

过程，我们有 ! " "
#

$ " $
"（!$）%对任意 $& ’，存在 . ) $，使得!. 在 "上的次数大于 #$，即对任意 $& ’，

*$ 非空，与假设矛盾 %故 !) ,，即 ,是! 的真子域，于是 , ! "为有限扩域 %重取 "为 ,，*$，*(，⋯，*+ 如前

定义，则 ! ! "为纯不可分扩域 %我们断言，*+为无限集 %否则 " "
+’$

( " $
*( )( ’ "中的元均为"上的纯不可分元，次

数至多为 #+’$，于是 " "
+’$

( " $
*( ) )( 为 !的真子域，并且 " "

+’$

( " $
*( ) )( ! " 为无限扩域，矛盾 %不失一般性，再重取 "

为 " "
+’$

( " $
*( ) )( ，则 *+ 为!在 "上的 #次纯不可分元之集 %任取"$ & *+，作 "（"$）%任取"( & *+ ’ "（"$），则

作 "（"$，"(）%重复这个过程，我们有 ! " "
#

$ " $
"（"$"(⋯，"$）%令 / "｛"$，"(，⋯｝，/$ " / ’｛"$｝%若存在 .

& ’，使得 "（".）* "（/.），则 "（/.）为 "的真子域，并且 "（/.）! "为无限扩域，矛盾 %故对任意 $& ’，
有 "（"$）+ "（/$），于是"$ " 0（"($

，"((
，⋯，"()
）& "［"$，"(，⋯，".’$］，并且"$，"(，⋯，".’$ 在单项中的次

数小于 # %令 . " ,-.｛$，($，((，⋯，()｝，则". 是"（"$，"(，⋯，".’$）上的代数元 %设". 在"（"$，"(，⋯，".’$）

上的极小多项式为$ %因".在"上的极小多项式为（1 ’".）
#，故 2（1）&（1 ’".）

#，于是 2（1）"（1 ’".）
3，

$, # , 3 ’ $%这样"
3
. & "（"$，"(，⋯，".’$）%又"

#
. & "（"$，"(，⋯，".’$），（#，3）" $，故". & "（"$，"(，

⋯".’$），矛盾 %

内有限域是其每个真子域上的内有限扩域，又如 ! " "
#

$ " $
4（($#(）为 4 上的内有限扩域 %

命题 ! 设 5 为无限维结合 " ’ 代数，则 5 为内有限维 " ’ 代数!5 ! " 为内有限扩域 %
证明：$ %显然 %
% %首先 5不是幂零代数 %若 5为幂零代数，不妨设 5为零乘代数（否则以 5 ! 5( 取代 5），则 5为无限

维 " ’ 线性空间，于是 5 有无限维真子空间，即 5 有无限维真子代数，矛盾 %
其次 5 作为 56)($ 环，5 有幂等元 7，则 7 为 5 的单位元 %若 5 ) 75，则 75 为 5 的有限维真子代数，于

是有无限多个 "/ 线性无关的-(，使得 7-( " 0%显然 5 " -$ 5 * -( 5 *⋯，于是 7 "- -(1(，从而 7 " 1( "

7 - -(1( )( " -（ 7-(）1( " 0，矛盾 %同样可证 5 " 57，由此知 5 为局部代数 %

设 ’ 为 5 的幂零根 %若 ’ ) 0，则 ’为 5的有限维真子代数 %任取 8 & ’，8 ) 0，则存在无限多个 "/

线性无关的 -(，使得 -(8 " 0%显然 5 " 5-$ * 5-( * ⋯，于是 7 " - 1(-(，从而 8 " 78 " - 1(-( )( 8 "

- 1(（-(8）" 0，矛盾 %所以 ’ " 0，5 为可除代数 %

若 5 非交换，则 5的中心!为 "上的有限扩域，于是 5为!上的有限维中心可除代数 %设 ,为 5的一
个极大子域，则 , ! ! 为无限扩域，从而 , ! " 为无限扩域，矛盾 %所以 5 交换，5 ! " 为内有限扩域 %
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