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[摘要] 讨论了经典HaniIlcm系统的变分原理，通过离散方程所对应的I钾an函“函数的方法，|fI离散的变分
原理得到r一系列的辛差分算法，其中包括传统的辛格式，如：辛Fuler格式和中点格式．

[关键词] Ha“lton系统，辛格式，离散变分原理

[中图分类号]0176， [文献标识码]A， [文章编号]100l一4616(2004)02一0001一04

0 引言

自从冯康⋯等提出H踟ilton系统辛算法以来，辛算法得到了广泛的关注和发展．如今有限维的H珊n小

ton系统的辛算法的构造理论和分析理论已基本成熟．其构造方法主要有三类怛j：生成函数法，复合构造法

和Runge—Kutta方法．由于优异的稳定性和长时间跟踪能力等优点，实际计算中许多领域都在研究和使用

辛算法【3’4】．变分方法是既古老又在现代科学中具有广泛应用的有力工具．计算方法中的有限元方法也是

基于变分的思想．变分在Lagrange力学中的一个重要应用就是H踟ilton最小作用原理，即：函数g(￡)：

(q．，g：，⋯，q。)7是作用泛函

5(q(f))=|L(q，g)d￡， (1)

的极值点当且仅当口(￡)是下列．s所对应的Euler-Lagrangian方程的解，

差一是(嚣)一o，⋯幺⋯m (2)

实际上，上述方程的左端就是作用泛函s对其自变量g，的变分导数兽．Veselov离散的变分原理是苗‘先离

散作用泛函，然后通过在离散点上求极值导出对应Eule卜Lagrangian方程的离散格式，具体参考文献[5]．

本文讨论构造辛格式另外一种方法，即把离散变分的方法应用于Hamilton方程，推导出一系列差分格

式，我们证明这些格式是辛格式．

1 Hamilton方程的变分原理及其离散

由Darboux定理，总可以找到适当的典则坐标，z=(p，g)7=(p。，p：，⋯，p。q。，q：，⋯，q。)7∈R2，1．

将有限维Hamilton系统写成如下的形式：

鲁；=．，‘1 V：Ⅳ，．，：(一0，|， 0)． c3，

方程(3)对应标准的辛形式∞，=却八dg=∑却：八dq。，八表示普通微分形式的外积．对于点z的

切空间上的任意两个向量∈，叼，有

叫J(∈，7)：=∈7t，叩．

设＆是Hamilton系统(3)解相流，即解可以表示成

收稿E1期：2004也哪．

基金项口：国家自然科学基金创新群体(40221503)、国家基础研究重点发展规划(1999032081)、困家自然科学基金(40105叭2)和中科院“自

人”计划资助项目．

作者简介：壬雨顺，1972一，博上，南京师范大学数学与计算机科学学院讲师，主要从事保结构算法及其应用研究，E—m出J：。。．{2：y。幽。，@
njnu．edu．(．n

—I一

  万方数据



z(￡)=函z(0)．

所谓保辛结构就是＆是典则变换(或辛变换)，满足
*

g‘∞j 2 mJ’

其中gj表示g。的拉回映射．若离散以后的步进算子仍能保持上述性质，则称该离散为辛离散，或称离散

对应的算法为辛算法．

下面我们讨论Hamjlton系统(3)的类似于IJagrangian系统的变分原理．令Lagrangian函数为三=朋一

日(p，口)，则作用泛函就为

．s(p，口)=l己d￡=I[p；一日(p，g)]d￡． (4)

设印，曲分别是p，口的变分，对s作变分，具体步骤可以参照文献[6]，

dJs·(印，∞)=n(毒一第)印+西一挚Ⅶ=n(毒一器)劬一(p+骛)脚Ⅶ+砌m
限定固定边界，肺口＼：=o，由ds=o我们可以得到H踟ilton系统(3)

· aH
p 2面’ ⋯
． a H

＼j J

窜一瓦‘
由边界项定义cartan形式吼=pd口，作用微分算子d得到辛形式cU=d吼=如八dg．

用时间步长r=生≯平均划分区域[口，6]，两顶点分别为第。个和凡格点，(p，g)在第i个格点上
的近似值记为(p，，玑)．因为Lagrangian函数中含有i，所以至少要用两个点的函数值才能近似，那么
Lagrangian函数的离散空间就为n=Rh×尺h．n中的任一点(p。，玑，p川，口⋯)对应着毒的离散形式为

堑；堡．作用泛函的离散形式就为定义在n上的离散Lagrangian函数的和式，记为．s。，

s。=∑￡(pk，鸟^，p川，吼+。)r． (6)

类似于连续情形的泛函5求变分，我们求函数s。的微分．

d5D(po，⋯，p。，g。，⋯，留。)·(印o，⋯，印。，曲。，⋯，∞。)

=∑(D。￡(％)印。+D：￡(巩)曲^+D，￡(巩)印⋯+D。厶(‰)曲川)z-

=∑[(D。￡(t)^)+D，￡(吼一1)印^+D：L(％)+D。L(吼一。)曲。)r]

+[Dl￡(秽o)印o+D3￡(秽。一1)印。+D2￡("o)曲o+D4￡(”。一1)曲。]r， (7)

其中D。L表示己对第i个变量的导数，巩=(p☆，口女，p川，吼+。)，后=o，1，⋯，n一1．

固定(p。，g。)，(p。，口。)，即(7)式中边界项为0，我们可以得到离散的HamiIton方程，

Dl￡(秽女)+D3L(秒^一1)=O，

D：￡(”☆)+D。￡(秽。一。)：O．
(8)

(8)就是H锄ilton系统(5)的差分格式．由(7)式中的边界项，可以定义n上的两个一形式：

口：(秽t)=Dl￡(口^)dp^+D2L(秽^)dg^，

目：(u^)=D3￡(移^)dp^+l+D4￡(口^)d垡I+1．

从而我们得到离散的辛形式叫。=d臼：．

定理 差分格式(8)是Hamilton系统(5)的辛格式．

证明 设差分格式(8)的步进算子为函，即：吼=①(吼一。)．只要证明西”叫D：cuD．

①+∞D=垂。(d臼：)=西+d[DlL(‰)dp^+D2L(钆)d留k]=d[函’(Dt￡(秽％)dpk+D2L(秽k)d留％]

=d[D。己。垂(钆一。)垂。(dp。)+D：￡。西(仇一。)西。(d玑)]
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