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关于Gross问题的一个结果

仇惠玲

(江苏教育学院数学系，210013，江苏，南京)

[摘要] 研究了亚纯函数的惟一性，得到了如下结果：设|s。={o，旦})，s：={：：zn一，’。一1=o}，n为正
整数，且n≥3，，(：)，g(z)是任意两个非常数亚纯函数．如果E(s。，，)=E(5。，g)，(i=l，2)，E-(*，厂)=

E．(*，g)，且占(*，，)>÷，占(*，g)>÷，则，(z)；g(z)．这个结果解决了Gfoss问题的一个结论．
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0引言与主要结果

在本文中亚纯函数均指整个复平面上的亚纯函数，厂(z)是非常数亚纯函数．以下将使用值分布论的

标准记号⋯：

丁(r，，)，m(r-．／。)，Ⅳ(r，厂)，|7v(r，，)，⋯，

我们用5(r，厂)表示任一满足如下条件的函数

．s(r，／)=o{r(r，／)}，r一+∞，r eE

其中E是测度有穷的r值集．设．s是一个复数集合，令

E(S，厂)=U{。：．厂(z)一o=O}

其中，(z)一。的m重零点在E(s，，)中记m次．，(石)的所有简单极点组成的集记为E。(∞，，)．

在1968年，Gmss[2]证明了如下结果：

定理A 设s·={1}，s2={一1}，s。={。，6}，其中。，6满足。，6≠1，6≠去，6≠1+了三，，(：)
和g(z)是非常数整函数，若E(s。，／)=E(．si，g)，(i=l，2，3)，则／(彳)=g(z)．

在1976年，Gross提出了下述问题：是否存在两个有限集合s。(i=1，2)，使得对于任何非常数整函数

／(彳)与g(彳)，只要满足E(．s。，一=E(si，g)，(i=1，2)，就有八z)；g(。)?

仪洪勋_81解决了上述问题，他证明了：

定理B 设．sl={c}，Js2={口+6，口+6￡，⋯，o+6￡“一1}，，其中n>4，￡“=1，c≠o，(c—o)2“≠

6h，厂(彳)和g(彳)是非常数整函数，若E(Si，厂)=E(si，g)，(i=l，2)，则／(名)；g(z)．

文[3]指出他和s．Koot已研究过元素个数均不超过两个的两个集合的情形，在这种情形下，Gross问题

的答案是否定的．但是如果两个集合中有一个集合中的元素个数超过两个时，Gross问题的答案是怎样的

呢?方明亮和徐万松回答了这个问题：

定理cHl 记Js={z：z3一z2—1=o}，设／(名)和g(z)是满足臼(∞，，)>告，p(∞，g)>告的两

个非常数亚纯函数，若E(o，，)=E(o，g)，E(s，厂)=E(s，g)，E(∞，，)=E(∞，g)，则八彳)三g(z)．

本文对亚纯函数的Gmss问题进一步作了研究，得到了下面的两个结论：

定理1 设5，={o，旦≯}，s：={z：z“一z”1一l=o}，n为正整数且n≥3，，(z)和g(z)是任意
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两个非常数亚纯函数．如果E(sj，，)=E(．sj，g)，(i=l，2)，E，(∞，厂)=E，(∞，g)且艿(∞，厂)>寺，

艿(o。，g)>—睾，贝0，(z)；g(彳)．

定理2 设．s，={o，1，一l}，．s：：{。：去彳“一了生彳棚一l=o)，n为正整数且n≥3，八z)和g(三)
是任意两个非常数亚纯函数．如果E(．s。，／)=E(Si，g)，(i=1，2)，E。(∞，厂)=E。(∞，g)，则

(1)当n为奇数时，有，(z)；g(z)．

(2)当n为偶数时，有／(z)；g(z)或厂(z)=一g(z)．

1 一些引理

在本文的定理证明过程中要用到以下的引理：

引理1鹏’ 设八z)是非常数亚纯函数，ni为常数(i=0，1，2，⋯，n)，则

r(r，Ⅱ，尸+o。一l厂一1+⋯+ol／+no)=nr(r，／)+s(r，／)

引理2哺1 设，(二)和g(z)是两个非常数亚纯函数，且分担l CM．如果艿(∞，／)=艿(o。，g)=1且

艿(o，／)+艿(o，g)>1贝4／(彳)；g(z)或7／(。)g(z)=1．

显然，引理2与下面的结论是等价的．

引理2， 设厂(z)和g(z)是两个非常数亚纯函数，且分担1 CM．如果艿(0，厂)=艿(0，g)=1且艿(∞，

厂)+艿(∞，g)>1贝0／(z)；g(z)或／(二)g(z)=1．

引理3 设n为正整数且凡≥3，岛(z)为至少有三个不同根的n次多项式，Js={彳：p。(z)=0}，／(。)

和g(三)是任意两个非常数亚纯函数．如果E(s，，)=E(．s，g)，则r(r，厂)=D(r(r，g))，丁(r，g)：

0(r(r，／))．

证明 由Nevanlinna第二基本定理，

2r(r，厂)≤Ⅳ(r，南)+Ⅳ(r，厂)+Js(r'厂)=Ⅳ(r，志)+Ⅳ(r，／)+．s(r，厂)
≤凡r(r，g)+r(r，厂)+S(r，厂)

从而

r(r，／)≤nr(r，g)+S(r，，)

同理

丁(r，g)≤n丁(r，／)+S(r，g)

所以

r(r，厂)=D(丁(r，g))，r(r，g)=D(r(r，，))．

2定理1的证明

由弓I理3，r(r，厂)=D(丁(r，g))

令

圯，=譬乒半一譬筝半
。情形1 声(z)≠0，由于E(S。，厂)=E(S。，g)，(i=1，2)，E。(∞，厂)：E，(∞，g)，则

刃(r，手)+刃(7’歹二々]≤Ⅳ(r，专)≤rc r，声，+。c，，≤Ⅳc，，声，+s c，，厂，≤丙。：c，，／，+刃。：c，，g，
+Js(r．．厂)，由第二基本定理

丁c r，／，≤；丙(r，：})+jV[7’歹_二—晕]+丙c r，／，+5 c，，／，≤；，rc r，／9+j}—，c，，g，+5 c，，／9
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2．由E(．sh厂)：|s(．s。，g)，可知厂(z)≠0，∞，g(z)≠O，∞．设／(孑)=e北’，g(。)=e阢’，其中口(z)，卢(z)

均为整函数，从而有e2小’+e2p(“：2．根据B。rel定理‘7I，口(二)，』9(z)均为常数，从而厂(彳)，g(彳)均为常数．

矛盾．所以厂(z)；92(z)，即厂(z)=g(z)，或八z)；一g(z)．

如果n：3，则有吉尸(。)一厂(z)蓦{93(z)一g(彳)．
若厂(。)≠g(z)，贝4有尸(孑)+厂(z)g(z)+92(z)=3．由E(s。，／)=．s(．s-，g)，可知／(z)≠o，∞，g(z)≠

0，∞且．厂：1§g：1，，：一1铮g：一1．由Nevanlinna四值定理，厂(z)=￡(g(z))，其中L为一个分式线

性变换，再根据尸(z)+／(三)g(彳)+92(彳)=3，可得厂(z)，g(二)均为常数，矛盾．所以／(彳)z g(z)·
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A Iksult on a PI．0blem 0f Gross

Qiu Hu川ng

(D州ment of Mathe眦tics'Jiallgsu Education College，210013，N蛐jing，China)

№t：‰疵queness of memm。棚c‰tions was studied aJld t11e foⅡ。wing theorem was pmVed：let．s1={o，掣J，
S2={。：，一，～一1=O}，n≥3 be posmve integer and，(z)and g(=)be two nonconstant n伧mmorphic functions．ⅡE

(5。，／)=E(．s。，g)，(i=l，2)，E。(∞，，)=E。(∞，g)and艿(∞，厂)>寺，占(∞，g)>专，then厂(z)三g(z)．ne re—

sult is an a璐wer to a pmblem ofGross．

I【ey words：(知rss pmblem，memmorp|lic fhnction，uIlic【Lleness
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